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｢ ア ル キ メ デ ス と 球 の 表 面 積 ･ 体 積 ｣  

図 1 は 円 柱 に 球

を 内 接 さ せ た も の

で す が 、 こ の 図 に

は 面 白 い 性 質 が 潜

ん で い ま す 。  

例 え ば 球 と 円 柱

の 体 積 比 は ２ ： ３

で あ り 、 さ ら に 円

柱 に 直 円 錐 を 内 接 さ せ る と 、直 円 錐 、球 、

円 柱 に は 、 １ ： ２ ： ３ と い う 美 し い 体 積

比 の 関 係 が 得 ら れ ま す 。 す な わ ち 、 直 円

錐 と 球 の 体 積 の 和 は 、 円 柱 の 体 積 に 等 し

く な る わ け で す 。  

次 に 、 表 面 積 を 比 較 す る と 、 球 と 円 柱

の 表 面 積 の 比 も ま た ２ ： ３ で あ り 、 円 柱

の 側 面 積 は 球 の 表 面 積 に 等 し く な っ て い

ま す 。  

こ の 不 思 議 な 関 係 を 発 見 し た の は 、 古

代 ギ リ シ ア の シ チ リ ア 島 シ ラ ク サ 出 身 の
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図 １  
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科 学 者 ア ル キ メ デ ス で す 。  

ア ル キ メ デ ス は 、 円 や 球 面 の よ う に 、

曲 線 や 曲 面 で 表 現 さ れ た 図 形 の 典 麗 さ に

惹 か れ 、 自 分 の 墓 碑 に 図 1 の 絵 を 彫 り 込

む よ う 遺 言 を し た ほ ど で し た 。 円 周 率 が

3 . 1 4 に 近 似 で き る こ と を 示 し た の も 彼

で す 。 ア ル キ メ デ ス は ど う や っ て そ の 値

を 調 べ た の か と い う と 、 円 に 正 九 十 六 角

形 を そ れ ぞ れ 外 接 、 内 接 さ せ 、 各 々 の 周

の 長 さ を 測 る こ と で 、 そ の 間 に あ る 円 周

の 長 さ を 予 想 し た と い わ れ て い ま す 。 計

測 し 難 い 曲 線 を 、 細 か く 分 け て 線 分 の 和

と み な す ア イ デ ア は 、 幾 何 学 的 手 法 が 主

流 で あ っ た 当 時 で は 驚 天 動 地 の こ と で し

た 。  

ア ル キ メ デ ス の そ の 発 想 術 を 辿 り 、 球

面 の 表 面 積 と 体 積 を 求 め て み ま し ょ う 。  

ま ず 、表 面 積 で す が 、球 の 大 円 ( 球 の 中

心 を 通 る 円 ) に 内 接 す る 正 ２ n 角 形 を 考

え ま す 。 こ こ で 、 辺 に 沿 っ て り ん ご の 皮
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を 剥 く よ う に 、 薄 く 球 面 を 輪 切 り に し ま

す 。 輪 切 り に さ れ た 皮 は 円 錐 台 と な り ま

す が 、 伸 ば す と 同 心 円 の 弧 で 囲 ま れ た 薄

皮 の 帯 が で き ま

す 。 例 え ば 、 図

2 は 辺 A B に 沿

っ て 剥 い た 場 合

で す 。 こ う し た

帯 が n 枚 で き る

わ け で す が 、 そ

の 面 積 を 集 め る

と 球 面 の 表 面 積

に 近 似 で き る と

ア ル キ メ デ ス は

考 え た の で す 。  

さ て こ の 帯 の

面 積 で す が 、 さ ら に 同 心 円 の 中 心 を 通 る

直 線 で 細 切 れ に す る と 、 そ の １ つ １ つ は

台 形 と な り ま す 。 台 形 の 面 積 は 、 ( 上 底

＋ 下 底 ) /  2 × ( 高 さ ) で 求 め ら れ ま す が 、

図 ２  
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( 上 底 ＋ 下 底 ) / 2 は 上 底 と 下 底 の 長 さ の

平 均 を 意 味 し 、 中 央 線 の 長 さ を 表 し て い

ま す 。 こ の 中 央 線 を 集 め る と 、 帯 の 面 積

は  

(弧 M N の 長 さ )× (幅 d )  

で 得 ら れ る こ と が 分 か り ま す 。  

で は 、球 の 表 面 積 を 求 め て み ま し ょ う 。 

図 ３ は 図 ２

を 拡 大 し た も

の で す 。 中 央

線 で あ る 弧 の

長 さ は 2 よ

り 帯 の 面 積 は

d2 で す 。A よ

り B B ´ に 下

ろ し た 垂 線 の 足 を H と す る と 、 △ O A B は

二 等 辺 三 角 形 で す か ら ABOM と な り 、   

∠ R = ∠ B A H + ∠ P M A = ∠ O M P + ∠ P M A  

こ れ か ら 、 ∠ B A H = ∠ O M P で あ り 、 △ A B H

と △ M O P は 相 似 な 三 角 形 で あ る こ と が 分

図 ３  
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か り ま す 。 ２ つ の 三 角 形 の 辺 の 比 を 考 え

る と 、 A B : A H = M O : M P 。 こ こ で A H は 輪 切

り し た 円 錐 台 の 高 さ h を 表 し て い ま す か

ら 、 d rhで す 。 し た が っ て 、 帯 の 面 積 は

rh2 、 す な わ ち 、  

(球 の 大 円 の 円 周 )× (円 錐 台 の 高 さ )  

で 求 め ら れ ま す 。  

以 上 よ り 、 n 枚 の 帯 の 面 積 の 総 和 で あ

る 球 の 表 面 積 は 、 円 錐 台 の 高 さ の 総 和 が

球 の 直 径 に 一 致 す る こ と よ り 、  

 ( 球 の 大 円 の 円 周 ) × ( 球 の 直 径 )  

と な り 、 公 式 4π r 2 が 得 ら れ ま し た 。  

次 に 、球 面 の 体 積 で す が 、地 球 の 経 線 ・

緯 線 の よ う に 球 面 を 細 か く 分 割 し ま す 。

図 ４ の よ う に 分 割 さ れ た 曲 面 は 平 面 に 近

似 で き 、 球 の 中 心 を 結 ん で で き る 錘 を 集

め て い け ば 球 面 の 体 積 が 求 ま り ま す 。  

錐 の 体 積 は 、 ( 錐 の 底 面 積 ) × ( 高 さ ) ÷

３ で す が 、 高 さ は 球 面 の 半 径 で あ り 、 錐

の 底 面 積 の 総 和 は 球 の 表 面 積 に 一 致 し ま
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す か ら 、 球 面 の 体 積 は 、  
  (球 の 表 面 積 ) × ( 球 の 半 径 )÷３  

す な わ ち 、
3

4 3r
と な る わ け で す 。  
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ア ル キ メ デ ス は 、 ロ ー マ 軍 が 侵 入 し た

際 も 、 い つ も の よ う に 円 に 関 す る 問 題 を

床 に 書 い て 研 究 に 没 頭 し て い ま し た 。 兵

士 が 床 の 図 に 足 を か け た と こ ろ 、「 そ の

円 を 踏 む な 」 と 叫 ん だ た め 、 腹 を 立 て た

兵 士 に よ っ て 槍 で 刺 殺 さ れ て し ま っ た と

伝 え ら れ て い ま す 。  

そ し て こ の 偉 大 な 数 学 者 の 発 想 は な ん

と 2 0 0 0 年 の 時 を 経 て 、 積 分 の 概 念 へ と

発 展 し て い く の で す 。  

図 ４  


