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【問３】
任意の正の有理数は、次の形に一通りに表されることを示せ。

a1 +
a2
1 · 2

+
a3

1 · 2 · 3
+ · · ·+ ak

1 · 2 · 3 · · · k
a1, a2, . . . , ak は全て整数で、

0 <= a1 , 0 <= a2 < 2 , 0 <= a3 < 3 , · · · , 0 < ak < k

（解答）

1

k!
> α ≧ 1

(k + 1)!
のとき正の有理数x =

q

p
を考える

有限数列{b1, b2, · · · , bp}を次のように決めていく
b1 = [x]　　　（ 0 ≦ x− b1 < 1 ）
b2 = [2!(x− b1)]

0 ≦ x− b1 < 1より0 ≦ b2 < 2

b2 = [2!(x− b1)]よりb2 ≦ 2!(x− b1) < b2 + 1

0 ≦ x− b1 −
b2
2!

<
1

2!



このあと帰納的に次のように決める。つまり、b2, · · · , brが

0 ≦ bi < i ( i = 2, · · · , r )

0 ≦ x− (b1 +
b2
2!

+ · · ·+ bi
i!

) <
1

i!
( i = 2, · · · , r )

と決まっているとき、br+1 =

[
(r + 1)!

{
x− (b1 +

b2
2!

+ · · ·+ br
r!

)

}]
と決める。

この決め方で、

0 ≦ br+1 < r + 1 , 0 ≦ x− (b1 +
b2
2!

+ · · ·+ br+1

(r + 1)!
) <

1

(r + 1)!

が成り立っていることは、r = 2の場合に成り立つことを示したのと全く同様にわ
かる。
これを続けていくと、{b1, b2, · · · , bp}が得られるが、

bp =

[
p!

{
x− (b1 +

b2
2!

+ · · ·+ bp−1

(p− 1)!
)

}]
であり

0≦ x− (b1 +
b2
2!

+ · · ·+ bp
p!

) <
1

p!

∴ 0≦ p!

{
x− (b1 +

b2
2!

+ · · ·+ bp
p!

)

}
< 1　 ······································· ①



を得る。ここで、x =
q

p
であったので、p!

{
x− (b1 +

b2
2!

+ · · ·+ bp
p!

)

}
は整数で

ある。このことと(1)より、

p!

{
x− (b1 +

b2
2!

+ · · ·+ bp
p!

)

}
= 0

∴ x = b1 +
b2
2!

+ · · ·+ bp
p!

ここで、

br ̸= 0 , br+1 = br+2 = · · · = bp = 0 ( 1 ≦ r ≦ p )

となるrがあればそれをnとする。また、そのようなrが無いときはpをnとする。そ
して、項数n個の数列{a1, a2, · · · , an}をar = br ( r = 1, 2, · · · , n )と定義すれば、
一意性の検証を除いて、問３が成り立つことが示されたことになる。
一意性の証明に使う事実をまず確認しておく。

【命題】　自然数m,n (m < n)について、次の不等式が成り立つ。

m

(m+ 1)!
+ · · ·+ n− 2

(n− 1)!
+

n− 1

n!
<

1

m!
·········································· ②



【証明】
m

(m+ 1)!
+ · · ·+ n− 2

(n− 1)!
+

n− 1

n!
+

1

n!

=
m

(m+ 1)!
+ · · ·+ n− 2

(n− 1)!
+

n

n!

=
m

(m+ 1)!
+ · · ·+ n− 2

(n− 1)!
+

1

(n− 1)!

=
m

(m+ 1)!
+ · · ·+ n− 1

(n− 1)!

=
m

(m+ 1)!
+ · · ·+ 1

(n− 2)!
= · · · · · · · · · · · · · · ·

=
m

(m+ 1)!
+

1

(m+ 1)!

=
m+ 1

(m+ 1)!

=
1

m!

∴ m

(m+ 1)!
+ · · ·+ n− 2

(n− 1)!
+

n− 1

n!
=

1

m!
− 1

n!
<

1

m!



一意性を示そう。0以上の整数a1, a2, · · · , am; b1, b2, · · · , bnが

a1 +
a2
2!

+ · · ·+ am
m!

= b1 +
b2
2!

+ · · ·+ bn
n!

0 <= a1 , 0 <= a2 < 2 , · · · , 0 < am < m

0 <= b1 , 0 <= b2 < 2 , · · · , 0 < bn < n

を満たしているとする。m ≧ nとしても一般性は失わないので、このように決めて
おく。a1 = b1, · · · , ar = br (0 ≦ r < n)とすると、

|ar+1 − br+1|
(r + 1)!

=

∣∣∣∣ ar+2 − br+2

(r + 2)!
+ · · ·+ an − bn

n!
+

an+1

(n+ 1)!
+ · · ·+ am

m!

∣∣∣∣
≦ r + 1

(r + 2)!
+ · · ·+ n− 1

n!
+

n

(n+ 1)!
+ · · ·+ m− 1

m!

<
1

(r + 1)!

より、|ar+1 − br+1| < 1となるが、整数であることを考えるとar+1 = br+1である。
よって、ak = bk (k = 1, 2, · · · , n)であることがわかる。
最後に、m > nなら

0 =
an+1

(n+ 1)!
+ · · ·+ am

m!
≧ am

m!
> 0



となって矛盾するので、m = nである。
以上で一意性も示された。


