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第１部実践論文．

「比較｣を取り入れた問選Iと学§窪?指導の韮呈壽二

北海道滝川高等学校工藤寛之

要約

新学習指導要領は、一層主体的な学習の充実を求めている。そのためにも、授業に数学的活動を

取り入れることを重視している｡筆者は意識的･戦略的に｢比較｣を取り入れた問題解決的な授業が、

学習における数学的活動を一層充実させることができると考えている。｢比較｣を取り入れた学習指

導は､新学習指導要領の課題である｢体系的理解」俵現能力」｢数学のよさの認識」「数学的論拠に

基づいて判断する態度」「創造閏を培う上でも有効である。第１部では､授業事例を提示して｢比

較｣の有効勵S示された問題と学習指導について提案していく。第２部以降では主に新学習指導要

領と｢比較jを取り入れた学習指導が有効に機能する問題作成の在り方について、実践事例や文献な

どから提案していく。ここで得られた知見や提案は、主体的な学習と受験学力の一層の向上と躍進

にもつながる。また、数学を生活に役立て生涯学び続けていく楽しさも感得できると考えている。

L=

キーワード:新学習指導要領数学的活動比較問題解決学力向上受験学力数学の楽しさ

及び数学的活動や思索することの楽しさなどであ１．はじめに

る。「数学的論拠に基づいて判断する態度｣の部分

は新たに付け加えられた。これは、ある事象の数

学的側面に着目し、考察・処理した結果から自分

で合理的jtR判断を下す態度である。（長尾・塚

原2009）

「創造性の基礎Ｕは、現行の目標から付け加え

られたものである。創造性の基礎とは、知的好奇

心や粘り強く考える力以外に、多面的な見方、直

感力、洞察力、思考力、想像力、豊かな感性や自

信なども含まれる。このような力を育てるために

は、生徒に相応しい課題の設定や意見を生かすこ

と、特に生徒の誤りを集団全体のよりよい理解へ

と導くことが大切だと考えられる｡(吉田,2009)その

ためにも一斉授業に「比較」を取り入れることに

よって生徒同士が学び合い、深い理解と考えるこ

との楽しさを味わうことができるように思われる。

「数学的活動」については、観察操作;実験な

どの外的活動と、直観類推帰納,演鐸などの内的

活動が考えられる。このような活動を通して論理

的思考力、想像力及び直観力などの創造性の基礎

（１）新学習指導要領と「比較」）
新学習指導要領に基づく高等学校の教育課程

は、平成24年度の第１学年から数学理科が先行

実施されていく。新学習指導要領における高等学

校数学科の目標は以下の通りである｡(文科省,2009）

「数学的活動を通して、数学における基本的な

概念や原理・法則の体系的な理解を深め、事象

を数学的｝こ考察し表現する能力を高め、創造性

の基礎を培うとともに､数学のよさを認識し、

それらを積極的に活用して数学的論拠に基づい
ロ

て判断する態度を育てる｡」（下線が変更部分）

「体系的な理解」は、改めて体系的に組み立て

ていく数学の考え方を強調している。「考察し表

現する能力」は、今回の改訂ですべての教科等を

通して、思考力・判断力・表現力等を育てること

が重視されたからである。ここで言うｉ数学のよ

さ」とは、数学的な見方や考え方のよさに加え、

数学の概念や原理・法則や表現・処,:里とその用い

方のよさである。さらに実用性などの数学の特徴
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数学的活動を日々の授業で具体的に実現して

いくために、高校数学においても「問題解決の授

業｣はう毎i;bであるように思われる。筆者は､「問題

解決の授業｣を実践しながら、「比較｣を取り入れ

た学習指導の有効性に着目してきた。［比較｣は数

学的活動の一種であると捉えることができる。数

学教育において、「比較｣の意味をどのように捉え

ていくことが、学習指導上意義があるのだろうか。

大切なことは比べるという活動を通して、生徒の

主体的な学習意欲や確かな理解を生み出すことで

ある｡そのために必ずしも｢比較｣の意味自体を、

厳密に分類することが重要でない場合もある。そ

こで筆者は、数学教育における｢比較｣の意味を次

のように定義していく。『比較とは､２つ以上の考

え方などの共通点や相違点を比べることであ

る.』このような「比較」を取り入れた学習指導

は、「自ら学び考え､確かな理解と納得が得られる

授業」などを達成することができる。また、新学

習指導要領の一般方針でもある「自ら学び自ら考

える力」などの「生きる力」の育成にも有効では

ないだろう力も伽馬・熊倉．山口，2008）

を培うものと考えられる｡(横弥2009）更に学習活

動に｢比較｣を取り入れることによっても晴Ｉ造性

の基礎を培う｣ことが実現できるように思われる。

ところで、目標の冒頭に｢数学的活動を通して

…｣を位置づけ､その充実が一層強調されている。

この要因を､吉田(2009)はZi(のように述べている。

ることは重要である。｢主体的に問題を解決す

必要な「数学1的活動」は指導者が仕組む必要が

ある｡_さらに､生徒自身の内なる思考活動も大
Ｏ

切ではあるが、その思考活動が他者や教室でど

で、そのこと

ることにも留

のように共有されているかが重要

の思考活動が一層深まるにより生徒

意したい。 具体的な単元において他者との交流

を通して学び合えるような｢数学的活動」を展

開するにはどのような「しかけ」が必要かを考

えることが大切である｡」（下線'３筆者）

一斉授業で多様な考えを尊重し合いながら「比

較｣検討することも、お互いの思考活重bが一層深

まると思われる。このような共同的な学習形態に

ついて、永野(2000)は次のように述べている。

「現在,企業におけるコンピュータの利用は，

会社の中で情報交換を行いながら共同的な作業

や学習を支援するグループウェアの使用が盛ん

であるという。（中略)他人に説明してみる,考

えたことを略図に表現してみる，複数の人間の

（２）研究の目的と方法

新学習指導要領の課題を解決するために、高校

数学の授業改善の必要性がある。その実現のため

にも、本研究の目的を次の２点とする。

①数学教育での｢比較｣を取り入れた問題と学習

指導の在り方を明らかにする。

②「比鞠を取り入れた学習指導の有効性を引き

出すための問題作成について明らかにする。

筆者は､教育現場において日々授業実践をして

おり、質的な資料（自由な観察・面接・会話、生

徒のノートや授業記録ノートの記述など）を収集

しやすい立場にいる。これらの資料を基にして、

質的な分析と考察伏谷,1997)を加えることによ

アイディアと並べて，比較，評価するなどの活

動を通して，グループの生産性も向上していく

ということが注目されるようになったのである。

（中略)将来創造釣なi舌動をするためだったら，

共同的な学習機会を多くすることが必要だろ

う｡」（下線と太字は筆者）

一層主体的な学習を促すために、数学的活動

を取り入れた学習指導を実践していくことが新

学習指導要領の課題でもある。筆者は、数学的

活動を取り入れた学習指導を具現化するために、

問題解決的な学習も必要であると考えている。

問題解決的な学習を実践していくためには､相

馬(1997)が提唱している「問題解決の授業」が

ある。「問題解決の授業｣の基本的な授業構成は

次の通りである。

『Ｉ問題を理解するⅡ予想するⅢ課題をつ

かむⅣ課題を解決するＶ問題を解決する』

←

などから「比較」を取りり、

入れた学習指導とそのための問題作成について提

案していきたい｡また、［比較｣を取り入れること

のう蔵iﾂﾙ生や生徒から「比較」の有効性を引き出す

ための問題作成の工夫についても、授業実践など

から明らかにしていく。また、次で２つの事例に

ついて比較検討していく。

２



（２）｢比較」が活きた問題と学習指導事例

単元名は「数学Ⅲ４章微分法の応用」である。

指導目標は「比較の有効性を活かした数学的活動

を通して微分法の活用を学ぶ｡」である。

Ｔ「問題を書きますⅢ（問題提示の場

2．「比較」を取り入れた問題と学習指導

（１）説明中心的な学習指導事例

ここでは､説明中心的な事例について質的な考

察をしていく。単元名は｢数学Ⅲ微分法の応用｣で

ある。指導目標は｢微分法の活用を学ぶUである。 問題－１＜Ｘ＜１，Ｘ≠Ｏを満たれ

(1)0.99,0.9999'00,0.9999101

(2)(１－Ｘ)1-1/xｌ（１＋X)1/ｘ
Ａ君「(1)では0.9999100が一番大きい｡」

Ｂさん「(1)では0.99が一番大きい｡」

Ｃ君「(1)では0.99が一番小さい｡」

Ｄさん「(2)では(１＋Ｘ)1/xの方が大きい｡」

この中で正しい主張はあるのだろうか。

-10-4≦Ｘ＜０のとき名試i5を証明せよ。

(１＋Ｘ)'01＜１＋100Ｘ＜(１＋Ｘ)’０ｏ
0.9999101＜0.99＜0.99991ＣＯ

問題

（１）

（２）
－ｓ

Ｔ「(1＋Ｘ)'０１＜１＋100Ｘ＜(１＋Ｘ)’00……①

が成り立つことを証明したい。どうするかも」

S1｢この区間で、１＋Ｘ＞０，１＋100Ｘ＞Ｏであ

る。①のlogをとってから証明を考える。」

S2｢log(1+X)'０１＜log(1千100X)＜log(1Ｈ)’00

101.log(1+X)＜Iog(1+100X)＜100.109(1+X）
……②を証明する｡」

Ｔ「ｆ(X)＝100.log(l-ln-log(1+100X）

ｇ(X)＝log(1+100,0-101・log(、Oとして

ｆ(X)＞０，９(X)＞Ｏを示すU

S3｢ｆ￣(X)＝100／(1＋、-100／(1＋100X）

＝100.99Ｘ／(1+XX1＋100X)＜Ｏ」

Ｔ「ｆ(X)は減少関数でｆ(0)＝Ｏだから

-10-4≦Ｘ＜０でｆ(X)＞Ｏである｡」

Ｓ１「09999101＜0.999910oだからＡ君が正しい

ようですね｡」

Ｓ２｢0.99が一番小さいようです〕ね｡Ｃ君が正しい

のかな｡」

Ｓ３「0.9999101＜0.99のようにも観えますb」

Ｓ４「09999101＜0.99＜09999100が正解かな｡」

Ｓ５「(１－Ｘ)1~1/x＜(１＋Ｘ)1/xが正解かな｡」

（異なる予想の比較）

Ｔ「0.9999101＜0.99＜0.9999100や(1-,1-1/x＜

（１＋Ｘ)1/xが本当に正しいのだろうか。」

Ｓ６「0.9999101＜0.99＜0.9999100が本当に正しい

かは難しいですね｡」

Ｓ７｢(１－Ｘ)1-1/x＜(１＋Ｘ)1/xが正しいことが

分力れぱ、9999101＜0.99＜0.99991COも正し

いことが分かりそうです6」

Ｘ－１０－４

ｆ－(X）￣■■■■■Ⅱ■■■
ｆ(X）■■■■■■■

S4｢９－(X)＝100／(1+100,0-101／(1+司○

＝(-1-10000X)／(1-ｌｘ)(1+100ｍ」

Ｔ「-10-4≦Ｘ＜Ｏでは、-1-10000X＜Ｏだか

ら、ｇ￣(x)＜ｏとなる。」

S5｢-10-4≦Ｘ＜Ｏでｇ(X)は減少関数であり、

ｇ(0)＝ｏだからｇ(x)＞０である。」

(課題をつかむ6）

Ｔ「先ず(2)について(1-101-1/x＜(1＋X)1/ｘ

…①が成り立つかどうかを調べてみよう｡」

S８１①の両辺にlogをとる。

（1-1/x)log(１－ｘ)＜ｈ･log(1＋ｘ）……②
とおいて証明を試みてみますｕ

Ｓ９｢②を次の２つの場合に分けて証明を考えます６

０＜X＜１では、CK-D1og(１－ｍくhg(1＋X）

－１<X<OではCI-D1og(１－刃＞log(1＋刃」
Ｔ「０＜Ｘ＜１のとき

ｆ(X)＝log(1＋、－(X－１)log(１－X)＞Ｏ…③
とおいて証明を考えてみよう。

－１＜Ｘ＜Ｏのとき

ｆ(X)＝log(1＋n-CK-D1og(１－X)＜Ｏ…④
とおいて証明を考えてみよう。」

Ｘ－１０

ｇ~(x）￣■■■■■■■■■
ｇ(x）■■■■■

Ｔ「以上より②が成り立つので①も成り立つ｡」

Ｔ欧に（２）を証明する｡」

S6「（１）の不等式を活用できそうだＭ

Ｔ１Ｘに(可を代入すると題意の不等式を得るｍ」

S7｢①の不等式にＸ＝-10-4を代入すればよしM

S8｢(1-10-4)1Cl＜1+100(-10-4)＜(1-10-4)100

より09999101＜0.99＜0.99991COを得る｡」

～

３

Ｘ －ｍ
－４ ●●●●●● ０

ｆ
＝

(X）

f(X） 減少 ０

Ｘ ￣1０
－４ ●●ＣＤ●● ０

９

￣

(X）

９ (X） 減少 ０



難でした。しかし、関数として一般化したものを

微分法の活用によって調べることは具体的な数字

の大小関係は調べる上で,毎i;bであることが分かり

ました。今後意図的に微分で関数活用も考えてい

きますｕ

以上の学習指導事例（１）と（２）を比べると、

学習指導事例（２）の方が生徒の主体的な学習が

一層強く生じていて､数学的活動も活発であった。

新学習指導要領の課題である｢体系的理解｣｢表現

能力｣｢数学のよさの認識｣｢数学的論拠に基づいて

判断する態度｣嗜慥由など力轄われる学習活動

が生じていた｡更に(2)について質的考察する。

異なる予想の「比較｣は、学習への重川幾づけを

高める。どれが正しいのか知りたいという知的好

奇心を刺激する｡これが主体的な学習意欲となり、

考え方の追求が始まる。予想できず分からない生

徒にとっても他の生徒の予想などを聞いて、どれ

が正しいかという学習意欲が芽生えてくる｡「予

想｣について相馬(1995)は次のように述べている。

「自分で予想することによって，その予想が正

しいかどうかを明らかにしたいという気持ちに

なるそれが学習意欲につながるのである．ま

た，異なる予想が出た場合は，学習意欲が一層

高まる.」

異なる予想が出てこない場合でも、教師が体

当に､これが正しいのだろうか｡｣などと発問する。

そのような発問で、生徒が自己の予想と他の可能

な予想を「比較｣するように促すことができる。

予想から、その理由を追求することによって、生

徒の中から課題が浮かび上がってきた。異なる課

題を「比較」することによって、共通点や相違点

が明確になる。課題が異なっているように見えて

も、両者の「比較」によって、二者を関連付けな

がら解決方法を導くことができる。また、異なる

課題の「比較」によって、考え方の追求を一層促

すこともできる。なお、課題が一つだけの場合で

も、そこから多様な解決方法を考えるよう|こ指導

する。そして、多様な考えを「比較」していくこ

とが重要である｡そのためにも､机間指導などで、

つまずきも含めて多様な生徒の考えを把握するこ

とが大事である。

最後に、２つの課題解決の方法を「比較ｊしな

S10｢ｆ(X)を微分して調べますbｆ(1)(X)＝

1／(1+ｎ－１ｏｇ(１－X)－(Ｘ－Ｄ(－Ｄ／(１－X）

＝1／(1+IO-Iog(１－ｍ－１」

S11｢第211k導関数を求めて増減表を書きます。

ｆ(2)(X)＝－１／(1＋刃２＋1／(１－，＝

(1+】○2／(、02(1-X)－(１－X)／(l-In2(１－１０

＝X区十3)／(1+、2(1-ｍ」

S12｢－１＜Ｘ＜１では、Ｘ＋3＞０，１－Ｘ＞ｑ

ｆ(1)(O)＝Ｏだからｆ(1)(X)の増減表は次

の通りになりますＭ

ｘＦ弓回
ｆ(1)(X）■■■■■■、■■■■■
ｆ(2)(X）囲団匝刊■■■

S13｢よって、－１＜X＜１でｆ(1)(Ｘ)＞０です６

以上より、ｆ(X)は増うりﾛ関数ですM

S14｢ｆ(0)＝０とから０＜Ｘ＜１でｆ(Ｘ)＞０，

－１＜Ｘ＜０でｆ(X)＜０であるから③④が

証明されました。」

S15｢③④の証明から①も証明されました。」

（課題①が解決した｡）

Ｔ「以上より①が成り立つことが分かった｡次に

0.9999101＜0.99＜0.999910o…⑤を調べよう｡」

S16｢①の式でＸ＝-10-2とおくと

（1.01）’０１＜0.99-100

両辺に0.99101をかけると

（1.01）’01099101＜０９９

（1.01×0.99)'０１＜0.991.01×0.99＝0.9999

だから0.9999101＜0.99……⑥ｊ

Ｓ１７｢①の式でＸ＝10-2とおくと

（0.99）-99＜1.01100

両辺に0.99100をかけると

0.99＜(10,1000.99100

0.99＜(1.01×0.99)10ｏ

０．９９＜0.9999100……⑦」

Ｓ18｢⑥⑦より0.9999101＜０９9＜0.9999100

……⑤が正しいことが分かりました。」

（課題⑤が解決した｡）

Ｔ「以上から分かったことは何か。」

Ｓ19｢ＡとＤが正しいことが分かりました。」

（問題が解決した）

Ｔ「振り返ってみて大切なことはｲ可力も」

Ｓ20｢具体的な数字の大小関係を調べることは困

￣

４

Ｘ １ ●●● ０ ●□● １

ｆ (1) (X） ０ ＋

ｆ (2) (X） 減少 ０ 増加



「比較」は、「問題解決」の授業に取り入れ易

い学習指導でもある。「問題解決｣の授業では､提

示する問題の質が重要である｡`生徒から「比較」

の有効性を引き出す問題の作成については、動機

づけ(デシ,1980)や知的な葛藤(手島,1994)も考慮

すべきである｡今後、「比較｣を取り入れた学習指

導の実践を積み重ね、日常的な実践に役立つ研究

を継続していきたい。

がら考え方の道筋を振り返ってみる。このような

「比鞠により、確かな理解を獲得できる。以上

より、「問題解決の授業」の５つの各場面（問題

提示の場予想の場､課題をつかむ場､課題を解

決する場問題を解決する場において、「比較」

を取り入れた学習指導を行うことできる。各場面

における既知や未知（既習事項や末習事項自己

の考えやH2者の考えなど)との｢比較｣によって、

新たな既知（確かな理解）を獲得することができ

る学習指導で､ある。（市)11,1998）

ここで考察してきたように、「比較ｊを取り入

れた学習指導とは、一斉授業における生徒の多様

な考えなどの共通点や相違点を比べながら、考え

方の道筋などを全員でしっかりつかませる指導で

ある。そして、２つ以上の考えなどを「比較｣す

ることによって、主体的な学習意欲を喚起し､確

かな理解と納得をもたらす指導でもある。そのよ

うな指導を構築していくためにも提示する問題の

質が重要である。第２部以降では問題作成の在り

方や問題事例をついて提案していく。
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3．おわりに

［比較」を取り入れた学習指導は、新学習指導

要領の一般方針でもある自ら学び自ら考える「生

きる力」の育成にも有効である。また、高校数学

の新学習指導要領の課題は｢数学的活動を通して、

体系的な理解を深め、数学的に考察し表現する能

力を高め、数学のよさを認識し、数学的論拠に基

づいて判断する態度を育てる.」であった｡このこ

とや囑慥性の基礎を培う」ことも、「比較｣を学

習指導に取り入れることにより可能となることが

授業実践や文献研究などから明らかになってきた。

数学的活動の楽しさに関って、手島(1987)は、

｢数理的事象の問題解決において問い続ける楽し

さであり､納得する楽しさである｡｣と述べている。

筆者は､授業で数学を学ぶ意義を、「多様な考えを

比較検討しながら、皆で納得していくこと」と捉

えたい｡知的な揺らぎ､つまり、多様な考えの｢比

較｣によって生ずる知的な葛藤(手島,19949を通し

て集団で納得していくことが、生きる楽しさや学

ぶ喜びとなり学力向上につながると考える。

●

５



第２部 実践論文

の有効性を引き出-ず一問題ｲｲｰ成の在り方｢比E鮫」

北海道滝)11高等学８ｔ工藤寛之

要約

意識的・戦略的に「比較」を取り入れた学習指導は、主体的な学習意欲と確かな理解や納得を得

る上で有効である。「比較」も｢数学的活動｣の一種であると考えている。新学習指導要領では数学
的活動を通して一層主体的な学習活動を求めている。また、｢比較｣は､新学習指導要領の課題であ

る｢体系的理解」「表現能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に基づいて判断する態度」晴Ｉ造性」

を培う上でも有効である。このような「比較｣の有効性を生徒から引き出す問題づくりの工夫につ
などより明らかになってきた｡本稿では、「比較｣の有効性が授業で引いても、 三膳』や文南にhチ

き出だされ、上記の新学習指導要領の課題を達成できる問題作成について具体的に提案していく。

また、実践事例から「比較」の有効胸§引き出された問題について質的な考察も加えていく。そし

て、「比較｣を取り入れた学習指導に生きる問題も提案していく。このような問題を使用した学習指
導が主体的な学習や学力向上につながる。さらに、受験学力の向上躍進にも生きると考えている。

キーワード:比較問題作成課題指導目標数学的活動表現能力学力向上受験学力

しなければならない。先ず初めに授業の指導目

標の確認検討である。そして、その指導目標を

達成するためにはどのような課題が解決され)tjミ

ければならないかを問わなければならない。さ

らに、その課題が引き出されるような問題であ

るかどうかも検討していかなければならない◎

1．［比較」を引き出す問題作成方法

（１）問題作成の手順

「比較｣の有効1生が引き出されて数学的活動が

活幽こされていく問題解決的な授業を構築して

いくためには､提示する問題の質が重要である。

問題の質によって授業展開が変化する。そのた

めに｢比較｣が有効に引き出されていく問題を作

成する方法について提案していく。授業を構築

していく重要な要の一つに指導目標がある。こ

の指導目標達成につながる課題を引き出すため

に｢課題Iを問題として設定し直すことが大切で

ある。つまり、授業そのものは「問題から課題

へ｣という流れであるが､問題作成では逆に｢課

題から問題へＩという尹煩をふむのである。

「問題作成｣の一つの手順として次の流れで作

成していく方法が考えられる。伽馬，2000）

（２）具体的な手}煩ｔ

ここでは問題作成について具体的に考えてい

く。Ⅱ彫りの学習を一応終えて次に組合せを学ぶ

頃に、11彫りと組合せの区別がつかない生徒をし

ばしば見受けることがある。また、問題文の意

味を捉えきれずに誤解して場合の数を求めてし

まう生徒がいる。ここでの指導目標を「比較を

通して順列と組合せの考えを適切に使えるよう

に学級全体の数学的活重hを活性化させる｡」と設

定して、授業で使用する問題を作成していく。

そのためにも、比較することによって問題文の

意味を正確に理解する活動が必要である。また計

お互いの考えを比べながら順列と組合せの相違

指導目標を決める→「課題｣を決める→

「問題」をつくる

問題作成の前には、指導目標と課題を検討

６



2．予想における「比較jの有効性の問題点を明確に意識することによって場合の数を求

めていく数学的活動が必要である。この活動が

1課題」になるように検討する。

次にこの1課題」が引き出されていくように問

題を作成していく｣必要がある。例えば問題が「１

から９までの数字から異なる５個を取って１列に

並べる。この時奇数は必ず奇数番目にある場合

の数を求めよ｡」のときはどうであろうか｡これだ

とあまり問題文の意味を誤解せずに、11彫りと組合

せの考えを使って解いていくであろう。もう少し

問題文の意味を誤解しやすく、111頁列と組み合わせ

の考えが混同するような問題の方がよい。つまず

きが起きやすい問題の方が理解を深めるうえでも

大切である。つまり、「比較｣という数学的活動を

通して、つもずきも生かし深い理解と納得をもた

らす授業展開になる問題を提示した方がよいと考

えている。問題が難解すぎると生徒の学習意欲を

そぐことにもなるので配慮が必要である。そのた

めにも対比できやすいように問題を次のように作

り直した。「１から９までの数字から異なる５個

をとって作った順列のうちで、つぎの条件をみた

すものの個数について考える。（１）奇数番目に必

ず奇数がある｡（２）奇数は必ず奇数番目にある。

（１）と（２）は同じ答えになるか｡」この問題の

実践事例については､２．の(1)で考察していく。

（１）問題事例１

ここでは、予想における「比較」の有効性に着

目した問題事例について考察していく｡単元は徽

学A場合の数｣で、指導目標は「対比を通して順

列と組合せの考えを学ぶ｡」である。

問題１から９までの数字から異なる５個を

とって作ったり厩Ｉのうちで､つぎの条件をみた

すものの個数について考える。

（１）奇数番目に必ず奇数がある。

（２）奇数は必ず奇数番目にある。

（１）と（２）は同じ答えになるか。

（問題を提示する｡）

Ｓ１｢問題文が似ているので同じ答えのようです6」

Ｓ２「同じ答えにならないようですb」

（異なる予想を比較する｡）

Ｔ俵現が似ているようだが、答えは同じれ」

Ｓ３「まず（１）の場合の数を求めていきます６」

（課題１をつかむ｡）

Ｔ「どのように考えて数えるとよいのか。」

Ｓ４「先ず奇数は１，３，５，７，９の５つあり、

奇数番目は３箇所あるので5Ｐ４＝６０通り考え

られます６次に残りの偶数２，４，６，８から残

りの２箇所に並べることを考えると４Ｐ２＝１２

通りありますd以上より６０×２０＝７２０個｡」

Ｔ「この考えに疑問をもっている人はいる力毛」

Ｓ５｢偶数番目は必ずしも偶数でなくてもよいので

４Ｐ２＝１２通りは間違いだと思いますｕ

Ｔ「どのように考えていけばよいのか。」

Ｓ６「まず､奇数番目（１，３，５番目）にどの奇

数（１，３，５，７，９）を並べるかについては、

５×４×３＝６０通りですｂそのそれぞれについ

て、偶数番目の並べ方は、奇数番目に並べた３個

以外のどれを並べようと自由であるから６×５

＝３０通りです６したがって、答えは６０×３０

＝１８００個です6」（課題１が解決した｡）

Ｔ「別の考え方をした人はいるか｡」

Ｓ７「奇数番目は３箇所あるので、１から９までの

Ⅲ奇数を３個以上選べばよいと思いますbまず奇数

３個を選ぶときを考えますｂ５Ｃ３×4Ｃ２×３１×

２１＝７２０個です６次に奇数４個を選ぶときを

（３）「比較」の有効性が引き出された問題

比べることの有効性とは何ｶ＄その有効性の一

つに多様な考えの比較がある。他者と自己の考え

方の相違点を比べることによって数学的な納得と

理解を生み出すｂこのような活動が新学習指導要

領で強調している数学的活動の一つであると捉え

ている。２．以降で「比較｣の有効幽§引き出さ

れた問題の具体例について触れていく。このよう

な問題事例を次の①から⑤の５つに分けた。①予

想における「比較」の有効性の問題②「比較」

による課題をつかむ問題③課題解決における

「比較」の有効性の問題④「比較」による誤概

念を生かした問題⑤並列配置における「比較」

を生かした問題これらの問題事例を具体的に考

察しながら、「上轍｣の有効性が引き出されていく

問題作成について､有益な知見を導き出していく。

７



ことによって問題の意味の違いも分かりました｡」

S16｢比較することによって問題文の意味や答え

の違いが分かりました。また、考え方の相違点も

よく分かりました｡」（問題が解決した｡）

上記の事例を考察する｡問題は(1)と(2)を対比

させることによって、問題文の意味を適切に理解

できるように配慮して作成した。また、多様な考

えの比較におけるつまずきも生かすことによって

11彫りと組合せについての納得と理解を深めさせた。

考えます65C4×4Ｃｌ×４Ｐ３×２１＝９６０個で

す６最後に奇数5個を選ぶときを考えますｂ５Ｃ５

×５１＝１２０個です６以上より７２０＋９６０

＋１２０＝１８００個」(課題１が解決した｡）

Ｔ「（１）の答えが求められた｡次はどうする｡」

Ｓ８「（１）と比べながら考えていくと、（２）の場

合の数が求められると思います6」

（課題２をつかむ｡）

Ｓ９｢奇数は５個あるので奇数番目に並べる方法は

5Ｐ４通りｄそのおのおの対して、偶数は偶数番目

に並べるので4Ｐ2通り。よって、５Ｐ４×４Ｐ２＝

６０×１２＝７２０個ですｕ

Ｔ「この考えに疑問をもっている人はいる戒」

S10「（１）と比べながら考えると、奇数番目は３

箇所あるので奇数を３個以下選んで並べればよい

と思います｡奇数を３個､２個、１個選ぶときの

３つの場合に分けて考えたらよいと思います6」

Ｔ「同じような考えの人はいるのかＪ

Ｓ１１｢偶数は４個であるから､奇数は少なくとも１

個は使うことになります６また、奇数は多くても

３個し力使えませんｂ奇数を１，２，３個使う場

合について、条件をみたす順列を考えます6」

Ｓ12｢奇数を１個使う場合は、５Ｃ１．３×４１＝

１５×４１＝３６０通り。奇数を２個使う場合

は、５Ｃ２．３Ｐ２×４Ｐ３＝１０×６×２４＝１４

４０通り。奇数を３個使う場合は5Ｃ３．３Ｐ３×４

Ｐ２＝１０×６×１２＝７２０通り。よって、

答えは３６０＋１４４０＋７２０＝２５２０個｡」

（課題２が解決した｡）

Ｔ剛の考え方はないだろうか。」

Ｓ13「｢奇数は必ず奇数番目にある｡」は「Ｘが奇

数ならばＸは奇数番目にある｡｣と言い換えること

ができますbこの対偶を考えると「Ｘが偶数番目

にあるならばＸは偶数である｡」となり、言い換え

ると｢偶数番目には必ずil禺数がある｣となります6」

Ｓ14「（１）と同様に考えられます６偶数番目の２

つについては４×3＝12通りですｂ残り３つにつ

いては７×６×5＝210通りですから、答えは１２

×210＝2520通りです6」（課題２が解決）

Ｔ「考え方を振り返って分かったことは何か。」

Ｓ15｢対偶を取ると（１）と同じ考えで解けること

が分かりました。また、（１）と（２）を比較する

、‐

（２）問題事例２

ここでも、予想における「比較｣の有効性に着

目した問題事例について考察していく｡単元は臘

学A命題と証狙」で、指導目標はＢｉ批よる数学

的活動を通して、論証力を学級全体で高める｡」

問題ｘ，ｙについての条件Ｐを次のように定
める。Ｐ：ｙ＞－ｘ２+(a－２)ｘ＋a-4

かつｙ＜ｘ２－(ａ－４ｘ＋３
Ａの質問「任意の実数ｘに対しても、それぞれ

適当な実数ｙをとればＰが成り立
つための実数ａの範囲を求めよ｡」

Ｂの質問瞳当な実数ｙをとれば任意の実数
ｘに対してもＰが成り立つための

実数ａの範囲を求めよ｡」

ＡとＢの質問の答えは同じ力も

（問題を提示する｡）

Ｓ１｢問題文が似ているので同じ答えのようですｕ

Ｓ２「同じ答えにならないと思います6」

（異なる予想を比較する｡）

Ｔ「本当に質問の意味は同じだろうか。」

Ｓ３「まずＡとＢの質問の相違点を考えますＵ

（課題１をつかむb）

S4「ｆ(x)＝一ｘ２+(a－２)ｘ＋a－４，９(x)＝ｘ２

－(a-4Dx＋３とおくと､（1)も(2)も「任意の実

数ｘについても、ｆ(x)＜ｙ＜ｇ(x)を満たすｙが

存在する｡」と表現できます6しかし、（１）と（２）

ではｙの性格が違っているようです６（１）では、

ｘに応じてｙを変化させてよいです６つまり、適

当は変化させてよいということだと思いますb」

Ｔ「言い換えるとどういう意味になるのか。」

Ｓ５「(1)ではｘの値を任意に定めると、そのｘの

値に対してｙの値をうまく捜し出せば、Ｐが成り

立つようにできるということですo」～



3．「比較」による課題をつ力む問題Ｔ「(2)の質問はどのような意味だろうｍ」

Ｓ６「(2)ではｘによらないでｙは一定値です６つ

まり、適当は固定的なものを表します６（１）は常

にｆ(x)＜ｇ(x)です｡（2）は常に「f(x)＜ｙ，

かつｙ,＜g(x)」を満たすｙ,がｲﾋﾞ評Eします｡」

Ｔ「言い換えるとどういう意味になるのibM

S7「言し換えると（２）は｢常にｆ(x)＜ｙ,」か

つ｢常にｙ,＜ｇ(x)｣を満たすｙ,が存在します６

あるいは、うまくｙの値を捜し出してくると、そ

のｙの値に対してはいかなるｘの値に対してもＰ

が成り立つようにできるということですも」

（課題１が解決した｡）

Ｔ「ＡとＢの質問の意味の違いが分かったよう

だ６次にどう考えればよいのだろうか｡」

Ｓ８「ＡとＢの質問の答えをそれぞ>れ求めます6」

（課題２をつかむ6）

Ｔ「先ずＡの質問の答えはどうなるだろうか。」

Ｓ９「ｆ(ｘ)＜ｇ(x)と、２ｘ２－２(ａ－３)ｘ＋７

￣ａ＞Ｏは同値です｡これが常に成り立つことが

条件で、それはD／４＝(a－３)２－２(７－ａ)＝

ａ２－４ａ－５＝(ａ＋１)(ａ－５)＜Ｏです６よ

って、答えは－１＜ａ＜５です6］

Ｔ「次にＢの質問の答えはどうなるだろう力Ｍ

Ｓ１０「(ｆ(x)の最大値）＜（ｇ(x)の最小値）が

成り立つことが22要十分です６ｆ(x)＝－(ｘ－ａ

／２＋１)2＋ａ２／４－３ｊｇ(x)＝(ｘ－ａ／２＋

２)２－ａ２／４＋２ａ－１ですからａ２／４－

８＜－ａ２／４＋ｚａ－１これを解いて２－２

へ/Z~＜a＜２＋２，/三ですも｣6課題２が解決した｡）

Ｔ「比較しながら分かったことは何か。」

Ｓ、「比較することによって、ＡとＢの質問の意

味の違いが分かりましたｂまた、答』えも違うこと

が分かりました｡」（問題が解決した｡）

上記の事例を考察する。この問題も質問ＡとＢ

を対比させることによって、問題文の意味を適切

に理解できるようにi酊濾して作成した。また、多

様な考えの比較におけるつまずきも生かすことに

よって数学用語についての納得と瑠弊を深めさせ

た。問題文の中に２つのﾎ目反する小間を並列に配

置することは､有交bな｢比較jを生み出す6また、

数学的活重bを活,園上させる有効な手段ともなる。

並列配置は２者の相違点を明確に浮き上がらせる。

（１）問題事例１

ここでは「比較」よって課題が捌屋させていく

問題事例について考察していく。単元は｢数学Ⅲ

微分法の活用」で、指導目標は「比較による数学

的活動を通して微分法の有効性について学ぶ｡」

問題（１．０１)~１０１，（０．９９)99,
（１．０１)-11ｏどれが一番大きい力も

（問題を提示する｡）～

Ｓ１「(１．０１)－１０１が－－番大きい｡」

Ｓ２「(０．９９)９９が一番大きい｡」

Ｓ３「(１．０１)-110が一番大きい｡」

（予想する｡）

Ｔ「本当に一番大きいのはどれだろうか。」

Ｓ４「(1.01)-101＝(100／101)101と(LOD-11o

＝(100／１０，１１０より(1.01)－１１０＜(1.0,-101

です６よって(1.01)弓'01と(0.99)99の大小関係を

調べれば分かりそうです6」６課題をつかむｂ）

Ｔ「どのように調べていけばよいのかＭ

Ｓ５「(0.99)"×(LOD-1ol＝(0.99)99／(1.0,101より

(0.99)99×(LOD1olが１より大きいか小さいかを

調べれば、（0.99)99と(1.0,-101の大小関係が分か

りそうですｕｆ

Ｔ「次にどのように調べるのｍ」

Ｓ６「関数を考えます。（0.99)99ｘ(LO1)101＝(1-

0.0,99×(1＋0.01)1Clより関数ｆ(X)＝(１－Ｘ)９９

(１＋Ｘ)'０１の増減を調べてみます｡、ｆ＝(X)＝

-99(１－Ｘ)98(１＋Ｘ)101＋101(１－Ｘ)99(１

＋Ｘ)'００＝(１－Ｘ)98(１＋Ｘ)100{-99(１＋Ｘ）

＋101(１－Ｘ)}＝(１－Ｘ)９８（１＋Ｘ)100.

200(0.01-Ｘ）よって、Ｏ＜Ｘ＜０．０１のときは、

ｆ＝(ｘ)＞０であるから関数ｆ(x)は単調増加関

数です｡ｆ(０．０１)＞ｆ（Ｏ)＝１したがって、

(0.99>99×(1.0,101＞１より(0.99)99＞(1.01)-101で

すも」（課題が解決した）

Ｓ７｢(０．９９)９９が一番大きいことが分かりまし

た｡」(問題が解決した｡）

Ｔ「考え方を振り返ってみよう。」

Ｓ８「ｆ(X)＝(１二Ｘ)99(１＋Ｘ)101の増減を調べ

ると(099)99と(LOD-1olの大小関係が分かること

は理解しました。しかし、ｆ(X)＝(１－Ｘ)99(Ⅱ

エ

９



限値をそれぞれ調べてみる｡」（課題をつかむb）

Ｓ４｢まず､確率ＰｎとＱ､を求め､次に区分求積法

で｢ｎ→｡｡のときＰ､｣と｢ｎ→｡｡のときＱｎ｣の極

限|直を求める｡」

＋Ｘ)'01を思いつくことは難しいですu

S9｢(0.99）99×(1.01)101＝(1-0.01)99×(1＋０．０１),０，

と変形することは気づきそうですｂこのことに気

づけば関数ｆ(X)＝(１－Ｘ)99(１＋Ｘ)101を思い

つくことができそうですu

S10｢不等式に微分法を活用する有効性が分かり

ました。今後意識して有効に使いたいですＭ

ここでの問題を「(１．０１)-101と(０．９９)9'９

のどちらが大きいｍ」と提示したらどうなるであ

ろうか。この問題だと(1.01)-101と（0.99）９９の

大小比較を生徒自信の課題としてつかtPことがな

く他者から与えられた課題となる。ここでは生徒

自信が｢知りたい学びたい｡」という学習決定感

を重視したい。自らつかみ取った課題は自ら学び

取りたいという学習意欲を生み出すbこの真の学

習意欲が深い理解と納得を生み出し、学力向上へ

と結びついていく。そのためにも(1.0,-110を添

えることによって問題の中から生徒自信が課題を

つかむように問題を作成した。課題から問題を作

成する尹頂を重視していきたい。

Ｚはｋ＝１から、までの和を表すとする．

Ｐ､＝、/n6C2qK/h)2(l-kln)４．
＝Ｚ15/､OK/､)2(１－Ｍ】04

,→･゜のときP､→l5Jlx2(１－x)4.ｘ

=l5M7-2x6/3+M5-x4+x3/3]；＝噸
Ｑ､＝、/ｎ６Ｃ５(Ｍ□)5(１－k/h)１
＝Z6AnOK/､)5(１－Ｍ】）

n→｡｡のときPn→SJ6x5(１－x)｡ｘ

=6M6-x7/7]；＝1/７

（課題が解決した｡）

Ｓ５｢以上より、ｎ→｡｡のときＰ､＝Ｑｎであること

が分かりました｡」（問題が解決した｡）

Ｔ「以上を振り返って他に考えたことはある力Ｍ

Ｓ６「ところで、赤球を０回取り出す確率をＡｎ、

赤球を１回取り出す確率をＢｎ、赤球を３回取り

出す確率をＣｎ、赤球を４回取り出す確率をＤｎ、

赤球を６回取り出す確率をＥｎとしたとき、ｎ→

｡｡のときＡ､＝Ｂｎ=Ｃｎ=Ｄｎ=Ｅｎ＝Ｐ､＝Ｑｎ=Ｗと

なるのでしょうか｡」噺たな課題をつかむb）

ここでの問題の後半を「赤球を２回取り出す確

率Ｐ、を求め、ｎ→｡｡のときＰｎも求めよ｡」と設
定したらどうなるであろうか。ここでも確率Ｐｎ

や極限値、→｡｡のときＰｎを求めることが生徒自

身の課題とはならない。生徒自身が確率や極限値

を求めたくなるように問題を設定し直す必要があ

る。生徒自身が自ら学び自ら考えたくなるように

するためにも､確率ＰｎとＱｎを並列に酉蹟して知

的好奇心を束蝋した。

事例を考察する。生徒自身がつかみ取った課題

が＃歌された後で、更に生徒自身が新たな課題を

つかみ取っていった。それは赤球を２，５回以外

も取り出した場合であった。このように問題自体

の中に生徒が新たな課題をつかみ出したくなるよ

うな要素を含ませておくことも、課題から問題を

作るときに配慮したい。それは課題が複数浮かび

上がるように数値などを工夫することである。数

値の微妙な読歴は問題作成のおいても重要である。

（２）問題事例２

ここでも「比較」によって課題が把握させてい

く問題事例について考察していく。単元は｢数学

Ⅲ積分の活用｣で指導目標は｢比較による数学的活

動を通して積分法の有効性について学ぶ｡｣である。

問題ｎ個の袋があり、第ｋ番目の袋には赤球

ｋ個と白球、－ｋ個が入っている。袋の１つを

無作為に選び､その袋から球を無作為に１つ取

り出してもどすことをその選ばれた袋で６回
繰り返すとき､赤球を２回取り出す確率をＰ､、

赤球を５回取り出す確率をＱｎとする。ｎ→｡。

のときＰｘＦＱｎとなる。本当だろうか。

（問題を提示する｡）

Ｓ１「確率ＰｎとＱｎが異なるだろうから｢ｎ→｡｡の

ときＰ､｣と｢ｎ→｡｡のときＱｎ｣の極限|直も異なる

と思う｡」

Ｓ２｢｢ｎ→｡｡のときＰ､｣と｢ｎ→｡｡のときＱｎ｣の極

限値は一致するかもしれない｡」

（予想する｡）

Ｔ「予想は異なるようだが、どう調べる力M

S3｢｢ｎ→｡｡のときＰ､｣と｢ｎ→｡｡のときＱｎ｣の極

1０



課題解決３

Ｖ2=J;2元x・(O-y).｡ｘ

＝-2元Ｊ;X(x2-ax)｡ｘ

＝-2元M2-ax3/3］；＝元ａ４/６

4．課題解決における「比較」の有効性の問題

（１）問題事例１

ここでは課題解決におけるに「比較｣の有効性

についての問題事例を考察していく。単元は蝋

学Ⅲ積分法の活用」で、指導目標は「比較による

数学的活動を通して積分法の有効性を学ぶ｡」

（課題が解決して、問題も解決した｡）

Ｔ「３つの課題解決を比較してみよう｡」

S7｢解決１は計算量が多いので、解決２のように

置換積分を未11用した方が早いようですｕ

Ｓ８｢解決３の方が解決1や２より計算量が少なく

早く＃欲できますｂしかし､長方形の面積２元ｘ・

(O-y)をy軸の回りに区間Ｏ≦ｘ≦ａで巻いてい

く考えを知らないと、この積分計算はできないと

思います6でも､とても便利な考えだと思いますb」

ここでは､複数の課題解決が生み出されるよう

に問題を作成した。複数の課題解決の「比較｣に

問題ｙ＝ｘ２－ａｘ（a＞Ｏ）とｘ軸で囲まれ

た図形を、ｘ軸の周りに１回転してできた立体

の体積をｖ,，ｙ軸の周り１回転してできる体
積をｖ２とする。このときｖ1＝元ａ４／６，ｖ２
＝元ａ５／３０は正しいか。また，ａ＝５のと

きｖ,＝ｖ２となる。本当だろうか。

＿巳

（問題を提示する｡）

Ｓ１「ｖ,＝元ａ４／６とｖ２＝元ａ５／５０が正し

ければ元ａ４／６＝元ａｓ／３０よりａ＝５は正

しいことになるが……」

Ｓ２「ｖ,＝元ａ４／６とｖ２＝元ａ５／５０が正し

いかはまだ分からない｡」（予想する｡）

Ｔ「本当かうそか、どのように調べるのか。」

Ｓ３「先ず体積ｖ,とｖ２を求めてみる｡」

よって生徒は深い理解と納得を獲得していった。

このような問題作成においては、複数の別解から

問題を練り上げ〈「比較」が生ずるようにする。

（２）問題事例２

ここでも課題解決における「比較」の有効性に

ついての問題事例を考察していく。単元は「数学

Ⅲ微分法の活用」で、指導目標は「比較による数

学的活動を通して微分法の有効性について学ぶ｡」

(課題をつかむ｡）

S4は、体積ｖ１とｖ２を次のように解決した。

課題解決１

V,＝ｊ；元ｙ２ｄｘ＝元Ｊ;(x2-ax)2.ｘ

＝元Ｊ;(x4-2ax3+a2x2)｡ｘ

＝元M5-ax4/2＋a2x3/3】；＝元ａ５／３０

X2-aX-y＝0よりＸ＝1/2(a±､/Z7z-羊-2ｍ

Ｖ2＝J2W4元{1/4(a+､/ビアＴｍ2-1/4(a－
，/Z丙~、2}｡ｙ

＝[元ａ(ａ２＋4y)3/２．２/３．１/4］ｏ－ｑ２／４
＝元ａ４／６

（問題を提示する｡）

Ｓ１「(１＋Ａ／Ｂ２)Ｂが一番ご犬きい｡l

S2「(１＋Ａ／Ｃ２)ｃが一番大きい｡」

Ｓ３「Ａ＝１／２，Ｂ＝１のとき(１＋Ａ／Ｂ２)B＝

(1＋1(2)'＝３／２＝94／64,Ａ＝１／２，Ｃ＝２

のとき(１＋Ａ／Ｃ２)c＝(1＋1/8)2＝(９／8)2＝

81／６４より(１＋Ａ／Ｂ２)Ｂが大きそう危」

（予想する｡）

Ｔ「(１＋Ａ／Ｂ２)Ｂが本当に大きいのか。」

Ｓ４｢対数を取って差を考える。その後に関数を作

って増減を調べます6」（課題をつかむb）

Ｓ５「ｌｏｇ(１＋Ａ／Ｂｇ)Ｂ－ｌｏｇ(１＋Ａ／Ｃ２)ｃ
をＡ＝Ｘとおいて、これをＸの関数ｆ(X)＝ｌｏｇ

(１＋Ｘ／Ｂ２)Ｂ－ｌｏｇ(１＋Ｘ／Ｃ２)cとして増

Ｔ「別の解決方法がないだろうか｡」

S5は体積Ｖ２を次のようにji欲した。

Ｔ「別の解決方法がないだろう畑」

Ｓ６は体積Ｖ２を次のように解決した。

11



(1＋Ａ/C2)cである｡」噺たな課題解決）

Ｔ「３つの課題解決を比較してみよう｡」

SlO｢３つの課題解決を比べてみると、Ａ，Ｂ，Ｃ

のどれでもよいから￣文字の関数と見て、他の文

字を定数と見ると、関数の増減が調べられること

が分かりました。」

ここでも、複数の課題解決が生み出されるよう

に問題を作成した。複数の課題解決の「比較」に

減を調べますｕ

Ｓ６「Ｏ＜Ｘ＜１，１≦Ｂ＜Ｃのとき，ｆ￣(X)＝

Ｂ(１＋X/Ｂ２)-1.1／Ｂ２－Ｃ(１＋x/C2)-1.1

／Ｃ２＝Ｂ／(Ｘ＋Ｂ２)－Ｃ／(Ｘ＋Ｃ２)＝(Ｂ－

Ｃ)(Ｘ－ＢＣ)／(Ｘ＋Ｂ２)(Ｘ＋Ｃ２)＞Ｏよって

関数ｆ(X)は０＜Ｘ＜１のとき増加関数です｡」

（課題が解決した｡）

Ｔ「次に問題をどう解決するの力も」

Ｓ７｢ｆ(0)＝ＯからＯ＜Ｘ＜１のときｆ(X)＞０で

す。したがって、Ｘ＝Ａのときは(１＋Ａ／Ｂ２)Ｂ

－(１＋Ａ／Ｃ２)c＞Ｏより(１＋Ａ／Ｂ２)B＞(１＋

Ａ／Ｃ２)cが成り立ち､（１＋Ａ／Ｂ２)Bの方が大き

いことが分かりました」（問題が解決した｡）

Ｔ剛の解決方ｉ宏はあるだろう力Ｍ

ＳＭＢ＝Ｘとおいて関数の変化を調べる｡」

Ｓ９「ｌｏｇ(１＋A/Ｂ２)Ｂ－１ｏｇ(１＋A／C2)ｃ

をＢ＝Ｘとおいて、これをＸの関数ｆ(X)＝ｌｏｇ

(1＋A/X2)ｘ－ｌｏｇ(1＋A／C2)cとおく。Ｏ＜Ａ

＜１，１≦X＜Ｃのときｆ￣(X)＝ｌｏｇ(1+A/X2）

＋Ｘ×Ｘ２／(X2＋A)ｘ(-2A)／X3＝ｌｏｇ(1＋A／

Ｘ２)－２A／C[2＋A）Ａ/Ｘ２＝ｔとおいて、これ

をｔの関数ｇ(t)＝ｌｏｇ(1＋ｔ)－２ｔ／(1＋ｔ)と

おく。９－（t)=１／(1+t)－２／(Ｂｔ)2＝(ｔ－Ｄ

／(t＋Ｄ２＜０（･･･ｔ＜1）．．.ｆ￣⑪＜ｇ(O>=Oよ

り関数ｆＣＯは単調減少関数だから、Ｂ＜Ｃのとき

ｆ⑱)＞ｆＯ＝ｌｏｇ(1十A／C2)ｃ－ｌｏｇ(1十A／

Ｃ2)c＝Ｏしたがって、ｆ⑱)＞０目(1＋A/B2)B＞

(1+A／C2)cである｡」（新たな課題解決）

Ｔ「さらに別の解決方法はないのだろうか。」

Ｓ10｢Ｃ＝Ｘとおいて関数の変化を調べる｡」

Ｓｍ｢ｌｏｇ(1+A／B2)Ｂ－ｌｏｇ(1＋A／C2)ｃ

・をＣ＝Ｘとおいて､これをＸの関数ｆＣＯ＝ｌｏｇ(１

十A／B2)Ｂ－ｌｏｇ(1＋A/X2)xとおく。Ｏ<A＜１，

１≦B＜Ｘのときｆ￣(x)＝－ｌｏｇ(ＬＩＡ/X2)－Ｘ

×Ｘ２／位2十A)×(－２A)／X3=－ｌｏｇ(1十A/X2）

＋2A/(X2十A）Ａ／X2＝ｔとおいて、これをｔ

の関数ｇ(t)＝－ｌｏｇ(1＋ｔ)＋２ｔ／(1+t)とおく。

ｇ￣（t)＝－１／(1＋ｔ)＋2／(1＋ｔ)2＝(１－ｔ)／

（1＋t)2＞０（．.．ｔ＜１）．．.ｆ￣ＣＯ＞ｇ(O)＝Ｏよ

り関数ｆ(X)は単調増加関数だからＢ＜Ｃのとき、

ｆ＄)＜ｆ(ｏｆ⑧＝ｌｏｇ(1＋A／Ｂ２)Ｂ－ｌｏｇ(１

＋Ｂ２)B=ＯしたがってｆＯ＞O〈=>(1＋A/B2)B＞

よって生徒は深い理解と納得を獲得していった。

このような問題作成においては､複数の別解をも

つ問題をさらに練り上げ作り直していく。この時

に使用する文字を配慮することによってもう扉i;bな

「比較jが生ずる。そうすることによって、学ぶ

上で有効な数学的活動もとけ&るようにする。

5．「比較」による誤概念を生かした問題

（１）問題事例１

ここでは「比較|による誤概念を生かした問題

事例を考察していく。単元は｢数学I絶対方程式・

不等式」で指導目標は「比較による数学的活動を

通して絶対方程式･不等式について学ぶ｡｣である。

問題不等式を解く。

（１）ｌＸ－３１＝２Ｘを解くとＸ－３＝
±２Ｘより解はＸ＝－３，１である。

（２）ｌ２Ｘ－３１＜Ｘを解くと２Ｘ－３
＜±ＸよりＸ＜３，Ｘ＜１よって解は
Ｘ＜１

（１）（２）は正しい力も

Ｓ１「（１）（２）共に正しいと思う｡」

Ｓ２「(１）は正しいけれど、（2）は間違い｡」

Ｓ３「(１）（２）共に間違いだと思う｡」

Ｔ「（１）がなぜ正しいの力毛」

（予想する｡）

Ｓ４「例えばｌＸｌ＝２のとき、Ｘ＝±２だから

（１）の解き方は正しいはずですｕ

Ｓ５｢Ｘ＝－３が解だとしたらｌＸ－３１＝’－３

－３１＝’－６１＝６，２Ｘ＝２×(－３)＝－６

となりｌＸ－３１≠２Ｘですから(1)は間違いＪ

Ｓ２「正しい答えはどうなるのでしょうかＭ

（課題１をつかむb）

Ｔ「正しい答えを導くにはどう考えるのか。」
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ここでは、生徒がつまずきやすい誤答例を問題

の中に配置した。また誤答例を含ませた（１）と

（２）を対比させることによって、確かな理解と

納得を獲得できるように配慮して作成した。誤答

を含ませた問題を提示することによって、生徒は

正しい答えは求めるための考え方の追求が始まっ

た｡誤答と正答の比較によりつまずきも生かさね

確かな学力を獲得することになる。…

Ｓ６「ｌＸ－３１≧０だから２Ｘ≧ＯつまりＸ≧Ｏ

を満たす解はＸ＝１で、Ｘ＝－３は解として適さ

ないです６あるいは、Ｘ≧３のときとＸ＜Ｏのと

きに分けて考えても同じです6」(課題1解決）

Ｔ「（２）ば本当に正しいだろ力Ｍ

Ｓ７「Ｘ＜１が解だとしたら、Ｘ＝０を不等式に代

入すると’２×０－３１＜０より３＜０となり

矛盾しますｕ

Ｓ１「正しし塔えはどうなるのでしょう力も」

6．並列配置における［比較Ｊを生かした問題(課題２をつかむb）

Ｓ８「－Ｘ＜２Ｘ－３＜Ｘより－Ｘ＜ｚＸ－３かつ

２Ｘ－３＜Ｘすなわち１＜Ｘ＜３が解です６ある

いは、Ｘ≧３／２のときとＸ＜３／２のときに分

けて考えても同じですb」（課題2解決）

（１）問題事例１、

ここでは並列配置された小間どうしの比較を

通して課題が解決されていく問題事例を考察して

いく。単元は｢数学Ａ命題と論理」で、指導目標

は「比較による数学的活動を通して数学的論理に

ついて学ぶｕである｡

（２）問題事例２

ここでは「比較」による誤概念を生かした問題

事例を考察していく。単元は蝋学Ａ組合せ｣で、

指導目標は「比較による数学的活動を通して組合

せについて学ぶ｡」である。

問題－２≦Ｘ≦２のとき，関数ｆ(X)＝Ｘ２

＋２Ｘ－２，９(X)＝一Ｘ２＋２Ｘ＋ａ＋１につ

いて,次の条|牛を満たすような定数ａの値の範

囲について考える。

①任意の実数ｘに対して，ｆ(X)＜ｇ(x）
②適当な実敷Ｘに対して，ｆ(X)＜ｇ(X）

③任意の実数Ｘ”Ｘ２に対してｆ(Ｘ１)＜ｇ(Ｘ２）
④適当な実数ＸｍＸ２に対してｆ(Ｘ１)＜ｇ(Ｘ２）
Ａ「①と③の定数ａの｛直の範囲は同じよう危」

Ｂ｢②と④の定数ａの値の範囲は同じようだも」

Ｃ「全部定数ａの値の範囲}飼掌うようだる」

誰が正しいのだろうか。

問題９人を次のように分ける。

（１）3人ずしつ３グループに分ける。

（２）３人ずつＡ，Ｂ，Ｃ組に分ける。

（１）（２）共に9Ｃ３．６Ｃ３＝1680通りある。
正しいか。

Ｔ「(1)(2)共に1680通りで正しいですか｡」

Ｓ１「9人から３人ず《つ選ぶから正しい思います1｡」

Ｓ２「(１）は３グループに（２）のようにＡ、Ｂ、

Ｃグループとして名が付いていて区別されている

ならば１６８０通りだと思います６しかし、（２）

はグループが区別されていないから間違いですも」

Ｔ「正しい答えが分かる人はいますか。」

Ｓ３「例えばＡグループ（ａ，ｂ，ｃ）Ｂグループ

（ｄ，ｅ，ｆ）Ｃグループ（ｇ，ｈ，ｉ）として

グループ2名だけ変えるとしたならば３１＝６通り

考えられるけれども､グループに区別がなければ、

この６通りは同じ組み分けとなります６（１）はく

9Ｃ３．６Ｃ３÷３１＝２８０通りだと思いますb」

Ｔ「この考え方をどう思いますか。」

Ｓ４「初めは（１）と（２）の問題文の意味は同じ

だと思いました。（１）と（２）を比べながら他の

人の考えを聞いていたら違いが分かりました｡」

Ｓ１「ＡとＢは正しいようですＪ～

Ｓ２「③と④の実数ＸｍＸ２は必ずしも同じ実数を

表していないと思うので､ＡとＢは間違いかも…」

Ｔ「Ｃが正しいのですか。」

（異なる予想の比較）

S31①から定数ａの｛直の範囲を求めたいですＵ

（課題をつかむb）

Ｓ４「先ず２次関数について調べます６関数f(X）

＝(Ｘ＋１)２－３より軸Ｘ＝－１，頂点(-1,-3)、

ｇ(Ｘ)＝－(Ｘ－１)2＋ａ＋２より軸Ｘ＝１１頂点

（１，ａ＋２）ですb」

ＴＩ①の任意やｆ(X)＜ｇ(X)はどんな意味jbも」

Ｓ５「｢任意の」とは｢すべての」Ｘに対してｆ(X）

＜ｇ(x)、－２≦ｘ≦２の範囲のどのｘの値に対
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S13｢①から④までのａの値の範囲がすべて異な

ることが分かりました。」

S14｢Ｃが正しいことが分かりました。」

（問題が解決した｡）

Ｔ「以上を振り返ってみよう。」

S14｢初めは①から④は同じような意味をもつ表

現かと思いましたが、比較して考えていくうちに.

それぞれの意味の違いが分かってきました。」

S15｢任意とか適当の数学的な意味や式が表す意

味が､比較することによって分かってきました｡」

ここでは、４組の小間を並列画i蹟して「lﾆﾋ鮫ｌ

の有効性が引き出されるように問題を作成した。

①だけでも問題として機能するだろうがく数学用

語の意味の違いや式の意味の相違点を浮き出させ

るためにも４組iZi蹟した．生徒は問題文の微妙な

違いを比較することによって、数学用語や式がも

つ意味の違ﾚ､を明鬮こ理解していくことができる。

確か)tR理解と納得をもたらし学力向上に結びつけ

るためにも、似て非なる用語や式を比較しやすい

ように問題を作成していくことは重要である。

しても､つねにｆ(X)＜ｇ(X)になるという意味で

す６グラフ上では、どのｘの値の場合もｇ(ｘ)が

ｆ(X)より上側にありますＵ

Ｔ「定数ａの値の範囲はどうなるの力Ｍ

Ｓ６「すべてのＸに対してｆ(X)＜ｇ(X)、つまり、

ｈ(X)＝ｇ(X)－ｆ(X)＝－２Ｘ２＋ａ＋３＞Ｏと

なるには、－２≦Ｘ≦２におけるｈ(X)の最′｣値

がＯより大きくなればよいですｂｙ＝ｈ(X)のグ

ラフは、上に凸で、軸が直線Ｘ＝０ですから、Ｘ

＝－２またはＸ＝２で最x1値をとります6よって、

ｈ(－２)＝ａ－５，ｈ(2)＝ａ－５よりａ－５＞０

つまり、ａ＞５です6」

Ｔ「②の適当やｆ(X)＜ｇ(X)はどんな意味曲」

Ｓ７１適当な｣とは｢ある｣xに対してｆ(X)＜ｇ(X)、

－２≦Ｘ≦２の範囲でｆ(X)＜ｇ(X)を満たすＸの

値が少なくとも１つあればよいという意味ですＪ

Ｔ「定数ａの|直の範囲はどうなるのか。」

Ｓ８「あるＸに対して、ｆ(X)＜ｇ(X)となるには、

ｈ(Ｘ)＝ｇ(Ｘ)－ｆ(Ｘ)＝－２Ｘ２＋ａ＋３の最大

値ｳﾖｰ２≦Ｘ≦２において０より大きけｵしばよい

ですｂｙ＝ｈ(X)のグラフは、上に凸で、軸が直

線Ｘ＝０て最大値をとります６よって、ｈ(O)＝

ａ＋３より、ａ＋３＞０つまり、ａ＞－３ですＪ

Ｔ｢③の任意の実数ＸｎＸ２やｆ(Ｘ１)＜ｇ(Ｘ２)に
はどんな意嚇§あるだろうか。」

Ｓ９「｢任意の」とは｢Kすべての」組Ｘ,,X2に対し

てｆ征,)＜ｇｏ【2)、どのｆ瓜,)に対してもｇ(Ｘ２）
はつねにグラフが上(則にあるということですＭ

Ｔ「定数ａの値の範囲はどうなるのか｡」

ｓ10｢ｇ(ｘ)の最小|直が､ｆ(ｘ)の最大|直より大き

１ﾅれぱよいので、ｇ(－２)＞ｆ(2)と考えます６よ

って、ａ－７＞６からａ＞１３となりますｕ

Ｔ「④の適当な実数Ｘ,,Ｘ２やｆ(Ｘ,)＜ｇ(Ｘ２)に

はどんな意味があるだろうか。」

Ｓ11｢｢適当な」とは「ある」組Ｘ1,Ｘ２に対してｆ

（Ｘ１)＜ｇ(Ｘ２)、ｆ(Ｘ１)＜ｇ(Ｘ２)を満たすＸｍＸ２
の組が１つでもあればよいという意味です６」

Ｔ「定数ａの｛直の範囲はどうなるのか。」

Ｓ12｢ｇ(X)の最大値がｆ(X)の最ﾉＮ直より大きけ

ればよいので、ｇ(1)＞ｆ(－１)と考えますｂａ＋

２＞－３よりａ＞－５となりますＭ

（課題が解決した）

一。
》

（２）問題事例２

ここでも並列配置された小間どうしの比較を

通して課題が解決されていく問題事例を考察して

いく。単元はＦ数学Ⅲ微分法の活用」で、指導目

標は「f轍による数学的活動を通し微分怯の活用

について学ぶ｡」である。←

問題

①(1+2000/1999)l999A20oo＜(1Ｈ999/2000)2000/1999
②(1+2000/1999)1卿Coo＞(lH999/2000)2000/1999
③Ｘ＞０，ｆ(X)＝(１＋１／X)ｘは単調増加関数
④Ｘ＞０，ｆ(X)＝(１＋１／X)ｘは単調減少関数
⑤Ｘ＞０，１／(Ｘ＋１)＜１０９(１＋１／X)ｘ
⑥Ｘ＞０，１／(Ｘ＋１）＞ｌｏｇ(１＋１／X)ｘ
正しいのはど>１Ｗきろう力も

Ｓ１⑥と③が正しそうですｕ

Ｓ２「②と④が正しそうですｕ

Ｓ３「ｆ(2)＝243／108,ｆ(3)＝256／108より、

おそらくf(Ｘ)＝(１＋１／Ｘ)ｘは単調増加関数

だから①と③が正しそうです、（予想する｡）

Ｔ「①と③が本当に正しいですか。⑤⑥は？」

S4｢関数ｆ(Ｘ)＝(１＋１／X)ｘの増減を調べたい

です6」（課題をつかむも）
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7．予想証明問題（補足問題）Ｔ「どのように微分しますか。」

Ｓ５「対数をとって微分します6」

Ｓ６「ｌｏｇ{f(X))＝Ｘｌｏｇ(１＋１／X)より，両

辺をＸでv微分すると，ｆ￣(X)／ｇ(X)＝１ｏｇ(１

＋１／X)－１／(Ｘ＋１）したがって，ｆイX）

＝(１＋１／X)ｘ{１ｏｇ(１＋１／X)－１／(Ｘ＋

１))となります｡ここで⑤が成り立てばf(X)はf曽

加関数であることが分かります6」

Ｔ「このあとはどのように調べるのか。」

Ｓ７「ｌｏｇ(１＋１／X)－１／(Ｘ＋１)の部分を微

分して調べていきたいと思います｡」

Ｓ８「ｇ(X)＝ｌｏｇ(１＋１／X)－１／(Ｘ＋１)と

おきます６９(X)＝１ｏｇ(Ｘ＋Ｄ－１ｏｇＸ－１／

(ｘ＋１)よりｊｇＹｘ)＝１／(ｘ＋１)－１／ｘ＋

１／(Ｘ＋１)2＝－１／Ｘ(Ｘ＋１)2＜０したが

って，ｇ(x)はｘ＞０で単調減少となりますｕ

Ｔ「ｆ(X)は増加関数か減少関数か。」

Ｓ９「Ｘ→｡｡のときｇ(X)＝ｌｏｇ(１＋１／X)－１

／(Ｘ＋１)→ｌｏｇｌ－Ｏ＝Ｏよって，Ｘ＞Ｏの

とき，ｇ(X)＞Ｏより，Ｘ＞０のとき，ｌｏｇ(１＋

１／X)＞１／(Ｘ＋１)が成り立ちます6つまり⑤

は正しいことがここで分かりました｡したがって，

ｆ￣(X)＝(１＋１／X)ｘ{1ｏｇ(１＋１／X)－１

／(Ｘ＋１))＞ＯよってＸ＞Ｏのときｆ(X)は単

調増加関数です6」（課題が解決した｡）

Ｔ「正しいのはどれか。」

Ｓ10｢1999/2000＜2000/1999よりｆ(1999/2000）

＜ｆ(2000/1999)であるから(1+2000/1999)l999j20oo

＜(1+l99MOOO)2000/1999が成り立ちます６以上か

ら①と③と⑤が正しいことが分かりました。」

（問題が解決した｡）

上記の事例について考察していく。誤答と対比

させた複数の小間を並列に配置した。どちらが正

しいのが複愛i配置することによって「比較｣の有

効性が引き出されるようにした。複数並列配置し

た問題は、誤答を含んだ｡､問を対にして配置して

ある。このことによって、生徒はどちらが正しい

のか知りたくなり、考え方の追求も促すことがで

きる。このような数学的活動を通して新学習指導

要頂の課題である「体系的理解」「表現能力」「数

学のよさの認識」「数学的論拠に基づいて判断す

る態度」などが培われると考えている。

（１）問題事例１

ここでは予想から証明の必要感を抱きながら

課題が解決されていく問題事例を考察していく。

単元は「数学Ⅲ積分法と回転の体積」で､指導目

標は、二噸による数学的活動を通して、学級全体

で積分法を活用した証明を学ぶ｡」である。

問題放物線ｙ＝－Ｘ２＋２Ｘと直線ｙ＝Ｘに
よって囲まれる部分を直線ｙ＝ｘのまわりに

回転して得られる立体の体積をｖ１とする。放
物線ｙ＝－ｘ２＋ｘとｘ軸によって囲まれる部
分をｘ軸のまわりに回転して得られる立体の

体積をＶ２とする。このときＡ君は「Ｖ１はＶ２
のＣＯＳ(元/4)倍になるであろう｡」と予想した。

この予想は正しいだろう力も

－￣

S1｢直線ｙ＝ｘとｘ軸のなす角8＝元/４だからＡ

君の予想は正しいかもしれないb」

Ｓ２｢囲まれている部分が違うから体積も異なるの

ではないだろうか｡」

Ｔ「正しいか間違いか、どのように調べるか。」

Ｓ３「Ｖ１とＶ２の体積を求めて比較したいです6」

Ｔ「先ずＶ,の体積をどのように求める瓶」

Ｓ４｢放物線ｙ＝－ｘ２＋２ｘを一元/４回転させた

曲線ｃをｘ軸の回りに回転させた体積を求める｡」

Ｓ５「曲線Ｃは複雑な式となり計算が困難です6」

Ｔ他の方法を考えてみよう。」

S6｢直線ｙ＝ｘの回りの回転体も回転軸y＝ｘに垂

直に切った断面積は円ですbこの断面積を回転軸

にそって積分すれば体積が求められるはずですｕ

Ｓ７「図を書いて考えていきますｕ

Ｓ８「放物線ｙ＝－工2＋２ｘと直線ｙ＝ｘの交点

はＯ(０，０)と(１，１)です６放物線ｙ＝－ｘ２＋

２ｘ上における点をＰ(Ｘ,－Ｘ２＋２Ｘ)とします。

点Ｐからｘ軸に垂線を下ろしたとき筐Ｂｉ泉ｙ－ｘと

の交点をＱとします６点Ｐから直線ｙ＝ｘに下ろ

した垂線の足をＲとしますｂこのときＯＲ＝、/亘

ｘであり、ＯＱ＝ｔ（Ｏ≦ｔ≦､/す)、ＰＱ＝ｈと

します6ｈ＝｜ｘ－(－ｘ２＋２ｘ)｜／､/三＝(ｘ－

ｘ２)／灯です６ｔ＝ＯＲ－ＱＲ＝βｘ－(ｘ－

ｘ２)／､/百＝（ｘ＋ｘ２)／打よりｄｔ／dx＝(１

＋２ｘ)／打となりますＭ

Ｔ「体積Ｖ]を求めるとどうなるのれ」
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Ｓ５｢凸四辺形ＡＢＣＤの面積はＳ＝１/２．ａｄ・

ｓｍｘ＋１/２・ｂｃ・sdny……②となりますＵ

Ｔ「この後どうするのか。」

Ｓ６｢微分して増減表をつくると分かりそうで戒」

Ｓ７｢①の両辺をｘで微分します６

２aCl・ｓｉｎｘ＝2ｂｃ・ｓｉｎｙ．。y/ｄｘより

。y/６ｌｘ＝ａｄ・sinxハc・siny……③
次に、②をｘで微分しますｂ

ｄＳ／dx＝１/２(ad･cosx＋bc･cOsx．｡y/ax）

．＝ad(Siny・cosx＋cosy・sinx)／２Ｓｍｙ

＝ａｄ・副n(ｘ＋ｙ)／2Einy」

Ｔ「面積Ｓの増減は分かるの畑」

Ｓ８「ｙの増減からＳの増減が分かりますＵ

Ｓ９「Ｏ＜ｘ＜元、Ｏ＜ｙ＜元だからＥｎｎｘ＞Ｏ、

Edny＞Ｏよって③よりｄｙ/bIx＝ａｄ・Ednx／

bc･siny＞Ｏとなるので､ｙはｘの増加関数です６

したがって、ｘ+ｙもｘの増加関数です６．ｓ／6ｌｘ

＝ａｄ・sin6壁+y)／2Ｅｍｙ＝０のときsinCﾋﾞ+y)＝０

Ｔ「次に体積Ｖ２を求めてみよう。」

V2＝元Ｊ１(x-x2)2.x=元Ｊ１にz-2X3+x4）

｡x=元M3-X4/2+x5/5]トー泥/3０

Ｓ９｢以上Ｖ,＝元／30打=Ｖ２／打=COS(元/4）

Ｖ２となるのでＶ１はＶ２のCOS(元/4)倍になる｡」
S10｢Ａ君の予想は正しいことが分かりました。」

上記の事例について考察する。異なる予想の比

較から本当に正しいかどうかを知りたいという知

的好奇心が刺i敦されたそして、本当に正しいの

かを調べてみたいため考え方の追求が始まった。

積分法を活用して正しいことが証明されたのであ

る。このような数学的活重bを通して、積分法に対

する理解を深めていった。ト

辱巷註二歪邑
（２）問題事例２

ここでも予想から証明の必要感を抱きながら

課題が解決されていく問題事例を考察していく。

単元は｢数学Ⅲ微分法と最大最小」で、指導目標

は「比較による数学的活動を通して、学級全体で

微分法を活用した証明を学ぶ｡」である。

S10｢以上より、ｘ＋ｙ＝元のときＳは極大かつ最

大となりますｂＥ子さんは正しかったですⅡ

上記の事例について考察する。ここでも異なる

予想の比較から本当に正しいかどうかを知りたい

という知的好奇心が束臘さ)１１ﾉた゜そして、本当に

正しいのかを調べてみたいため考え方の追求が始

まった微分法を活用して正しいことが証明され

たのである。このような数学的活動を通して、微

分法に対する理解を深めていった。

このような数学的活動を通して新学習指導要領

の課題である「体系的理解」「表現能力」｢数学の

よさの認識」「数学的論拠に基づいて判断する態

度」などが培われると考えている。

以上より、本稿では「比較｣の有ﾌｶ;li生が授業で

引き出だされ、上記の新学習指導要領の課題を達

成できる問題作成について具体的に提案してきた

このような問題を使用した学習指導が主体的な学

習や学力向上につながる。さらに、受験学力の向

上躍進にも生きていく。また、生涯数学を学び続

けていく楽しみも感得できると考えている。

問題辺の長さＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，ＣＤ＝Ｃ，

ＤＡ＝ｄが一定である凸四辺形ＡＢＣＤにお

いて、二Ａ＝ｘ’二Ｃ＝ｙとおく。このときＥ
子さんは「ｘ＋ｙ＝元のとき凸四辺形ＡＢＣＤ

の面積が最大になりますｂ残念ながら証明を書
く暇がないわ｡」といった。本当にｘ＋ｙ＝元

のとき面積が最大になるのだろうか。

Ｓ１「ｘ＋ｙ＝元のときは円に内接する四角形のと

きですわ。正しそうです6」

Ｓ２「4辺の長さが固定されていますｂ本当に正し

いでしょうか｡」

Ｔ「どのように調べたらよいのか。」～

Ｓ３「図を書いて考えていきますb」

Ｓ４｢三角形ＡＢＤと三角形ＢＣＤにおいて余弦定

理を使います６余弦定理よりＢＤ２＝ａ２＋ｄ２

－２ａｄ・cosx＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃ・coSy……①

力減り立ちます6」

1６
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（２）学習と教授一

教師が学習心理学に関する書物を読んだり、講

演などを聞いたりすることから多くの禾臘を得る

ことがあるだろう。しかし､読んだり聞いたりす…

ることだけでは十分ではないｂ菱lUiii自身が学習の

仕方について研鎖を積t'べきだbそれも教育現場

の経験を中心に研鎖を積むことが大切である。つ

まり、教師自身の研究の経験と自分の生徒の観察

とから深く学習の方法に精通するべきである。

まず、学習について３つにまとめてみる。１つ

めは積極的な学習である。学習は消極的であった

り、受容的であったりしてはいけない．自分自身

の心の活動を加えることである。つまり、学習に

おいて自分自身が発見するはめになった事柄は、

必要が起こったときにまた使用できる事柄として

自分自身の心の中に残すものである。２つめは最

良の重肘幾づけをもつことである。学習者が学ぶべ

き題材に興味をもち、学習活動に喜びを見出すこ

とである。３つめはＷ蔵i;bな学習のために人間の

認識は直感に始まり、そこから概念に進むＵそし

て、知識の体系の中に吸収されて応用Jや一般化へ

の道につなげる。

以上より学習について概観した有効な学習法

の知見からう毎i;hな毒l授法の知見が導き出される。

積極的な学習を引き出すためには、生徒が何を考

えているかを大切にしなければならなしLつまり、

授業時間には制限があり、履修させるべき題材は

規定されている。このような与えられた状況のも

とで、生徒にできるだけ多くの事を自分で発見さ

せることである。次に最良の動'幾づけは、生徒が

自分の課題に対して興味を抱くことである。その

ために、生徒が問題をやる前に、結果あるいはそ

の－部でも推測させることである。生徒は自分の

推i則が正しかったが否かを知りたくなる。このよ

う)tR動'幾づけが生徒の心に望ましい学習態度を教

えることになる。次に学習の流れを、直感概念

化、応用一般化へともっていくためには、生徒に

与える題材を工夫する必要がある。教科書の例題

や練習問題などを工夫して提示することによって

も可能である。そのためにも1年i;hな数学$i〈W舌重hが

引き起こされるような問題を工夫して提示するこ

とは、生徒の有益な学習を引き出す６

8．問題と教師の十戒

（１）題材

教師の重要な務めの一つに授業がある。授業に

おける教授法は、教師の重要なスキルでもある。

ほぼ間懲､のない教授法の一つに、教師自身がう

んざりするような題材を授業で使ってはいけない

ということである。教師自身が興味を持てないよ

うな題材で授業を構成しようしたらどうなるであ

ろうか。ほぼ間違いなくクラスの生徒たちはその

題材にうんざりするであろう。逆に教師自身がわ

くわくするような題材をもって授業を構成しよう

としたとき、生徒も興味を示すことが多いであろ

う。つまり、教師自身の興味関心が生徒に与える

影響力は大きいと考えられる。これによって、教

師に対するいの一番の重要な戒律は「自分の題材

に興味を持てば、生徒の興味関心も喚起できる｡」

である。

教師自身が興味を持てない題材を、授業を構成

するとき使わないということを原則としたいｂつ

まり、興味を持てない題材を生徒に教えないとい

うことである。なぜならばそれを生徒が!快く受け

入れられるように、教師が教えることはできない

だろうからである。興味は授業を構成していく上

で必要欠くべからざる条件である。しかし、それ

だけでは＋分ではない。いかに多くの興味や、教

授法や、他の何物にあっても教師自身がはっきり

理解していないことを題材に使用してはいけない。

なぜならば、教師自身がはっきり理解していない

題材で、生徒に深い理解と納得もたらすような授

業を構成することはできないからである。これに

よって、教師に対する戒律を引き出すことができ

る。それは服いたい題材を教師自身が十分知り

尽くしていく｡」である。

以上より、教材に対する興味、そして知識は、

共に教師に必要なものである。教師自身が興味や

関心を持ち続けることは重要である｡なぜならば、

教師自身が真の興味を抱いていれば、教師は必要

な知識を得る良し、機会を得ることになるからであ

る｡逆に興味の欠乏と一体になった多少の知識は、

容易に教師を並外れた悪い教師にすることが多い

からである。

－￣
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|ま、他の諸科学においても有益なものである.こ

こからも教師に対する戒律を引き出せる。それは

｢教師は生徒に証明することを学ばせよ｡｣である。

次に、問題解答時における教師の指導について

考えていきたいｂ教師やある生徒の考えを学級内

に提示するとき、その考えの有益な特徴を強調し

ておくことが大切である。特徴は他者が模倣に値

するとき有益なものとなる。すなわち、当面の問

題の考え方の筋道においてのみならず､他の問題

を考える時においてもその筋道が利用される時が

有益である。利用されることの多い考え方の筋道

が多いほど､それだけ有益である｡有益な特徴は、

その考え方を示した生徒をただほめるだけではな

く（生徒によっては逆効果になるかもしれない)、

教師の行動によって強調することが大切である。

演劇的才能があれば少し芝居をすると効果的な

こともある。うまく強調された特徴は､藷UFFや生

徒の有益な考え方の筋道を他の生徒がまねること

によって、他の多くの問題が解けるように生徒自

身の内部に有益な特徴として再構築していく。こ

れによって、教師に対する戒律を引き出すことが

できる。それは「生徒が現在解いている問題につ

いて､今後の諸問題を解く時に有用だろうと思わ

れる諸特徴を探し出させる指導をする｡」である。

次に学習と教授の関係について考察する。教師

が知識と興味と学習法についてのある程度の瑠弊

を持っていても十分ではない。教師による教授が

生徒の学習に終わるためには、教師と生徒との間

にある種の接触あるいはつながりが存在しなけれ

ばならない。教師は生徒の考えを受容しなければ

ならない。これによって、教師にﾗiilする戒律を引

き出すことができる。それは[毒h師は生徒たちの

顔を通して内面を理解するように努力する。生徒

たちの期待と困難を知るように努める。教師は生

徒の立場にも身を置けるように努力する｡｣である。

露i師には別にも重要な役割がある。教師は数学

の授業を通して数学の知識を生徒に授けることが

できる。また､数学の授業において問題を解き、

証明を組み立て、解答や証明などを比較検討する

力を生徒に授けることもできる。後者の方がずっ

と重要である。したがって、数学の授業では教師

が何を教えるかより、いかに教えるかの方が重要

である。これによって、教師に対する戒律を引き

出すことができる。それは｢孝獅は生徒たちに単

に数学的知識を与えるだけでなく、数学的に考え

る力や習慣も与えよ｡」である。

（３）学習指導

我々数学教師はどのような手１１１頁で学習指導を展

開していくことが最善であろう力もそれは、生徒

にまず推測させ､それから証明させることである。

多くの発見はこのように進んでいるはずである。

数学の教師は発見における推測の役割を示すいい

機会を幾つも持っているはずである｡したがって、

根本的に重要な数学的活動を生徒から引き出すこ

とができるいい機会を幾つも持っているのだとい

うことである。つまり、我々数学教師は、教育的

で合理的な推測を生徒から引き出す指導に努めな

ければならない。これによって、教師に対する戒

律を引き出すことができる。それは「教師は生徒

に推測することを学ばせよ｡」である。

推測から証明の流れは多くの発見を生み出して

きた。数学は発見に向けた推論を学ぶ良き教科で

ある｡このような推論は諸科学にも浸透している。

多くの推論から多くの発見がなされてきた。この

ように推測から証明という数学的な考え方の筋道

（４）生徒の自由と独創

ここでも教室における教師の指導について考え

ていく。問題を解説解答する前に､､生徒に推測予

想させたい。生徒が推測予想したことは､自分の

推測予想したことが正しい力否かを観るために、

衡轄の進展を最後まで見浸子っていかなければなら

ない。それで生徒は不注意ではいられなくなる。

なぜならば生徒は最後の結果を知りたいし、そ

の理由や証明も知りたくなるからである。特に異

なる推測予想が複数あるときは、心理的に不快で

不安定になる。生徒は心の安定を得ようとする心

的動向が生じる。それは自分の推測予想が正しい

力否かを知るための考え方の追求が始まることで

ある｡ここからも教師に対する戒律を引き出せる。

それは｢教師が一度に解答の全てをさらけ出すな。

教師が言う前に生徒に推測予想させよ。できるだ

け生徒自身に沢山発見させよ｡」である。
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引用・参考文献次に生徒が長い解答を作成して提案提出してき

た時を想定してみよう･教師がその解答の最後あ

たりの行に誤りがあることを知るとする。この時

に教師はどのような指導的態度を示すのがよいで

あろうか｡もし、頭ごなしに「これは間違いだ6」

と言ったら、その生徒は感情を害し、教師と数学

を憎むだろう｡また、教師のこれからのその生徒

に対する指導的努力は無駄になるであろう。でき

れば〈「君は正しい｡だが……」と肯定的なメッセ

ジーを送りたい。生徒自身が気づくように暗示的

指導していきたい。無理やり頭ごなしに正しい解

答を生徒に打ち込んでも、生徒の内面に深く溶け

込んではい力ないであろう。やはり、生徒の思考

を大切にしたいｂこれによって、教師に対する戒

律を引き出すことができる。それは「老ldi市は暗示

せよ。無理に正答を押し込むなb」である。

最後に教師の日々の務めと精神的態度にふれる。

このことで示唆に富むポリアの毒！(師に対する十戒

を記載して本稿を閉じる。（ポリア，１９７，
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上田薫(1986>，ずれによる創造黎明書房

中田基照(1993)，授業の現象学,…東京出版会

レイプ(1993),状i兄に埋め込まれた学習,産業図書

ブルーナ(1986>，教育の過程,岩波書店

中村雄二郎(1992>，臨床の知とは何か,岩波書店

吉田甫(199コどう教えるかどう学ぶ力)北大路書房

西林克彦(1994J，間違いだらけの学習論,新曜社

日本数学教育学会(1997)，２０世紀の数学教育思

想の流れ，産業図書

日本数学教育学会(1998)，学校数学の授業構成を

問う，産業図書

日本数学教育学会(1999)，算数数学カリキュラム

の改革へ，産業図書

日本数学教育学会編02000),和英M英和算魏敦学活

用辞典，東洋館出版社

日本数学教育学会編(2010)，数学教育学研究ハン

ドブック，東洋館出版社

自分の題材に興味をもて．

自分の題材を知れ．

学習の仕方を知れ:物を学ぶ最良の道は，そ

れを自分で発見することだ．

自分の生徒達の顔を読tPように努めよ，彼ら

の期待と困難とを知るように努めよ．自分を

彼らの立場に置け．

彼らに，情報だけでなく｢能力｣，心の態度，

組織的な仕事の習慣をも与えよ．

彼らに推測することを学ばせよ．

彼らに証明することを学ばせよ．

現在手がけている問題について，今後の諸問

題を解くとき有用だろうと思われる諸特徴

を探せ－現在の具体的状位の背後に横た

わる一般的パターンを賜わにするよう努め

よ．

自分の秘密をすべて一度にさらけ出すな-－

貴方が云う前に生徒に推測させよ－－出来

るだけ沢山生徒に自分で発見させよ．

それを暗示せよ，無理に生徒のロに飲みこま

せるな．

●
●
●

勺
ロ
ロ
ユ
（
〉
《
】
〈
叩
く
）

４．

５．

●
●
●

（一房叩》［〉”Ｕ●（）（｝）

９．
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第３部実践論文

「比彰を」を生かした入言式問屋亘過去間による問長逼作成のｵ是案

北海道滝)１１高等学校工藤寛之

要約

意識的･戦略的に「比較jを取り入れた学習指導は、主体的な学習意欲と確かな理解や納得を得

る上で有効である。「比較｣も｢数学的活動｣の一種であると考えている。新学習指導要領で}ｺﾞ数学

的活動を通して一層主体的な学習活動を求めている｡また、「比較Iは､新学習指導要領の課題であ

る｢体系的理解」「表現能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に基づいて判断する態度」囑Ｉ造性」

を培う上でも有効である。このような「比較｣の有効}生を生徒から引き出す問題づくりの工夫につ
などより明らかになってきた｡本稿では、「比較｣の有効|生が授業で５１いても、

＝

ヨ カナ

き出だされ、上記の新学習指導要領の課題を達成できる問題作成における大学入試問題過去間の利

用法について具体的な事例を提案していく。また、実践事例から「比較｣の有効性が引き出されて

いく状況も考察された｡このような問題を使用した学習指導が主体的な学習や学力向上につながる。

また､本稿の提案が数学教育の目標の一つでもある「社会に活きる｡社会に活かす6」数学教育の探

求にもつながる。そして、本稿が大学受験の学力の一層の向上と躍進にも生きると考えている。

キーワード：比較問題作成大学入試問題数学的活動表現能力学力向上受験学力

示し授業を構成していくということは、教室にお

ける集団学習において受験学力の根っこの部分を

太く培うことである。そのことは､教室という集

団の力で個々の学力も向上していくということで

ある。つまり、教室における多様な考えの比較検

討や集団の学ぶ雰囲気の醸成などが個々の生徒の

真の学力向上をもたらすと考えている。ここから

は入試問題を活用した事例を提案していく。

ここでは「比較」の有効I生を生かした期待値の

問題事例を考察していく。単元は唆向学A期待値」

で、指導目標は「比較による数学的活動を通して

期待値の活用について学ぶ｡」である。

１．１期待l直ｊに関する問題

（１）比較の有効性が生きた期待値の問題

授業で大学の入試問題を活用していくと、生徒

に深い理解と納得をもたらすことができる。ただ

し、このとき入試問題をそのまま演習や解説用と

して活用するのではなく、時期や生徒の実態を配

慮しながら問題を作り直して生徒に提示していく

ことが大切である。もちろん、受験学力向上のた

めに、入試問題の傾向を分析し対策を練ることも

重要なことである。そのための演習授業や解説授

業は価値のある指導である。また、受験生にとっ

ては合格することが大変重要な目的である。その

ためにも教師は惜しみない教$Z|研究を行い、受験

生のために学習指導を熱りに行おうことは十分価

値の高い教育的活動である。だからこそ、生徒の

受験学力を一層高いものに向上させるために、入

試問題を少し作り直して提示していくが重要であ

ると考えている。入試問題を作り直して教室で提

問題１枚２００円の２種類の宝くじがある。

宝くじＡ「１万分の１の確率で犠賞１００万円

が当たる。それ以外ははずれである｡」

宝くじＢ「１０分の１の確率で１等５００円、

残りは全て残念賞５０円である｡」

この場合、君はどうするか。

Ｔ「ＡとＢのどちらを買うほうが得坑」

２０



問題２１と同様のゲームで、３回振ることも

許されるとする。４人は次のように考えた。

Ｃ君「４以上が出たら、２回目は振らない｡」

Ｄさん「4以下が出たら、２回目を振る｡」

Ｅ君「2回目に４以下が出たら３回目は振る｡」

Ｆさん「２回目に４以上が出たら、３回目は振

らない｡」

有禾ﾘな考えはあるだろうか。（Ｋ大入試の改題）

Ｓ１「わずか２００円で１００万円の夢が見られる

から、宝くじＡを買いますｕ

Ｓ２厩くても５０円になるからＢを買いますＪ

Ｓ３｢どちらも損しそうなので買わないですb」

Ｓ４「1枚あたりの期待金額を調べてからどちらを

買うかを決めたほうがよさそうですｕ

Ｔ「確率の期待値の考えで計算してみよう。」

Ｓ５「宝くじＡの期待金額は1000000×

1/10000=100円です｡」

Ｓ６「宝くじＢの期待金額は500×１/10＋50×

9/10＝95円ですｕ

Ｔ「期待値が分かったがどうする｡」

Ｓ７「宝くじを買うとしたら、宝くじＡを買った方

が有利のようです６しかし､宝くじ200円に対し

てのこの期待金額では、買うのは不利だと思いま

すb」

ここでの問題事例について考察していく。２つ

の確率の期待値の問題を並列に配置した２つの

期待値を求め比較する活動で期待値の有効性を学

ぶことができた。また､期待値の学習は指導目標

の一つである｢社会に活かすb社会に活きる｡」数

学教育の探求にも合致するするものであると考え

ている。このような数学教育の研究が教室や学校

社会を超えて一般の社会生活にも役立つものにな

る。また、生徒自身が数学と社会生活のつながり

を実感するよい教材でもある。さらに大学受験や

大学での学習研究にもつながる数学教育の研究に

も努めなければならない。次からは大学入試問題

を活用した具体的な実践事例を列挙していく。

Ｔ「ＡとＢのどちらのほうが有利か。」

Ｓ１「Ａくんの方が有利かな｡」

Ｓ２「Ｂさんの方が有利な気がしますＭ

Ｓ３「さいころを１回振る場合の出る期待値を求め

ることから考えた方がよいと思いますｕ

Ｔ「この場合の期待値はどうなるか｡」

Ｓ４「1×１/６＋２×１/６＋３×１/６＋４×１/６＋５

×１/６＋6×１/６＝7/2＝3.5ですb」

Ｓ５「Ｂさんのように４以上の目が出たら振らない

ほうが有利です6」

Ｔ「問題２で有利な考えはあるだろう力Ｍ

Ｓ６「ここも期待|直を調べてから考えたいと思いま

すｕ

Ｔ「どのように考えて期待(直を求める力も」

S7｢上の作戦で２回または１回さいころを振る場

合の得点が１点となる場合を考えますｕ

Ｓ８「１回目が１，２，３のいずirl,かであり、２回

目が１の場合であるから、その確率は３/６ｘ１／

６＝１/12ですｕ

Ｓ９「２点、３点のときも同様に１／12ですＪ

Ｔ「４点、５点､６点の場合はどうなるのかＪ

Ｓ１０｢１回目に４が出るが１回目に１，２，３の

いずうれかで､2回目が4点となる場合であるから、

その確率は１/6＋3/Gx1/6＝1/4ですＭ

Ｓ１１｢５点、６点のときも同様に１／４ですＵ

Ｔ醐待値はどうなるの力Ｍ

Ｓ１２｢(1+2+3)×１/12＋(4+5+6)×１/４＝4.25」

Ｔ「有利な考えはあるだろう力Ｍ

Ｓ１３醐待ｲ直4.25と１回目の目とを比較して、２

回目を振るかどうかを決めますＭ

Ｓ１４｢Ｄさんのように、１回目に４以下が出たら２

回目を振る方が有利です６」

Ｓ15｢2回目は、Ｆさんのように４以上出たら３回

目はj辰らない方が有利だと思います凶

（２）大学入試問題を改題した期待値の問題

、ここでは大学入試問題を改題した問題事例を

提案していく。単元は｢数学A期待(直｣で、指導

目標は「比較による数学的活動を通して期待値の

活用について学ぶ｡」である。

問題１さいころを１回または２回振り、最後

に出た目の数を得点とするゲームを考える。１

回振って出た目を見た上で、２回目を振る力否

かを決める。２人は次のように考えた。

Ａ君「４以下ならば２回目を振る｡」

Ｂさん「４以上ならば２回目を振らない｡」

どちらが有利だろうか。

２１



Ｘ２Ｃ１１/３．２/３＋3Ｃ３／２３×3Ｃ１１/３．(２
/3)2=1/8＋1/6＋1/18＝25/72です1.同様にＹ＝２

となる確率は3Ｃ２／２３×(1/3)2＋ＳＣＳ／２３×

3Ｃ２(刀3)2.2/3=1/２４＋1/36=5/72です6同様に
考えるとＹ＝３となる確率は3Ｃ３／２３×(Ⅲ３)３

＝1/216です。以上より得点Ａの期待ｲ直は１×

25/72＋２×5/72＋３×1/2116＝皿です６」

グループ２｢ｕ＝１となるのは６通りですｂｕ＝２

すなわちａ二2ｂとなるのは(a,ＩＤ=(2,1),(4,2),(6,3）

の３通りですｂｕ＝３すなわちａ＝3ｂとなるの

は(a，ｂ)＝(3,1Ｍ6,2)の２通りですｂｕ＝4,

5,6となるのは(ａ，ｂ)＝(４，１)，（５，，，（６，，
の３通りです６したがって、Ｔ＝１となる場合は

ｕ＝１，３，５のときで６＋２＋１＝９通りです６

Ｔ＝２となる場合はｕ＝２のときで３通りです６

Ｔ＝４となる場合はｕ＝４のときで１通りです６

Ｔ＝６となる場合はｕ＝６のときで１通りです６

以上より得点Ｂの其11待値は１×9/36＋２×3/36＋

４×1/36＋６×1/36＝25/36ですＭ

グループ３｢20枚のカードから３枚を取り出すと

き赤色のカードがＸ枚（Ｘ＝０，１，２，３）だけ

含まれる確率をＰ(X)とおきます６Ｐ(1)=5Ｃｌ×

15Ｃ２／20Ｃ３＝525／1140=35/76,Ｐ(2)＝ｓＣ２
×15Ｃｌ／20Ｃ３＝5／38,Ｐ(3)＝5Ｃ３／ｚ０Ｃ３
＝1／114となりまれよって得点Ｃの期待値は、

１×35/76＋２×5/38＋３×1/114＝3/4ですｕ

グループ４｢共有点の個数が１個のときを考える

と－(b－２)／ａ＝０よりｂ＝２となりますbこのと

きのａ，ｂの組は(a,ｂ)＝(1,2Ｍ2,幻,(3,2)》

(4,2)，（５，２)，（６，２)の６通り。したがって、こ

の時の確率は６／６２＝１／６です６共有点の個

数が２個のとき￣00-2)／ａ＜Ｏよりａ＜Ｏだか

らｂ－２＞Ｏつまりｂ＞２となるｂは３，４，５，

６の４通りである。よって、このときのａ，ｂの

組(a,ｂ)は６×４＝２４通りです６したがって、

この時の確率は、２４／３６＝２／３です６以上

より、得点Ｄの期待|直は１×1/6＋2×2Ｂ＝３／２

ですｂ」

Ｔ「以上より各ゲームの得点の期待値が分かっ

たが、どのゲームに参ﾜｳけると有利力も」

Ｓ２｢期待Ｉ直が一番大きいゲーム４}こ参;bI]すること

が一番有利になりそうです6」

（３）センター試験過去間を改題した問題

ここではセンター試験過去間を改題した問題

による実践事例を提示していく。単元は「数学Ａ

期待値」で指導目標は｢比較による数学的活動を

通して期待値の活用について学ぶ｡」である。

問題次の各ゲームの中で、どれに参加するこ

とが得点上一番有利だろうか。

ゲーム１

１枚の硬貨を３回投げ､表が出た回数をＸとす
る。次にさいころをＸ回振る。（例えばＸ＝２
ならば、さいころを２回振ることになる｡）そ
うして、１または２の目が出た回数をＹとして

この回数を得点Ａとする。ただし、Ｘ＝０の場
合は、Ｙ＝０ときめる。

（平成１３年センター試験の改題）
ゲーム２

１つのさいころを２回続けて投げ､出た目の数

を順にａ,ｂとするとき、ｕ＝ａ／ｂとおく。Ｔ
を次で定義する。

ｕが偶数の整数にならぱＴ＝ｕ

ｕが奇数の整数にならぱＴ＝１

ｕが整数にならない場合はＴ＝Ｏ

このときのＴを得点Ｂとする。

（平成１６年センター試験の改題）
ゲーム３

赤青,黄緑の４色のカードが５枚ずつ計２０枚
ある。この２０枚の中から３枚を一度に取り出
す６３枚の中にある赤いカードの枚数を得点Ｃ
とする。

（平成１１年センター試験の改題）；
ゲーム４

大小２個さいころを投げ〈出た目を共々ａ,ｂと
し２次関数ｙ＝ｘ２－(b－２)/ａのグラフＦとｘ
軸との共有点の個数を得点Ｄとする。

（平成１７年センター試験の改題）

Ｓ１「各ゲームの得点の期待値を求めて、その値を

比較すると、どのゲームに参力けることが一番有

利になるかが分かると思いますｕ

Ｔ「各ゲームにおける得点の期待値を、グループ

１から４に分けて調べてもらいます６」

（４つのグループに分けて調べる時間を取る｡）

Ｔ「ゲーム１の期待値を調べたグループ１から

発表してもらいますＭ

グループ１１Ｙ＝１となる確率は、Ｘ＝１，２，３

のときがあるから､３Ｃｌ／２３×2/6＋3Ｃ２／２３

2２



とりうる値はＡ＝４，５，６，７である。４回で

一方の持ち点がなくなるためには、４回続けてＸ

またＹが起こることであるから、ｐ(A=4)=(1/3)４

＋(2/3)4＝17/８１５回で一方の持ち点がなくなる

ためには、はじめの４回にＸ（またはＹ）が３回

起こって、５回目にＸ（またはＹ）が起こること

であるからＰ(Ａ=5)＝4Ｃｓ(1/3)3(2/3)(1/3Ｈ４Ｃ３

(2/3)3(1/3)(2/8)＝8/2７６回で一方の持ち点が

なくなるためには､はじめの５回にＸ(またはＹ）

が３回起こって、６回目にＸ（またはＹ）が起こ

ることであるからＰ(Ａ=石)＝sC3(1/3Ｗ2/3)２

(1/3)＋5Ｃ３(2/③3(1/3)2(2/3)＝200/７２９７回で
一方の持ち点がなくなるためには、はじめの６回

にＸ（またはＹ）が３回起こって、６回目にＸと

Ｙが３回ずつ起こって、７回目にどちらが起こっ

ても良いからＰ(Ａ=7)＝6Ｃ３(1/3)3(2/3)30/3＋

2/3)＝160/729よって、得点Ａの期待値は４×

17/81＋5×8／27＋6×200／729＋7×160／729

＝4012／729です６」

グループ２｢出た目の差は０，１，２，３，４，５の６

通りで、各確率をかける。得点Ｂの期待値は１×

１０/36＋２×８/36＋３×６/36＋４×４/36＋５×

2/36＝35／１８となりますＭ

グループ３｢Ｘ＝１となる確率を求めると、（Ｗ)３

＝１/729である。次に例えばＸ＝３となる確率は

Ｐ(Ｘ≦３)－Ｐ(Ｘ≦２)=(3/9）３－(2/9)3＝19／729

です６したがって得点Ｃの期待(直は、２をｋ＝１

からｋ＝９までの和を表すとすると、Ｚ{Ｐ(Ｘ≦

ｋｊ－Ｐ(Ｘ≦k-D)=Ｚ(Ｍ)３－企－，３/93}＝Ｚ

(3k2-3k＋Ｄｋ／729＝1/729×(3/4×92×102-
1/2×9×10×19＋1/2×9×10}＝65／９となりま

す６」

グループ４｢Ｃ＝１となるのは、１色のみが４回

取り出されるときで､Ｐ,＝４×(1/4)4＝1/６４です６

Ｃ＝４となるのは、名色が１回ずつ取り出される

ときでＰ４＝４１×(1/4)4＝2/32です６
Ｃ＝３となるのは例えば赤が２回、青と黄色が１

回ずつ取り出されるときで、その確率は(41/２１）

×(1/4)2×1/4×1/4＝3/43であり、２回取り出され

る色の選び方が４通り、それが決まったとき、他

の１回ずつ取り出される色の選び方が、３Ｃ２＝３

通りあるからＰ３＝3/43×４×３＝9/１６となりま

（４）２欲試験過去間を改題した問題

ここでは２次試験過去間を改題した問題によ

るグループ学習を提示する。単元は「数学A期待

値で、指導目標は「比較による数学的活動を通

して期待値の活用について学ぶ｡」である。

問題次の各ゲームの中で､どれに参加するこ

とが得点上一番有利だろうか。

ゲーム１

Ｘ、Ｙの２人にはそれぞれ４点の持ち点があ

り、１つのさいころを振って１または３の目が

出たときはＸが１点を失い､その他の目が出た

ときはＹが１点を失うものとする｡ＸまたはＹ

の少なくとも一方が持ち点をすべて失うまで

にさいころを振る回数を得点Ａとする。

（昭和５４年Ｋ大の改題）

ゲーム２

２個のさいころを同時に１回投げるとき、出た

目の数の差を得点Ｂとする。

（昭和５３年Ｋ大の改題

ゲーム３

箱の中に、１，２，……、９の数字を１つずLつ
書いた同形同質のカードが９枚入っている｡こ

の箱から１枚のカードを無作為に取り出し､そ

の数字を調べてから、もとの箱に戻すbこれを

３回くり返して､取り出したカードの数字の最

大値を得点ｃとする。

（昭和４８年Ｋ大の改題）

ゲーム４

袋の中に赤､青黄､緑の４色の球が１個ずつ

合計４個入っている｡袋から球を１個取り出し
てその色を記録し袋にもどす試行を､くりかえ

し４回行う｡こうして記録された相異なる色の
数を得点Ｄとする。

（平成１７年Ｋ大の改題）

Ｓ１｢各ゲームの得点の期待値を求めて、その値を

比較すると、どのゲームに参加することが一番有一

利になるかが分かると思いますｕ

Ｔ「各ゲームにおける得点の期待(直を、グループ

１から４に分けて調べてもらいますＭ

（４つのグループに分けて調べる時間を取る｡）

Ｔ「ゲーム１の期待|直を調べたグループ１から

発表してもらいます６」

グループ１｢Ｘが１点を失うことをＸで、Ｙが１

点を失うことをＹで表すことにすると、Ｐ(X)＝

１／３，Ｐ(Ｙ)＝２／３です６題意により、Ａの

２３



v,＝Ｊｆ行/4×(a-D2(a－２)2.ａ

=石/4Jf(a-D2((a-D-1)zda二石/4J？{(ａ
－Ｄ４－２(a－１)3＋(ａ－Ｄ２}da＝打/４[1/5(a-

D5-1/2(a-D4+1/3(a-D3]；
=石/4(1/5-1/2＋1/3)＝打/120

す６残りのＰ２は余事象を考えてＰ２＝１－(1/64＋
9/16＋3/32)＝21/６４となります６以上より得点Ｄ

の期待Ｉ直は１×1/64＋2×21/64＋3×9/16＋4×

3/32＝175／64ですｕ

Ｔ「各期待|直ｳｺら、どのゲームに参力けるか。」

Ｓ２「ゲーム３の得点の期待｛直が一番大きいので、

ゲーム３に参ｶﾛすることが有利なようです6」
Ｔ「次に体積Ｖ２を求めてみよう。」

Ｓ５「グラフを書いて考えます6直線x+y=1上の

点Ｐ(a，１－a）（O≦a≦1）を通り、直線ｘ＋ｙ＝

１に垂直な平面で切った切り口の面積Ｓを求めま

す６次に面積Ｓを積分すると体積Ｖ２を求めるこ

とができます｡」

Ｔ「どのように断面積Ｓを求めるのか。」

Ｓ６「直線ｘ＋ｙ＝１上の点Ｐ（a,ｌ－ａ）（O≦ａ

≦1）を通り、直線ｘ＋ｙ＝１に垂直なI盲､線ｍを求

めます６ｍはｙ－(１－a)＝１．(ヱーa)よりｙ＝ｘ

＋1-2ａ……①次に直線①と曲線石十､/Ｔ

＝１の交点のＸ座I票を求めます、/万十､/Ｔ＝１

の両辺を２乗するとｘ＋y＋２，/天~Ｔ＝１ゆえにｘ

＋y－１＝－２，/三丁です６さらに２乗すると６K＋
y)2-26K＋y)＋1＝釘ゆえに仕一y)2-2位十y）
＋1＝O……②①と②からｙを消去すると(2a－

１)2-2(2x＋1-2a)＋1＝Ｏゆえに４a2-4x＝Ｏ

よって直線①と曲線へ/;?＋へ/Ｔ＝１の交点のｘ

座標はa2です６したがって､切り口は正三角形だ

から、面積Ｓ＝１/2×β(ａ－ａ２)×石/2×

何(a-a2)＝打/2×(a-a2)2ですｕ

Ｔ「この面積Ｓをどのように積分するの力も」

Ｓ７「このＳを積分区間O≦a≦1で積分しますＵ

Ｔ「本当にこの積分で正しい畑」

Ｓ８｢断面積に垂直な方向の区間で積分することが

正しく、ａで積分するのは間違いですｕ

Ｔ「どのように積分するのか。」

ｓ９「点(o，Ｄを点Ａ、点(１，０)を点Ｂとする。Ａ

Ｂ上の点がＰである。ＡＰ＝ｔとすると、ＡＢ＝

、/三だからｔ＝枢ａですｂよって、Ｓ＝石/2×

(a-a2)2＝打/2×(ｔ２/２－ｔ/石)2となりますｂ

このＳを積分区間Ｏ≦ｔ≦､/蚕で積分しますも」

2．「面積・体積Iに関する問題

（１）比較の有効性が生きた面積と体積の問題

ここでは「比較｣の有効性を生かすために２題

並列に配置した。単元は「数学Ⅲ積分法と面積と

体積｣で、指導目標は「比較による数学的活動を

通して積分法の活用について学ぶ｡」である。

問題次の(1)の体積Ｖ,と(2)の体積Ｖ２にお
いて、どちらの体積が大きいだろうか。

（１）放物線y＝ｘ２－４ｘ＋２と直線ｙ＝－ｘ
とで囲まれた部分を底面とし、ｘ軸に垂直な平
面で切った切り口がつねに正三角形であるよ

うな立体の体積をＶ,とする。（Ｓ大の改題）
（２）曲線行十､/Ｔ＝１（O≦ｘ≦１，０≦ｙ

≦１）と直線ｘ＋ｙ＝１とで囲まれた部分を底

面とし､直線ｘ＋ｙ＝１に垂直な平面で切った
切り口がつねに正三角形であるような立体の

体積をＶ２とする。（Ｔ大の改題）

Ｓ１ｍ實分で体積Ｖ,とＶ２を求めたいですｕ

Ｔ「先ず、体積Ｖ,をどのように求めるのかＪ

Ｓ２Ｆ切り口の断面積を積分します６そのためにグ

ラフを書いて考えます６放物線ｙ＝ｘ２－４ｘ＋

２と直線ｙ＝－ｘの交点は(１，－１)と(２，－２)で

す６放物線ｙ＝ｘ２－４ｘ＋２と直線ｙ＝－ｘと

で囲まれた部分を、直線ｘ＝ａで切ると、切り口

つまり線分の長さは－ａ－(ａ２－４ａ＋2)=－ａ２

＋３ａ－２……①です。点（ａ，０）を通りｘ軸

に垂直な平面で題意のように切った切り口は一辺

の長さが①である正三角形です｡」

Ｔ「この切り口の面積はどうなるか。」

Ｓ３｢この面積は、１/２×(一ａ２＋3ａ－⑳Ｘ､/丁/２

×(－ａ２＋３ａ－２)＝石/4×(ａ２－３ａ＋⑳2＝

石/4×(ａ－Ｄ２（ａ－２)２……②」

Ｔ「これをどのように積分するのか。」

Ｓ４「②をａ＝１から２までで積分します6」

■も

●￥

V2＝ｊｆ､/丁/2×(t2/2-Ｗ三)2.t＝

打/2ｊｆ(w4-t3/打十t2/2雌､/丁/２

×[MO-W4何十t3/d炉=何/6０

2４



S]=－JL1ogxdX＋JflogxClX

=-[xlogX-x]}ん十[xlogx-x]f=2-2/ｅ

Ｔ「これ以外の積分の方怯はあるだろう力M

S10｢ｔ＝打ａより。t／da＝､/１Ｊとなりｄｔ＝

、/三.aだから次のようにも積分できますも」
グループ２｢グラフを書いて考えます６２つの放物

線３ｙ＝ｘ２と直線ｙ＝ｘの交点のｘ幽票を求め豆

まれ３ｘ＝ｘ２ｘ(ｘ－３Ｄ=Ｏよりｘ＝０，３よ

って、求める交点は(０，の，（３，３)です６２つの

放物線は直線ｙ＝ｘに関して対称になるので、面

積を次のように積分して求めますＭ
Ｓ１１ＩＶ１＝何/120＜2柄／120=Ｖ２となり、Ｖ２

の方が大きいことが分かりました。」

３

汕
刎’ｘ
価》３０ｘ
別
石

一
一
位
』

２
２

ｓ
二

グループ３｢グラフを書いて考えます６２つの楕円

ｘ２＋ｙ２／3＝１とｘ２／3＋ｙ２＝１の内部の重

なった部分はｘ軸、ｙ軸に関して対称だから、Ｏ

≦ｘ、Ｏ≦ｙの部分の面積Ｓ３／４を先ず考えま

す６２つの楕円ｘ２＋ｙ２／3＝１とｘ２／3＋ｙ２

＝１の第１象限における交点を求めると(､/丁/２，

打/2)です６またＯ≦ｘ、０≦ｙの部分の面積は

直線ｙ＝童に関して対称であることを便I'､ますb

x2＋ｙ２／3＝１よりｙ＝石､/I~=~三丁だから次

のように積分しますｂ」

（２）比較の有効性が生きた面積の問題

ここでは｢比較」の有効性を生かしたグループ

学習の事例を提示する。単元は[数学Ⅲ積分法と

面積｣で、指導目標は「比較による数学的活動を

通して積分法の活用について学ぶ｡」である。

問題（１）から（５）の体積Ｓ１～Ｓ５の中で、
一番大きい面積と一番小さい面積と３番目に大

きい面積はどれだろうか。

（１）曲線ｙ＝ｌｏｇｘ，直線ｘ＝１/ｅ，ｘ＝ｅ，
ｙ＝０で囲まれた面積をｓ，とする。
（０６年Ｋ大の改題）

（２）２つの放物線３ｙ＝ｘ2,3ｘ＝ｙ２で囲

まれた部分の面積をＳ２とする。
（０７年Ｒ大の改題）

（３）２つの楕円ｘ２＋ｙ２／3＝１とｘ２／3＋

ｙ２＝１の内部の重なった部分を面積Ｓ３
とする。（Ｎ大の改題）

（４）極方程式r＝１＋ｃｏｓＯで表された曲線で

囲まれた部分の面積をｓ４とする。ただ
し、Ｏ≦８≦2兀とする。（Ｈ大の改題

（５）曲線ｙ＝ｓｍｘ，ｙ＝Sin2xで囲まれら部

分を面積Ｓ５とする｡ただしＯ≦０≦2兀
とする。（Ｍ大の改題）

グループ４｢グラフを書いて考えます6この曲線は

以前学んだカージオイド（心臓形）です６ｘ軸に

関して対称だから次のように積分します６

S4=2×1/2Jir2ClO＝Ｊ『(1+cosO)2Ｍ

＝Ｊｉ(1+2cosO＋cos20)Ｍ

＝Ｊｉ(1+2cosO＋1/2+oos2M)ｄｏ

=[O＋2smO＋Ｍ+sin20/4Ji＝3元/２

Ｓ１「積分で各面積を求めて比較することですb」

Ｔ「面積Ｓ,からＳ５を５グループに分かれて調

べてもらい、発表してもらうことにしますｕ

（５つのグループに分けて調べる時間を取る｡）

グループ１｢グラフを書いて考えていきます6曲線

ｙ＝ｌｏｇｘとｘ軸との交点のｘ座標は､ｘ＝１ですｂ

ｙ＝Iogxのグラフは、１/も≦ｘ≦１でｘ軸より下

方、１≦ｘ≦ｅでｘ軸より上方にありますｂよっ

て、積分すると次のようになります６」

グループ５｢グラフを書いて考えます｡２つのグラ

フの交点はｓｍｘ=Hsin2xsinx=2ｓｍｘｃｏｓｘｓｍ

ｘ(l-2cosx)=ＯＥｎｎｘ印jCosx=1/２よりｘ=０，

元/３，元，５元/３，２元これとｙ=Edn2xのグラフ

はｙ=ｓｍｘをｘ軸方向に１２倍したものだから、

この２曲線のグラフは共に点(元，のに関して点対

称です６次のように積分しますⅥ

2５



V,＝元Jぞ(IOgx)２６ｌｘ

=冗[x(logx)zIf一元Ji21ogxClx

＝元e-2元[xlogx-x]f＝元(e－２）

S5／2＝Ｊｉﾉﾖ(sin2x-sdmjdx＋Ｊ孫/3(sinx

-sm2njdx=[-cos2x/2+CO剣i/｝

+[-cosM+cosqd雲ﾖｰ5/2よりＳ５＝５
グループ2｢グラフを書いて考えます６２つの曲線

で囲まれた部分においてＸ軸より下側を折り返し

た図形の回転体の体積を求めることになります６

また折り返した図形は直線ｘ＝3冗触に関して対

称ですので元/4≦ｘ≦3元/４の部分の回転体の体

積を求めて次のように２倍します6」

Ｔ塔面積が求められた。順番はどうなるか。」

Ｓ２「1＜Ｓ,＝2(e-1比＜２，ｓ2＝３，３＜Ｓ３＝

2石元／3＜4,4＜Ｓ４＝3冗烟＜5、Ｓ５＝５より

一番大きい面積はＳ５で､一番小さい面積はＳ１で

す６３番目に大きい面積はＳ３です凶 『》“
魂
釧
０
肋

訓
噸
冊

》』》肌
州
洲
仙
什

ｚ
ｊ
腫
冗

Ｖ
元
元
一
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（３）比較の有効性が生きた体積の問題

ここでも「比較」の有効性を生かしたグループ

学習の事例を提示する。単元は｢数学Ⅲ積分法と

体積｣で、指導目標は「比較による数学的活動を

通して積分法の活用について学ぶ｡」である。
グループ３「グラフを書いて考えます。

ｙ￣＝(l-2x2)／､/I=~三丁より増減表を書きます６
問題（１）から（５）の体積Ｖ,～Ｖ５の中で、
一番大きい体積と一番小さい体積と３番目に

大きい体積はどれだろう油

（１）曲線ｙ＝ｌｏｇｘ，直線ｘ＝ｅ，ｙ＝０で
囲まれた図形をｘ軸のまわりに１回転

してできる回転体の体積をＶ,とする。

（０１年Ｉ大の改題）

（２）Ｏ≦０≦2元の範囲で､曲線ｙ＝Ednxと

ｙ＝cosOとで囲まれた図形をｘ軸のま
わりに１回転してできる立体の体積を

Ｖ２とする。（０２年Ｔ大の改題）
(3)曲線ｙ＝ｘ､/１－＝5丁（O≦ｘ≦1),Ｘ軸
で囲まれた部分をｙ軸のまわりに１回転．

してできる回転体の体積をＶ３とする。：
（０５年Ｈ大の改題）

（４）曲線ｙ＝ｓｍｘ，ｙ＝tanx/２１直線ｘ
＝０，ｘ＝元/2で囲まれた部分をｘ軸の

まわりに１回転してできる立体の体積

をＶ４とする。（０７年Ｋ大の改題）
（５）直線ｙ＝ｘと曲線ｙ＝ｘ３（ｘ≧O）に

より囲まれる部分を､直線ｙ＝ｘのまわ

りに１回転してできる回転体の体積を

Ｖ５とする。（０６年Ｙ大の改劉

■、■■■■m
￣－－－■■、■■

■■、■、■図■回
半径x、高さｙ＝ｘ､/1-=ﾗﾋﾞ丁、幅」xの円筒形の

体積は」Ｖ＝2元ｘ・ｘへ/1-=;7丁」xだから､求め

たい体積Ｖ３は次のようになりますも」
ｘ＝ｓｍＯとおくと。x/ａＯ＝coSOより。x＝

ｃｏｓＯｄＯｘが110,1]の時０が【0,元/21である。

したがってV3=2元Jb2戒.ｘ､/1-三三Tdx＝

2元Ｊ了2sm20cos20dO=冗/2J;/zsm220

dO＝元/4J;/2(l-oos40)ｄｏ

＝元/4[０－１/4.ｓｍ４０ｌｉ/2＝冗圏尼
グループ４｢グラフを書いて考えます６２曲線ｙ＝

ｓｍｘとｙ＝tanx/２は､原点と点(元/２，，で交わ

るので、次のように積分します６

S１１積分で各体積を求めて比較することです6」

Ｔ「体積Ｖ,からＶ５を５グループに分かれて調

べてもらい、発表してもらうことにしますＭ

（５つのグループに分けて調べる時間を取る｡）

グループ１｢グラフを書いて考えていきます6積分

区間１≦ｘ≦ｅで元(logX)2を積分しますＵ

グループ５｢グラフを書いて考えます６直線ｙ＝Ｘ

上で原点から距離ａにある点をＡ、点Ａを通る傾

き－１の直線と曲線ｙ＝ｘ３との交点をＢ位，ｘ３）

とします６またＢを通りｘ軸に垂直な直線で直線

2６
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引用・参考文献y＝ｘとの交点をＣとします６０Ｃ=､/蚕です６さ

らに直線ｙ＝ｘと曲線y＝ｘ３との交点(１，，をＤ

としますＢＯＣ＝枢ｘ（Ｏ≦ｘ)、ＡＢ＝ＡＣ＝

ｌｘ－ｘ３１／、/三＝(ｘ－ｘ３)／石よりａ=OC

-AC=Ｅｘ－(ｘ－ｘ３)／枢＝(ｘ＋ｘ３)／β

…①したがって、ｄａ/dx＝(1＋3ｘ２)／石より

da＝1A/三×(1＋3ｘ２)｡ｘ①よりａが[０，打］

のときｘは[０，１]ですｂよって、体積Ｖ５は次のよ

うに積分します。」
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Ｔ「体積が求めれらたが順番はどうなる畑」

Ｓ２「2＜Ｖ,＝元(ｅ－２）＜３，７＜Ｖ２＝元(冗十

③／4＜８，１＜Ｖ３＝元2／８＜２，１＜Ｖ４＝元(３

元一ｓ／４＜２１Ｖ３－Ｖ４＝元(16-5元)／８＞Ｏ

よりＶ３＞Ｖ4,0＜Ｖ５＝4打元／105＜１だから、

一番大きい体積はＶ２で､一番小さい体積はＶ５で、

３番目に大きい体積はＶ３ですＵ

以上のように、入試問題を改題したものを複数

並列に配置した。毒i斜書で積分法を一通り終えた

段階で､上記の問題を提示して授業を構成すると、

樹舷に関する確かな理解と納得を獲得すること

ができた｡つまり、複数のタイプの問題を集団で

比較検討しながら問題を解決していく過程で、不

確かで暖昧であった知識や技能や瑠弊などが、確

かな理解や納得へと結O叶寸いていったのである。

受験では、不確かで暖昧である知識やi支能や理解

などは合格得点には結ぶ付かない。集団で比較検

討するなどの学習によって、個々の暖昧で不確か

な学力が､確かな学力へと昇華していくのである。

最後に、提示する問題の質の重要性について示

唆に富むボリアの言葉をﾃ記述して本稿を閉じる。

『教師が学生の知識にふさわしい問題を与えて

興味をそそり、適当な質問によって問題を解く手

助けをしてやるならば学生に自分自身でものを

考える意欲と方法を与えることができる｡」
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第４部実践論文

「比較」を絡めた｢－）投化」「特殊化」「類推E｣による問是亘解決

北海道滝jll高等学校工藤寛之

要約

意識的・戦略的に「比較」を取り入れた学習指導は、主体的な学習意欲と確かな理解や納得を得
る上で有効である。「比較」も｢数学的活動｣の一種であると考えている。新学習指導要領では数学
的活動を通して一層主体的な学習活動を求めている。また、「比較｣は､新学習指導要領の課題であ

る｢体系的理解」「表現能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に基づいて判断する態度」「創造性」
を培う上でも有効である。このような「比較」の有効性を生徒から引き出す問題づくりの工夫につ

などより明らかになってきた。本稿では、上記の新学習指導要領の課いても、 二実践や文献＃け

題を達成できるために、問題解決において｢比較｣の有効性を生かしながら｢一般化｣｢特殊化｣｢類推」
の考え方を用いた問題解決の授業について具体的な事例で提案していく。また、実践事例から「一
般化」「特殊化｣｢類推｣の有効性が引き出されていく状況も考察された。「比較｣と絡めながら｢一般
化J｢特殊化｣｢類推Iを生かした学習指導ｳﾖ主体的な学習や学力向上につながる｡また､本稿の実践事

例が大学受験の学力の一層の向上と躍進にも生きると考えている。

キーワード：一般化特殊化類推比較数学的活動問題解決大学入試間是圓学力向上

一つの対象からそれを含む全体の集団に移るこ

とで一般化（Genera1izaion）が行われる。

問題を解くのに一般化は極めて有効である。

特殊な問題を解く成功の鍵は一般的な問題を考

え出すことである。例えばａ，ｂが任意の正

の数のとき2,-1(ａｎ＋い）≧(ａ＋ｂ）ｎが成

り立つことを証明する成功の鍵の一つは、一般

的な問題｢ｘ＞Ｏのとき関数ｆ(x)＝２，－１(ａｎ

＋ｘｎ）－(ａ＋ｘ)、の値域が０以上であること

を証明せよ｡」を考え出すことである。つまり、

不等式の証明問題を特定の文字に着目した関数

の値域の問題へと「一般化（Generalizaion)」

することによって微分という道具の利用が可能

となり解き易くなってくることである。このよ

うな数学的な考え方に触れることによって、新

学習指導要領の課題である｢体系的理解」「表現

能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に基づ

いて判断する態度」晴Ｉ造幽を培う上でも有効

である。また、生徒が大学の入試問題でも合格

１「一般化(Generahzaion)」による問題解決

一般化(Generalizaion）ということは､与え

られた－組の対象からそれを含むより大きな組

の考察に移ることである｡例えば生徒が数列１，

１，２，３，５，８，……の第７項や第８項な

どの考察から任意の項の数（￣般頂）について

の考察学習に移るとき、生徒は一般化したわけ

である。また生徒が鋭角の三角比の学習から一

般角の三角関数の学習に移る賎生徒の学習は

一般化したわけである。これらの２つの事例に

おいて２つの違った仕方がなされたことが注意

される。第１例では､一般頃に移る際に、定数

が変数によって定まった整数１３がａｎ＝１／

､/三・((１＋石)n／2,-(１－石)､､／2,}で制

限されているだけの任意の自然数ｎによって置

き換えられた。第２例では、鋭角から任意の角

０に移る時一つの制限すなわち０゜≦０≦

180゜なる制限が取り去られた。しばしばただ

◆－
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Ｓ７「（１）と（２）と同じように式変形では証

明できそうにもありませんb」

Ｔ「特定の文字に着目して､その文字の関数式

へと読み換えると「一般化｣が有効となる場合

があるので（４）はａ２=ｘ＞０と置き換えて考

えみるとどうなるだろうか。」

Ｓ７「ｆ(x)＝２，－１(ａ,n＋ｘ､）－(ａ,＋ｘ)ｎ

とおき、Ｘで微分するとｆ￣(Ｘ)=n2n-1Xn-1

-n(ａ,＋X)ｎ-1=ｎ他X)ｎ-１－(ａ,＋X)ｎ-1｝

以上よりｆＴａ,)＝n2n-1a1n~’－，(ａｒ

＋ａ,)、-1＝Ｏ、ｆ(ａ,)＝２，~'(ａ,n＋ａin）

－(ａ，＋ａ,）ｎ＝２ｎａ１ｎ－２ｎａ１ｎ＝０ま

た､ｘ＞ａのとき２ｘ＞ｘ＋ａよりｆ￣(x)＞０，

ｘ＜ａのとき２ｘ＜ｘ＋ａよりｆ￣(x)＜Ｏで

ある。次に増減表を書きます6」

点を勝ち取るためには有効な考え方であり、一

般化が活きる授業を構成できるように考えたい。

ここでは「比較」による「司投化」の有効性

を生かした不等式の証明の問題事例を考察して

いく。問題を数題並列に配置して比較が有効に

働くように意図した｡単元は｢数学Ⅱ不等式､数

学Ⅲ微分法｣で指導目標は｢比較による一般化と

いう数学的活動を通して微分法の活用について

学ぶ。」であるけ

問題ｎは２以上の整数ｍは自然数，ａｉ(１
≦ｉ≦、)は任意の正の数とする。次の（１）か

ら（６）の中で正しい不等式はあるだろうかＩ。

（１）２(ａ12＋ａ22）≧(ａ,＋ａ２)２
（２）４(ａ13＋ａ23）≧(ai＋ａ２)３
（３）125(ａ14＋ａ２４＋ａ34＋ａ４４＋ａ５４）

≧(ａｌ＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５)４
（４）２，－１(ａｌｎ＋a2n）≧(ａｌ＋ａ２)。
（５）３，－１(ａｌｎ＋a2n＋a3n）

≧(ａ,＋ａ２＋ａ３)ｎ
（６）mn-1(ａ,n＋a2n＋……＋amn）

≧(ａ,＋ａ２＋……＋ａ」。

黒＝器＝詞
S8｢以上からｆ(x)＝２，－１(ａ,n＋ｘｎ）－(ａ，

＋Ｘ)ｎ≧０であることが分かり、2,-1(ａ,ｎ

＋a2n）≧(ａ，＋ａ２)ｎが成り立ちますｕ
Ｔ「次に（５）の証明はどうなるだろうか。」

Ｓ９「（４）と同様に特定の文字に着目して、そ

の文字の関数式へと読み換えると「一般化」が

有効となるので（５）はａ３=ｘ＞０と置き換え

て考えてみますb」

S10｢ｇ(ｘ)=3,-1(ａ，n＋a2n＋ｘ､）－(ａ,＋

ａ２＋Ｘ)nとおき、Ｘで微分するとｇ￣(X）

＝ｎ３ｎ－１ｘｎ~’－，(ａｌ＋ａ２＋ｘ)ｎ-1

＝ｎ{(曲)ｎ－１－(ａ,＋ａ２＋Ｘ)ｎ-1｝．

以上よりｇ￣（ａ,／2＋ａ２／2)＝ｎ((3ａ,／２

＋3ａ２／2)ｎ-１－(3ａ,／2＋3ａ２／2)ｎ-1}＝

０またｘ＞ａ,／2＋ａ２／2のとき３ｘ＞ａ,＋

ａ２＋ｘよりｇ￣(x)＞０，ｘ＜ａｌ／2＋ａ２／

２のとき３ｘ＜ａ,＋ａ２＋ｘよりｇ￣(x)＜０

である。ｇ(ａ,／2+ａ２／2)=3,-1(ａ，n＋ａ２ｎ

+(ａ,／2＋ａ２／2)、)－(ａ，＋ａ２＋ａ,／2＋

ａ２／2)、＝(３／２)n-1{2,-1(ａ，n＋ａ２ｎ)－

(ａ,＋ａ２)､)≧Ｏなぜならば（４）が成り立
つからですｕ

Ｓ１１｢次に増減表を書いて､調べていこうと思い

ます｡」

Ｔ「5つの式の中で､正しい不等式はある力Ｍ

Ｓ１「（１）と(２）は正しそうです６例えばａ，

＝２、ａ２＝１のときなどは成り立ちますｕ

Ｔ「任意0,)正の数ａｉに対して成り立つの力Ｍ

Ｓ２「（４）が正しければ(1)も正しいようですＪ

Ｓ３「（６）が正しければ（３）も正しそうですＵ

（各生徒が予想する｡）

Ｔ「正しいようにも観えるが、どうするか｡］

Ｓ４「（１）と（２）は証明できそうですＵ

Ｓ５「(４）（５）（６）も証明できそうですＵ

（不等式の証明が各生徒の課題となった｡）

Ｔ「（１）と（２）の証明を先ず考えてみよう｡」

正しいようにも観えるが、どうする力Ｍ

Ｓ６「(1)を証明します６２(ａ12＋ａ22）－(ａ，

＋ａ２)2=ａ12＋2ａｉａ２＋ａ２２=(ａ１－ａ２）２

≧０となり、２(ａ12＋ａ２２）≧(ａ,＋ａ２)２が

成り立ちます6」

Ｓ６「(2)を証明します６４(ａ13＋ａ２３）－(ａ，

＋ａ２）３=3(al3＋ａ２３－ａｉ２ａ２－ａｌａ２２)＝

3(ａ，＋ａ２)（ａ１－ａ２）２≧Ｏとなり４(ａ13＋

ａ２３）≧(ａ,＋ａ２)３が成り立ちますＪ

Ｔ「（４）と（５）の証明はどうなるだろうか｡」

2９
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ａ但十ａＥ

ｇＴｘ）０＋

ｇ(x）減少０以上増加

似上で課題が解決した）

Ｔ「（３）は正しいのか。」

S17｢(6)において、＝５，，＝４のときが（３）

であるから正しいですｕ

（問題が解決した｡）

Ｔ「振り返ってみて大切なことは何か。」

S18｢特定の文字に着目して､その文字の関数式

へと読み換えると｢一般化Jが有効となります６

つまり、不等式の証明問題を特定の文字に着目

した関数の値域の問題へと「一般化

（Generalizaion)」することによって微分とい

う道具の利用が可能となり解き易くなってくる

ことですＭ

次でも「比較」による「一般化」の有効性を

生かした不等式の証明の問題事例を考察してい

く６問題を数題並列に配置して上厳がﾌ毎i;bに働

くように意図した。単元は「数学Ⅱ不等式、数

学Ⅲ微分法」で指導目標は「し上較による一般化

という数学的活動を通して微分怯の活用につい

て学ぶ｡」である。

Ｔ「問題を提示しますⅥ

Ｓ１２似上からｆ(x)＝3,-1(ａ，､＋a2n＋ｘＰ）

－(ａ,＋ａ２＋x)n≧Ｏであることが分かり、

3,-1(ａｌｎ＋a2n＋ａ３ｎ）≧(ａｌ＋ａ２＋ａ３)ｎ
が成り立ちます６１

Ｔ「次に（６）の証明はどうなるだろうか｡」

Ｓ13｢数学的帰納法で証明できそうです6」

ｓ14｢ｍ＝１のときは自明です。ｍ＝２のとき

く2)で証明されました。次に､二ｋのときｋｎ－１

(ａ,p＋a2n＋……＋akn）≧(ａ，＋ａ２十……
＋ａｋ)ｎ

……①が成り立つと仮定します６

次に、＝ｋ＋１のときを調べますｂａｋ+,＝ｘと

置き換えて、関数ｈ(x)=(ｋ＋1)n-1(ａ，､＋

ａ２ｎ＋…＋ａｋｎ＋Ｘ､）￣(ａｌ＋ａ２＋…＋ａｋ
＋Ｘ)nを考えてみますｂこの関数をＸで微分す

るとｈ￣(ｘ)＝(ｋ＋1)n-1nxn-1)－，(ａ,＋

ａ２＋…＋ａｋ＋ｘ)n-1＝ｎ((ｋ＋Dn-1xn-1）

－(ａ'十ａ２＋…＋ａｋ＋ｘ)n-１｝、(ｋ＋、ｘ＞

ａｌ＋ａ２＋…＋ａｋ＋Ｘ

つまり、ｘ＞(ａ,＋ａ２＋…＋ａｋ)／ｋのとき、

Ｈ(x)＞０です６

また、ｘ＜(ａｌ＋ａ２＋ａｓ＋…＋ａｋ)／ｋのと

き、ｈ~(x)＜Ｏです６

そしてｈ((ａ,＋ａ２＋…＋ａｋ)／k)=(k+Ｄｎ~’

［ａｌｎ＋a2n＋､.＋ａｋｎ＋((ａｌ＋ａ２+…＋ａｋ）

／k}､１－((k+1)／k}n(ａ,+ａ２+…+ａｋ+ｘ)ｎ

＝{(k+D／k}n{kn-1(ａ,n+ａ２ｎ+……＋akn）

￣(ａｌ＋ａ２+……+ａｋ)ｎ≧Ｏなぜならば①

から成り立ちます６次に増減表を書きます凶

▲

問題ａｉ(１≦ｉ≦ｎ＋1)を正の実数とする。
次の(1)～(3)の中で正しい不等式はあるｶｺも

(1)２{(ａ,＋ａ２)／２－(ａ１ａ２)'/2}≦
３((ａ,＋ａ２＋ａ３)／３－(ａｌａ２ａ３)'/3｝

<2）３{(ａｒ+a2+ａ沙/３－(ala2aj1/3}≦
４((ａけa2r卜ａ３ｒ卜ａ少／４－(ala2a8aj1/4｝

(3)ｎ((ａ,+…+ａｎ)／､－(ａ,…ａｎ)'/､}≦
６，+D((ａ,+…+ａｎ+ａｎ+])／ｂ+、
－(ａ１…ａｎａｎ+,）’八n+')）

Ｓ１「（３）が証明できれば（１）も（２）も正

しいことになります６（３）を証明することは難

しいようです6」

（予想する｡）

Ｔ「先ず(1)の証明を考えてみよう。」

Ｓ２「ａ３＝ｘ３つまりａ３１／3＝ｘとおいて関数
へ一般化することによって解決しそうです６」

（課題１をつかむb）

Ｓ３「ｆ(x)=X3-3(ａｌａ２)’/3X+2(ａｌａ２)1/２

とおきますｂｘで微分するとｆ￣(x)＝3ｘ2-

3(ａ１ａｊｌ／3＝３{ｘ２－(ａ１ａｊ１/3}となる。

ｆ((ａ１ａ２）１／６Ｈ(ａ１ａ２）１／６｝３－

３(ａ１ａ２)’/3(ａ１ａ２)'/6+2(ａ１ａ２)1/２

Ｈ(x）」
ｈ(x）戸減少０以上鋤ロ

●■

S15｢以上より、

(ｋ＋1)n－1(ａ，n＋a2n＋…＋ａｋｎ＋ａｋ+,､）

≧（ａ,＋ａ２＋…＋ａｋ＋ａｋ+,)、が成り立つ

ことが分かりました｡」

Sl6｢以上から任意の正の数ａｉ(１≦ｉ≦、)に

対して(6)が成り立つことが証明できました｡」

3０

Ｘ ０ ｡●、●●●

ａ １/2＋ａ２/２
●●●●●■

９

￣

(x） ０ ＋

９ (x） 減少 ０以上 増加

Ｘ ０ ●●●●●● (ａ,＋ａ２+…
＋ａ ｋ)／ｋ

●●●●●●

ｈ
￣

(x） ０ ＋

h(x） 減少 0以上 増うりロ



=ｏｆ￣((ａ１ａ２）’／6)=3((ａ１ａ２）〃６

￣(ａｌａ２)'/3)＝Ｏですb増減表を作りますb」

以上の事例から分かるように、問題を「一般

化｣することによって、複雑になるどころか、

かえって、微分や数学的帰納法などの利用でき

る数学的道具の範囲が広がることにより、問題

が解き易くなることもあるのだということであ

る。また、複数の小間を並列配置することによ

って、問題間の比較ができ、考え方の比較も有

効に機能していった。次では、一般化と対にな

る概念である特殊化について考察する。

－，■円(ａ１ａｊｖ６
■団Tm■■■■ ＋

Ｐ、田増ｶロ
Ｓ４「以上より２((ａ,＋ａ２)／２－(ａ１ａ２)1/2｝

≦３((ａｌ＋ａ２＋ａ３)／３－(ａｌａ２ａ３)'/３
が成り立つことが分かりました｡」

（課題１が解決した｡）

Ｔ「次に(3)の証明を考えてみよう。」

Ｓ５「ａｎ+1＝ｘｎ+'とおいて、つまりａ３１/(､＋1）
＝ｘとおいて関数へ一般化することによって解

決しそうです６しかし、（ａ]…ａｎ)'/nや(ａ，

…ａｎａｎ+,）'八n+')が式計算を困難にしそう
ですｕ

（課題２をつかむb）

Ｔ「(ａ,…ａｎ)'/n(､+')＝ｂと置こう。」

S6｢g(x)=ａｎ+１－(､+1)(ａ,…anan+J1/(､+'）
＋n(ａ1.8.ａｎ)’/n＝Ｘ､+１－(n+1)ｂｎＸ＋ｎ
ｂｎ+'となります6」

S7｢ｘで微分するとｇ￣(x)=6ｐＨ）ｘｎ－６ｎＨ）
ｂｎ＝or+D(ｘｎ－ｂｎ)となります6」

S8｢g(b)＝ｂ､+１－ｂ'十1）ｂｎｂ＋nbn+1＝０，

９＝(b)＝価1)(ｂｎ－ｂｎ)＝０となり、次に増
減表を書きます６ｂ=(ａ,…ａｎ)'/､(n+')」

2Ｊ特殊化(EhOecialization)｣による問題解決

特殊化(Specia1ization）ということは､与え
られた一組の対象の考察からそれに含まれるよ

り小さい－組の対象の考察に移ることである。

例えば２次関数ｙ＝ｘ２＋2ｘ＋ｋ＋３の考察か

ら、このグラフがｘ軸と２点で交わるように定

数ｋの値の範囲を生徒が考えると、判別式より

Ｄ／４＝１２－１。(ｋ＋３)＞Ｏゆえにｋ＜

－２が答えとなる。このとき２次関数ｙ＝ｘ２

＋2ｘ＋ｋ＋３は１点で接するときｋ＝－３､共

有点を持たないときｋ＞－３などより、ｘ軸と

２点で交わるときのみに特殊化

（SnQecializatipn）させたのである。さらにｋ＝
－４のとき２次関数ｙ＝ｘ２＋2ｘ－１となりｘ

軸と２点で交わる。一層、特殊化

（EiDecialization）したわけである。これら２つ

の移行の例には２つの違った仕方が行われた。

第１の移行､すなわち「ｙ＝ｘ２＋2ｘ＋ｋ＋3」

から「ｘ軸と２点で交わる場合ｙ＝ｘ２＋2ｘ

＋ｋ＋３位く－２)」に制限が導入された。第

２の移行では変数ｋに対して特別な値ｋ＝－４

という値が、すなわち変わる実数ｋに対して－

４と置かれた。

我々は、対象物の全集団から、その集団に含

まれるただ１つの対象に移ることで、特殊化す

ることが多い。我々は一般的な主張を検討した

い場合、具体的な１例を取り上げて、一般的な

主張がちょうどこの具体的な１例に対して真で

あるか否かを調べるのである。特殊化

（Specdalization）は－綱上（Generalizaion）

と移行方向が逆方向であるが、相互に関連し合

－■、■■■■ｂ
￣田岡■０＋

Ｚ田晒０ 増加

Ｓ９「よって(3)が成り立ちますｕ

（課題２が解決した｡）

Ｔ「（２）はどうなるの力も」

S10｢（２)は（３）において、＝３のときですU

S11「（１）（２）（３）全て正しいですｂ」

Ｔ「振り返ってみて大切なことは何れ」

S15｢特定の文字に着目して､その文字の関数式

へと読み換えるとＦ一般化｣が有効となります。

つまり、不等式の証明問題を特定の文字に着目

した関数の値域の問題へと「一般化

（Genera1izaion)」することによって微分とい

う道具の禾侃が可能となり解き易くなってくる

ことです６」

（問題が解決した｡）

亟

て
こ■

３１

Ｘ ０ ●●●●■● (ala2） 1／６ ●●●●●、｡

ｆ
￣

(x） ０ ＋

f(x） 減少 ０ 増加

Ｘ ０ ●●●●●● ｂ ●●００●●

９

￣

(xｌ ０ ＋

９ (x） 減少 ０ 増加



Ｓ４「ｎ＝２のときを考えてみますbこのときｘ２

＝５２＋２×ｘ＋ｙつまり、ｘ２＝25＋2ｘ＋

ｙとなりますｕ

Ｔ「ｘ，＝５＋ｘ＋ｙとｘ２＝25＋２ｘ＋ｙの

２つの式からｘとｙの値が搾り出せない力も」

Ｓ５「ｘ，とｘ２を１６の倍数としたらｘ２－ｘ１

も１６の倍数です。よってｘ２－ｘ，＝ｘ＋２０

も１６の倍数です６１≦ｘ≦１６より２１≦ｘ＋

20≦３６ゆえにｘ＋20＝３２よりｘ＝１２ですＵ

Ｔ「ｙはどのようにして求めるのか。」

Ｓ６「ｘ,＝5＋12＋ｙ＝17＋ｙと１≦ｙ≦１６よ

り１８≦17＋ｙ≦33であり､17＋ｙ＝32である。

よってｙ＝１５となりますｕ

Ｓ７｢以上からｘｎ＝５，＋12,＋１５となりますＵ

Ｓ８「ｎ＝１のときｘ，＝５１＋12×１＋15＝３２

となり、ｘｎは１６の倍数です6」

Ｓ９｢任意の自然数ｎに対してｘ､＝５，＋12,＋

15が１６の倍数となりそうです6」

（予想する｡）

Ｔ「あとはすべての自然数ｎに対してｘｎが

16の倍数となることを示したいb」

Ｓ10｢数学的帰納法で証明できそうです6」

（課題１をつかむb）

Ｓ１１｢ｎ＝ｋのときｘｋ＝５ｋ＋12ｋ＋１５を１６

の倍数と仮定します６，＝ｋ＋１のときｘｋ+,＝

５k+'＋12(ｋ＋１)＋15＝５(５k＋12ｋ＋15)-

48ｋ－48＝5xk-16×3(ｎ＋１)よってxk+１

も１６の倍数である。以上より、任意の自然数

に対して、ｘｎ＝５，＋12,＋１５は１６の倍数

ですｕ

（課題１が解決した｡）

Ｔ「Ｄ君の主張は正しかったわけ危次にＥ子

さんの主張について調べていこう。」

Ｓ12｢帰納的に、＝１の場合、２の場合と考えて

もうまくいきそうもありませんｂ」

Ｔ「このような問題では､_ｿﾞiBl数ｎのままで特

別な場合､つまり極端な場合に条件が達成でき

るのだろうかと予想を付けてみよう。」

Ｓ11｢ｎ本の線分のlB日誰の和が最小の場合に問

題の条件が達成さｵ]そうだと予想できますＭ

（予想する｡）

Ｔ「ペアの作り方は、1通りと有限なので､足犀推

った重要な概念である。授業で大学の入試問題

などの解法を教授していくときの重要な概念で

もある｡この概念を活用していくと、生徒に深

い理解と納得をもたらすことができる。

特殊化という概念を活用して問題解決して

いく授業を構成していくということは、教室に

おける集団学習において受験学力の根っこの部

分を太く培うことである。そのことは、教室と

いう集団の力で個々の学力も向上していくとい

うことである。つまり、教室における多様な考

えの比較検討や集団の学ぶ雰囲気の醸成などが

個々の生徒の真の学力向上をもたらすと考えて

いる。ここからは特殊化の考えを活用した問題

解決の実践事例を提示していく。

ここでは「比較」を絡めながら「特殊化」の

有効性を生かした証明問題の事例を提示してい

くことにする。単元は｢数学Ａ背理法｣と｢数

学Ｂ数学的帰納法Iである。背理法の問題と

数学的帰納法の問題を並列に配置することによ

って、２つ証明法の比較を意識しながら２者の

違いや良さ感得していこうと意図した。指導目

標は「比較を絡めた特殊化という数学的活動を

通して背理法や数学的帰納法の活用について学

ぶ｡」である。

Ｔ「問題を提示する。」

勺

問題Ｄ君『ｘｎ＝５mm＋ｎｘ＋ｙにおいて
(ｎは任意の自然数、ｘとｙは16以下の自然;1ilO

xnが１６の倍数となる自然数ｘとｙはある｡」
Ｅ子さん『平面上に相異なる２，個の点が存在

し､どの３点も一直線上にない。この２，の点

をｎ個ずつ２つの集合ＰとＱに分ける。Ｐの点
とＱの点によってｎ組のペアを作り線分で結

ぶ。このとき、どの２つの線分も交わらないよ

うにｎ組のペアを作ることはできない｡』

Ｄ君Ｅ子さんの各主張は正しいか。
■

Ｔ「２人の主張は正しいだろうｍ」

Ｓ１｢Ｄ君の主張から調べていこうと思いますＵ

Ｓ２「全てのｎに対してｘ､が１６の倍数となる

ためのｘとｙの条件を考えることは困難ですＵ

Ｔ「特別なｎの値の場合について考えていき、

ｘとｙの条件を探っていったらどうだろう力Ｍ

Ｓ３「まず、ｎ＝１のときを考えてみますbこの

ときｘ]＝５１＋１×ｘ＋ｙとなります凶

￣－
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Ｓ２「ｎ＝１のとき(２－石)'＝２－石＝何

一､/了、＝２のとき(２－石)2＝７－４石

＝へ/印す－、/J百ｎ＝３のとき(２－打)3＝

26-15打＝､/前~－，/５７丁となりますｕ

Ｓ３「Ｂさんが正しそうですＵ

（予想する｡）

S4｢ｎは任意の自然数に対して(２－行)、の

形の数は、いずうれも各々適当な自然数ｘに対し

て､/万一､Ｆ二丁という形の数をもつことを､ど

のように証明したらよいのでしょう畑」

（課題をつかむ）

Ｔ「(２－，/す)ｎ＝ａｎ－ｂｎ石（ａｎ，ｂｎは

正の整数）…①の形に表して（２－石)ｎ

=(ａｎ2)'/２－(bn2)'/2打…②と変形する。

それでは、まず①を満足する正の整数ａｎ，ｂｎ

が存在することの証明を考えてみよう。」

Ｓ５「ｎ＝ｋのとき①が成り立つと仮定します６

(２－，/す)k＝ａｋ－ｂｋ打…③とおきます６次
に、＝ｋ＋１のとき、（２－行)k＋1＝(２－

打)(２－石)k＝(２－個)(ａｋ－ｂｋ行)＝

(2ａｋ＋3ｂｋ)＋(ak+2ｂｋ）打となりますｂこ

こで､数列｛ａｎＭｂｎ}をａ,＝２，ｂ,＝１，

ａｎ+,=2ａｎ＋3ｂｍｂｎ+,＝ａｎ＋2ｂｎ…③と
定義す)１１′ばくすべての正の整数ｎに対して①が

成り立つことになります6また、このとき③の

形から、すべての正の整数ｎに対してａｎ，ｂｎ

は正の整数となりますｕ

Ｔ「次に①を②に変形した時に､/;｢－，/ﾌﾋﾞｰﾆ~Ｔ

の形、つまりＸ－ＣＸ－１)=１となる。つまり、

ａｎ２－３ｂｎ２＝１……④を証明したい｡］
Ｓ６１数学的帰納法で証明できそうですb」

Ｓ７「n=１のときａ１２－３ｂ１２＝２２－３×１２

＝１となります６次に、＝ｋのとき、④が成り

立つと仮定します。ａｋ２－３ｂｋ２＝１…⑤

次に、＝ｋ＋１の時③からａｋ+l2-3bk+１２

＝(２ａｋ＋３ｂｋ)２－３(ａｋ＋２ｂｋ)2＝ａｋ２－

３ｂｋ２＝１となりますので、＝ｋ＋１のとき

も④が成り立ち、証明も終わりました。」

（課題が解決した｡）

Ｔ「以上で､/三一､/ﾗﾋﾞ~二丁という形をもつ証明

ができました。」

Ｓ８「Ｂさんが正しいことが分かりました｡」

の和が最小となる場合は存tEする。」

S12｢あとは交わると仮定して背理法で調べる

ことができそうですｕ

（課1種２をつかむb）

S13｢点Ａ１，Ａ２，Ｂ,，Ｂ２Ｐ＝{A1,Ａ２｝Ｑ

=＄,，Ｂ２)としますｂ線分Ａ１Ｂ１と線分Ａ２Ｂ２

が交点Ｃで交わるとしますも」

Ｔ「このとき、線分Ａ１Ｂ１と線分Ａ２Ｂ２を線

分Ａ１Ｂ２と線分Ａ２Ｂ１に置き換えると、もとの

ペアが線分の畷佳の和が最d､という1反定に反す

ることになる。)tRぜだろう力も図を書いて考え

よう。」

S14｢Ａ１Ｂ,＋Ａ２Ｂ２＝(Ａ１Ｃ＋ＣＢ,)＋(Ａ２

Ｃ＋ＣＢ２)＝(ＡｉＣ＋ＣＢ２)＋(Ａ２Ｃ＋ＣＢ,）

＞Ａ１Ｂ２＋Ａ２Ｂ１となるからですM

S15｢以上から､距離の和が最小のペアを構成す

るｎ本の線分は交点をもたないことが分かりま

した。Ｅ子さんの主張は間違いでした。」

（課題２が解決した｡）

Ｔ「振り返ってみて大切なことは何かＭ

Ｓ１５｢数値を具体的に代入して予想することが

大切でした。」

S16｢問題によって､数学的帰納法が有効な場合

と、背理法が有効な場合があることが分かりま

した。」

ここでも「特殊化」を生かした証明問題の事

例を提示していく。単元は「数学Ｂ数学的帰

納法」である。指導目標は「特殊化という数学

的活動を通して数学的帰納法の活用について学

ぶ｡」である。

Ｔ「問題を提示します６Ｊ

問題「ｎは任意の自然数、（２－，/す）ｎの

形の数に対して次のように予想した』
Ａ君「いず》れも、各々適当な自然数ｘに対して

､/;F二丁－行という形の数をもつだろう｡」
Ｂさん「いずう『しも、各々適当な自然数ｘに対し

て､/三一べ/;5~=-丁という形の数をもつだろう｡」
２人のどちらかの予想は本当に正しいか。

－Ｆ

Ｔ「本当にどちらかが正しいのだろうか。」

Ｓ１「特別なｎの値の場合について考えていき、

Ｘ－１やＸについて考察していきます6」

Ｔ「ｎ＝１，２，３のときを調べてみます6」
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成り立つことを示すという普通の数学的帰納法

ではうまくいかないようです6」

（課題３をつかむ6）

Ｔ「ｘ､+1はｘｎから決まるのではなく、もっと
前の項から決まっていますわ｡」

S10｢例えばｘ１０はｘ９からではなくｘ５から決
まっています。」

Ｔｍ十１のときの成立を示すのに、その直前

のｎのときの成立を仮定するだけでは不＋分で

すから､ｎ以前のときの成立をすべて仮定して

考えてみるとどのようになりますか｡」

S11｢ｎ≧３として、ｍ＝２，３，……，ｎに対

して、Ｘｍ≦21092ｍ－１……①が成り立つと
仮定しますｕ

Ｓ１２｢ｎ＋１≧４ですから、ｎ＋１が偶数が奇数

かに応じて考えるので、ｎ＋１＝２ｍのときと

、＋１＝２ｍ＋１のときに分けて調べますｂこ

のとき２≦ｍ≦ｎとなり①が使えますｕ

Ｓ１３｢ｎ＋１＝２ｍのとき

Ｘｎ＋1＝Ｘｍ＋１≦21092ｍ－１＋１

＝21092ｍ＜21092位十1)／２

＝２{10926,＋Ｄ－１｝

＝２１og26m＋Ｄ－２＜2log2位十，－１」
Ｓ14｢ｎ＋１＝２ｍ＋１のとき

Ｘｎ＋1＝Ｘｍ＋２≦２]Ｄｇ２ｍ－１＋２

＝２１og2n/2＋1＝2(log2n-1)＋１

＝２qog2n-D-1＜21og2b十，－１」
Ｓ15｢以上で、＋１のときも①が成り立つこと

が分かりました。」

Ｓ16｢ｎ=2,3,4…のときｘ､≦２１０９２，－１が成
り立つ証明が完成しました。」

（課題３が解決）

Ｔ「以上でｘ､≦２１ｏｇ２ｎ－１が成り立つこと

が分かりましたね。」

Ｓ17｢Ａ君の予想が間違いで､Ｂさんの予想が正

しいことが分かりました。」

（問題が解決した｡）

Ｔ「以上を振り返って大切なことは何>から」

Ｓ17｢数値を代入して具体的に調べてみること

が大切ですＭ

Ｓ１８｢一般項を予想してから数学的帰納法で証

明する場合がありましたが、ここでは必ずしも

（問題が解決した｡）

次でも「特殊化Ｊを生かした証明問題の事例

を提示していく。単元は｢数学B数学的帰納法」

で、指導目標は「特殊化という数学的活動を通

して帰納法の活用について学ぶ｡」である。

Ｔ「問題を提示します凶

問題『数列(Ｘ､}が次のように定義されている。
ｘ,＝０，ｋ＝１，２，３，…とする。
ｎ＝2ｋのとき、ｘｎ＝ｘｋ＋１

，＝2k＋1のとき、ｘｎ＝ｘｋ＋２』
ｎ=2,3,4,…のとき２人は】たのように予想した
Ａ君「ｘ､＞２１０９２，－１が成り立つ｡」
Ｂさん「ｘｎ≦２１０９２，－１が成り立つ｡」
２人のどちらかの予想は本当に正しいか。

●

０

Ｔ体当にどちらかが正しいのだろうかＪ

Ｓ１「初めの鑿頑を具体的に求めてみますＭ

（予想する｡）

Ｓ２「ｘ２＝ｘ１＋１＝１，ｘ３＝ｘ２＋２＝２，

ｘ４＝ｘ２＋１＝２，ｘ５＝ｘ２＋２＝３，

ｘ６＝ｘ３＋１＝３，ｘ７＝ｘ３＋２＝４，

ｘ８＝ｘ４＋１＝３，ｘ９＝ｘ４＋２＝４，

ｘ１０＝ｘ５＋１＝４，ｘ１１＝ｘ５＋２＝５，

………となりますb」

Ｓ３「-弓般9項が予想できませ出」

Ｔ「一般煩を求める必要があるのだろれ」

Ｓ４「ｎ＝２のとき、ｘｎと２１ｏｇ２ｎ－１の関係

を調べてみますｕ

（課題１をつかむ｡）

Ｓ５「ｘ２＝ｘ１＋１＝１，２１０９２２－１＝２－１

＝１となりＸｎ＝２１０９２，－１が成り立ちます６

，＝３のときも調べた方がよいと思いますb」

（課題1解決､謝電２をつかむb）

Ｓ６「ｘ３＝ｘ２＋２＝２，２１０９２３－１＝210923

-10922＝10929／２＞Iog28／２＝log２４＝

２＝ｘ３，よって、＝３のときｘｎ＜２１og2n-

１が成り立ちます6」

（課題２が解決）

Ｔ｢確かに、＝２，３のときｘｎ≦２１０９２，－１

が成り立ちます６，＝２，３，４，５，．．.…で

Ｘｎ≦２１０９２，－１が成り立つことをどのよう
に調べますか｡」

Ｓ７｢数学的帰納法で証明できそうです6」

Ｓ８「ｎのときの成立を仮定して、＋１のときも

□

ご■
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算できると推論する。次では[類推」を生かし

た問題解決の事例を提示していく。

ここでの単元は｢数学Ｂ数列漸化式｣で、

指導目標は「比較を絡めて類推という数学的活

動を通して漸化式の活用について学ぶ｡｣である。

Ｔ「問題を提示します6」

一般頃を求める必要がないことも分りました｡」

S19｢普通はｎのときのみの成立を仮定して、

＋１のときも成り立つことを示すという数学的

帰納法でうまく証明できる場合が多いのですが、

ここでは、までの成立を仮定することが大切で

あることが分りました。」

S20｢今後問題によって、ｎまでの成立を仮定し

て、＋１のときも成り立つことを示す数学的帰

納法も考えていくようにします6」

以上のような｢一般化｣や｢特殊化]も数学的活

動の一種である。この数学的活動を２つに分け

て考えることができる。つまり「数学的活動」

については､観察操作;実験などの外的活動と、

直観,類推,帰納,演鐸などの内的活重bが考えられ

る。ここでの｢一般化｣や｢特殊化｣は、内的な数

学的活動と考えることもできる。また、「比較」

も内的な数学1的活動としても捉えることができ

る。「比較｣を絡めた｢一般化｣｢特殊化Jという活

問題Ａ､Ｂ、Ｃの各予想は以下の通りである。

Ａ君｢直線に重なることなく順にｎ個の点を置

くと、直線は、＋１個の部分に分けられる。」

Ｂ君｢平面内に、いずれの３直線も１つの三角

形を決定するようにl煩に直線を圃､ていくべ。

ｎ本の直線を置いた時、平面は(ｎ２＋ｎ＋４）
／２の部分に分けられるはずだく｡」

Ｃさん｢空間内にいず>lLの４平面も１つの四面

体を決定するように順に平面を置いていきま

す６，個の平面を置いた時空間は(ｎ＋1)(ｎ２
－ｎ＋６)／６の部分に分けらるはずですわ。」

ｎ≧１とする。３人の予想は正しいれ

広一

■､

Ｔ「正しい予想はあるだろうか。」

Ｓ１「Ａ君の予想について図を書いて調べます６

，＝１の時は２個の部分に分けられます。同

様に考えて、＝２の時は３個、ｎ＝３の時は

４個、ｎ＝４の時は５個、……、ｎ個の点を

置くと直線は、＋１個の部分に分けられるよ

うですｕ

Ｓ２「Ｂ君の予想についても図を書いて調べます６

，＝１の時は２個の部分に分けられます1.同

様に考えて、＝２の時は４個、ｎ＝３の時は

７個、ｎ＝４の時は１１個の部分に分けられ

ます６，＝４を(ｎ２＋ｎ＋４)／２の式に代入

して計算すると(４２＋４＋４)／２＝２４／

２＝１２となり正しくないようですｕ

Ｓ３「Ｃさんの予想についても調べてみますｂｘ

ｙ平面、ｙｚ平面、ｚｘ平面を想像します６

，＝１の時は２個の部分に分けられます６

同様に考えて、＝２の時は４個、ｎ＝３の

時は8個の部分に分けられます６，＝３を

（ｎ＋ｌＸｎ２－ｎ＋６)／６の式に代入する

と４×(４２－４＋６)÷６＝４×１８÷６

＝１２となり、成り立ちそうですｕ

（生徒が予想する場面）

Ｔ「Ｃさんの予想などは本当に正しいか。」

Ｓ４「Ａ君の予想は正しいです６Ｃさんも正しい

動を通して論理的思考力、想像力及び直観力[な

どの創造性の基礎を培うものと考えられる。次

では､内的活動である｢類推Iについて考察する。

3.1類推(Ana】ogicalhnfbxence)」による問題解決

推論は推理ともいい、既知の命題から結論の

命題を導き出すことをいう。推論はふつう演鐸

的推論､帰納的推論､類比的推論の３つに大別

される。演鐸的推論は、既知の命題から論理的

に正しい方法で結論の命題を導くから、結論の

命題の正しさを検証する方法と言われる。これ

に対して帰納的推論と類比的推論は、結論の命

題を発見する方法と言われる。類比的推論のこ

とを簡単に類比、類推とも呼ぶことがある。

類比的推論（Analogicallnhence）とは、

２つのことがらの類IPI性に注目し、一方で成り

立つ性質を他方の事柄についても成り立つとす

る推論である。例えばＰ(x)が既知であって、

ｔがｘに類似しているとき､Ｐ(t)が成り立つと

推論する。具体的には、１次式(ａｘ＋ｂ)＋(ｃ

ｘ＋ｄ)の計算を知っているとき､平方根の計算

(2石十Ｗ百)＋(4石十5へ/す)や複素数の計

算(2＋３ｉ)＋牲十５ｉ)を１次式と同じように計

ク、

P：

3５



S11｢ｎ個の平面が空間内に置かれているとし

ます６新たに（ｎ＋ｎ個目の平面ｍを置

いたとしますbすると平面ｍは、すでに置

かれているｎ個の平面とｎ本の交線で交

わります６すなわち、平面、上にｎ本の交

線が引力伽ることになります６そこで、こ

れらの交線によって、平面ｍはｂn個の部

分に分けられることとなりますｂ例えば、

平面ｍが５個目の平面とすると、既に置か

れている４個の平面によって平面、上には

４本の交線が弓|かれることとなります６そ

こで平面ｍは、これら４本の交線によって

ｂ４＝’1個の部分に分けられることとな

ります、

Ｔ「一般的にいうとどういうことれ」

S12｢ｂn個の平面部分が新しい境界となり空間

の部分の数は、以前よりｂn個だけ増すこ

とが、数列(ｂｎ}の漸化式ｂ､+１－ｂ、＝ｎ

＋１を導いた時と同様に考えることがで

きます６そこで、ｃｎ+,＝ｃｎ＋ｂ､……②

が成立しますＭ

Ｔ「②より数列(ｃｎ}の一般項を求めてみよう｡」

S13｢②によりｃｎ+ｌ－ｃｎ＝(ｎ２＋ｎ＋２)／２

ですｂあとはｂｎを求めた時と同様に考え

て求めますｂｎ≧２のとき、Ｃｎ＝Ｃｌ＋２

（ｋ２＋ｋ＋２)／２＝２＋{ｎ(ｎ－１)(２，

－１)／６＋ｎ(ｎ－１)／２＋２(ｎ－１))＝

（ｎ＋１Ｘｎ２－ｎ＋６)／６（ただし、Ｚは

ｋ＝１からｎ－１までの和を表す｡）これ

は、＝１のときも成立しますＭ

（課題が解決した｡）

Ｔ「以上で分かったことは何かＪ

Ｓ１４｢Ａ君とＣさんの予想は正しいことが分か

りました。Ｂ君の予想は間違いでした。」

（問題が解決した）

Ｔ「今まで考えたことを振り返って､大切のこ

とは何か。」

Ｓ15｢Ａ君､Ｂ君、Ｃさんの予想を比べて考えて

いくと、類似しているところがありますｂ

比較しながら類似している箇所を足場に

して推理していくことが大切ですＭ

Ｓ１６｢２つの事柄を比較しながら、２者の類似性

ようですが、分かりませんｂＢ君の予想は

間違いのようですｕ

Ｓ５「Ｂ君の予想の正しい式はどうなるのでしょ

う畑Ｃさんの式には疑問が残りますｕ

Ｓ６「Ｃさんの式が本当に正しいかどうか、さら

に調べていきたいですｕ

（生徒が課題をつかむ場面）

Ｔ「Ａ君の場合について、＝１，２，…の時、

分けられる部分の個数をａｌ＝２，ａ２＝３，

…。Ｂ君の場合について、＝１，２，…の

時ｂ,＝２，ｂ２＝４，．．℃Ｃさんの場合

について、＝１，２…の時Ｃｌ＝２，ｃ２

＝４，…とおいて考えてみよう。表にする

とどうなる。」

Ｓ７「表にすると次のようになるようですb」

、

Ｂ●

■ⅢⅢ
■■■Ⅲ囮mm
mmﾛﾛ、■

■■■－m
Ｓ８俵を観て気づきました｡数列{ｃｎ}の階差数

列が{ｂｎ}で、数列化､)の階差数列が{ａｎ）
であることが見出されますｕ

Ｔ「明らかにａｎ＝ｎ＋１は成立する。階差数

列で与えられた漸化式の一般項を求める

知識織り用するとｂｎが、さらにｃｎが求め

られるという見通しが得られる。ｂｎやｃｎ

についてもう少しきちんと推論を行うこ

とにしよう｡」

Ｓ９「ｎ本の直線jｶﾐ平面上にお力珈ているとして、

新たに(ｎ＋１）本目の直線ｍを引きますｂ

するとｍは、すでに置かれている直線とｎ

個の点で交わり、これらの交点によってｍ

は、ａｎ＝ｎ＋１個の部分に分けられますｂ

このａn個の部分が新しい境界となり平面

の部分の数は､以前よりａn個増えるので、

ｂｎ+,＝ｂｎ＋ａｎ……①が成立しますJ

S10｢①より漸化式はｂｎ+ｌ－ｂｎ＝ｎ＋１だか

ら一般項を求めていきます６，≧２のとき

ｂ、＝ｂ,＋２（ｋ＋１）＝２＋(ｎ－１Ｘｎ

＋２)／2＝(ｎ２＋ｎ＋２)／２（ただし、

Ｚはｋ＝１からｎ－１までの和を表す6）

これは、＝１のときも成立します６」

､‐

3６
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引用・参考文献に注目していくことが大切です６一方で成

り立つ性質を他方の事柄についても成り

立つだろうと推論することが課題を解決

していく上で重要な考えであることが分

かりました｡」

以上の事例について、簡便に質的な考察をし

ていく○比較を絡めた類推（Ana1ogical

lnf3rence）によって、ＡやＢを考えることによ

りｃに対する洞察が得られた。つまり、比較す

ることによって２つの事柄の類'２１性に注目でき、

一方で成り立つ性質を他方の事柄についても成

り立つだろうと推論することができた。すなわ

ち、平面における漸化式①の成立過程への噸

推］によって、空間における漸化式②が成立す

ることを考えることができた。このように、空

間の問題に対して、平面において[類推｣する

●
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ことには本来の課題解決への見通しを得る手助

けになることが多い。生徒もこのような学習を

通して可問題解決上｢類推｣が重要な数学的活動

であることを感得していった。

ところで､新学習指導要領でも｢数学的活動」

が一層重視されている。新学習指導要領を確認

すると以下の通りである。（文部科学省,200Ｊ

における基本的

な概念や原理｡法則の体系的な理解を深め、事

象を数学的|こ=i察し表現する能力を高め､倉慥

性の基礎を培うとともに、数学のよ杢を認識し、

それらを１i諭的に活用して数学的論拠に基づい

て判断する態度を育てる｡」（下線が変更部分）

これらの言葉は、学習においては学習者自ら

が主体的に活動すること、数学の学習において

は、生徒たち自らが数学をする（数学する，数

学をつくる）ことの重要性を指摘したものであ

る｡また、学習指導者自身の重要な指導目標で

もある。今後も諸先生方のご助言やご指導をい

ただきながら実践と研究を積み重[ねていきたい。

最後に、アメリカの数学者ハルモス教授

CHalmosjP．Ｒ)の数学の学習について示唆に

富む名言を記述して本稿を閉じることにする。

『ThebestwaytolearnmatJ】ematicsisto

domathematics，andthewnrBtwayto

theadlmathematｉｃＳｉＳｔｏｔａＪｋ．』

活用辞典東洋館出版社． 鋳§

日本数学教育学会編(201①，数学教育学研究ハ

ンドブック，東洋館出版社
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