
はじめに１.

タイトルを正確に書くと，「△$%&�と点�3�について，点�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，

(，)�とするとき，�
△'()
△$%&

��の値について」である。

第�����回の数実研で発表した「△$%&�の外接円に内接する種々の△'()�について，�
△'()
△$%&

�の値」の続編である。

種々の点�3�について，計算し終わってから，（広義）垂足三角形の面積の���倍であることに気がついた。

△$%&�と点�3�について，3�から直線�%&，&$，$%�に下した垂線の足をそれぞれ�/，0，1�とする。3�が垂心のとき，

△/01�を垂足三角形といい，3�が垂心以外の点の場合の△/01を（広義）垂足三角形という。

後述の����にある外心を2，外接円の半径を�5，23＝�G�とすると，�
△/01
△$%&

�＝�
��5 �G

� �5
�であるから（参考文献），

△'()
△$%&

＝�
��5 �G
�5
�となる。一見，万能公式のようであるが，五心以外は，23�を計算するのが大変なので，実際は

個々の場合を考えることになる。逆に言うと，このこの公式があるから，五心以外の個々の場合についての計算例が見

当たらない。

本題２.

点�3�を△$%&�の�%&，&$，$%�に関して対称移動した点を

それぞれ�'，(，)�とする。

点�3�が次の場合，
△'()
△$%&

�の値をそれぞれ求めよ。

���　外心

���　重心

���　内心

���　垂心

���　�$�内の傍心

���　ジェルゴンヌ（*HUJRQQH）点：三角形の内接円と辺の接点と頂点をつなぐ���直線は���点で交わる。

���　ナーゲル（1DJHO）点：三角形の傍接円と辺の接点と頂点をつなぐ���直線は���点で交わる。

���　フェルマー（)HUPDW）点：�%3&＝�&3$＝�$3%（���つの内角はどれも������未満とする。）

���　第���ブロカール（%URFDUG）点：�3$%＝�3%&＝�3&$

　（�3$&＝�3%$＝�3&%�の場合，第���ブロカール点）

������ルモワーヌ（/HPRLQH）点：三角形の角の二等分線に関して中線を折り返した���直線は���点で交わる。

�����キーペルト（.LHSHUW）点：△$%&�の外側に各辺を底辺とし，低角�K�の二等辺三角形△$�%&，△%�&$，△&�$%

　���をつくると，$$�，%%�，&&��は一点で交わる。�

�����3：23＝�Gとなる点（Ｏ：外心）
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△'()
△$%&

�の値一覧３.

5�は外接円の半径，�U�は内接円の半径，� �U �は�$内の傍接円の半径，V 
��D E F
�

�，�6�＝△$%&，

���　（外心）���（�△'()�△$%&）

���　�（重心）
���D �E �F

� �5
�＝�
��V� �V D � �V E � �V F � ���D �E �F

� �D �E �F
�

���　�（内心）
�U
5
�＝�
�� �V D � �V E � �V F

DEF
�

���　�（�$内の傍心）
� �U

5
�＝�
�V� �V E � �V F

DEF
�

���　�（垂心）�FRV$FRV%FRV& �＝� � ���E �F �D � ���F �D �E � ���D �E �F
�D �E �F

�

���　�（*HUJRQQH点）
�� �G �5U �6

�G �5
�，�G＝�

�
� �
�EF��FD��DE� �D � �E � �F �

���　�（1DJHO点）
�� ��5U G

�5
�，�G＝�

�
� �
�EF��FD��DE� �D � �E � �F �

���　（)HUPDW点）�(
� 6� �I � �D � �I � �E � I�� �F

�D �E �F � �I�
�

(�
6

，�I �D � �E � �F �
�

(�
6 �

���　�（%URFDUG点）
�

� �6

���E �F �F �D �D �E
�，� �

� �6 �＝��
�E �F �� �F �D �� �D �E � �D � �E � �F �

������（/HPRLQH点）
� �
� �6

�
� ���D �E �F

�

������（.LHSHUW点） � ���� �D �E �F G � ����D �E �F G � ����D �E �F G � ��� ���D �E �F G �
� �6

�5 �
� ���� �G �� ���D �E �F G �

� �6
�，�G 

�6
WDQK

�

������（2：外心，23＝�G���5�）
��5 �G
�5
��

具体例４.

△$%&について，�D ����E ����F ��のときの�
△'()
△$%&

�の値

���（外心）���，���（重心）�
��
��
�，���（内心）�

�
�
�，���（�$内の傍心）�

��
�
�，���（垂心）�

��
��
�，

�������

���（*HUJRQQH点）�
�����
�����

�，���（1DJHO点）�
��
��
�，���（)HUPDW点）�

����
����

�，

���（第���%URFDUG点）�
����
����

�，

����（/HPRLQH点）�
���
���
�，

����（.LHSHUW点，�K ����）�
����
����

�，

����（23＝���）�
��
��
�

-2-



△$%&�の外心�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点を

それぞれ'，(，)�とする。

このとき，
△'()
△$%&

の値を求めよ。

１.

△$%&�の重心�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�

'，(，)�とする。

このとき，
△'()

△$%&
 

���D �E �F

� �5
�と表されることを証明せよ。

ただし，5�は△$%&�の外接円の半径とする。

２.

△$%&�の内心�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点を

それぞれ'，(，)�とする。

このとき，
△'()
△$%&

＝�
�U
5
�と表されることを証明せよ。

ただし，�5���U�はそれぞれ△$%&�の外接円，内接円の半径とする。

３.

△$%&�の�$�内の傍心� �, �を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点を

それぞれ�'，(，)とする。

このとき，�
△'()
△$%&

�＝�
� �U

5
�と表されることを証明せよ。

ただし，�5��� �U �はそれぞれ△$%&�の外接円，�$内の傍接円の半径と

する。

４.

問題
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△$%&�の垂心�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点を

それぞれ'，(，)�とする。

このとき，
△'()
△$%&

＝��FRV$FRV%FRV& �と表されることを証明せよ。

５.

△$%&�の内接円と�%&，&$，$%�の接点をそれぞれ�,，-，.�とする。

次を証明せよ。

���　$,，%-，&.�は���点�3�で交わる。

　この点を，ジェルゴンヌ（*HUJRQQH）点という。

���　点�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，(，)�と

　する。

　このとき，
△'()

△$%&
 
�� �G �U5 �6

�G �5
と表されることを証明せよ。

　ただし，�6＝△$%&�，U�，5�は，それぞれ△$%&�の内接円，外接円の半径，�

　G 
������EF �FD �DE �D �E �F

�
�とする。

６.

△$%&�の���つの傍接円と辺�%&，&$，$%�との接点をそれぞれ�,，-，.�

とする。

���　$,，%-，&.�は���点�3�で交わることを証明せよ。

　この点を，ナーゲル（1DJHO）点という。

���　3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，(，)�と

　する。

　このとき，��
△'()
△$%&

 
�� ��5U G

�5
と表されることを証明せよ。

　ただし，�U�，5�は，それぞれ△$%&�の内接円，外接円の半径，�

　G 
������EF �FD �DE �D �E �F

�
�とする。

７.

△$%&�の外側に各辺を���辺にもつ正三角形�$�%&，%�&$，&�$%�をつくる。

���　$$�，%%�，&&��は���点�3�で交わることを証明せよ。

　この点をフェルマー（)HUPDW）点という。

���　3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，(，)�とする。

　このとき，
△'()
△$%&

�＝�(
� 6� �I � �D � �I � �E � �I � �F

�D �E �F � ��I
�

(�
6

�と表されることを証明

　せよ。ただし，6＝△$%&，�I �D � �E � �F �
�

(�
6 �とする。

８.
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△$%&�内に点�3�を�3$%＝�3%&＝�3&$となるようにとる。

���　点�3�を作図で求めよ。

　この点を，第���ブロカール（%URFDUG）点という。

　また，�3$&＝�3%$＝�3&%�となる点を第���ブロカール点という。

���　点�3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，(，)�とする。

　このとき，
△'()
△$%&

＝�
�

� �6

���E �F �F �D �D �E
�と表されることを証明せよ。

　�ただし，6�＝△$%&�とする。

９.

△$%&�の���つの中線�$ �* ，% �* ，& �* �をそれぞれ角の二等分線

$ �, ，% �, ，& �, に関して折り返した直線をそれぞれ$,，%-，&.

とする。

���　$,，%-，&.�は���点�3�で交わることを証明せよ。

　この点をルモワーヌ（/HPRLQH）点あるいは類似重心という。

���　3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，(，

　)�とす。

　このとき，
△'()

△$%&
 

� �
� �6

�
� ���D �E �F

�と表されることを証明せよ。

　�ただし，�6�＝△$%&�とする。

10.

△$%&�の外側に各辺を底辺とし，低角�K�の二等辺三角形△$�%&，△%�&$，11.

△&�$%�をつくる。

���　$$�，%%�，&&��は���点�3�で交わることを証明せよ。この点をキーペルト

（.LHSHUW）点という。

���　3�を�%&，&$，$%�に関して対称移動した点をそれぞれ�'，(，)�とする。

　△$%&＝6，�
�6
WDQK

 G�とおくとき，
△'()
△$%&

�の値を求めよ。

△$%&�の外心を�2�とし，点�3�を△$%&�の外接円の内部の点とする。

点�3�を直線�%&，&$，$%�に関して対称移動した点を，それぞれ�'，

(，)�とし，23 �G�，△$%&�の外接円の半径を�5�とする。

このとき，�
△'()
△$%&

＝�
��5 �G
�5
�を証明せよ。

12.
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解答例１.

S　3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

△'()4△/01�で，相似比は��：��である。

/，0，1�はそれぞれ�%&，&$，$%�の中点でもある。

中点連結定理により，

△$%&4△/01�で，相似比は��：��である。

よって，△'()�△$%&

よって，�
△'()
△$%&

＝���　P

（���������　時岡）

△$%&＝�6�とおく。

$�から�%&�に下した垂線の足を� �+ �とすると，$ �+ �＝�
�6
D
�

3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

3�は重心であるから，3/＝�
�
�
$ �+ ＝�

�
�
･
�6
D
 
�6
�D
�

同様に，30＝�
�6
�E
�，31＝�

�6
�F
�

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，

△'()＝��△/01＝��△301＋△31/＋△3/0�

２.

ここで，△301＝�
�

�
･
�6

�E
･
�6

�F
VLQ$ 

�

�
･
�6

�E
･
�6

�F
･
�6

EF
 
� �6

� �E �F

同様に，△31/＝�
� �6

� �F �D
�，△3/0＝�

� �6

� �D �E
�であるから

△'()＝���
� �6

� �E �F
�
� �6

� �F �D ��
� �6

� �D �E
�＝�
�

�

�

� �
�6

DEF �
�D � �E � �F 6 �＝�

���D �E �F

� �5
6�

よって，�
△'()

△$%&
 

���D �E �F

� �5
�　W

�　�5 
DEF
�6
�，�6 (V� �V D � �V E � �V F �（�V 

��D E F
�

）�であるから，辺で表すと

�
△'()
△$%&

�＝�
��V� V�D � �V E � �V F � ���D �E �F

� �D �E �F
�　P

（���������　時岡）
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△$%&の内接円の半径を�U�，3'，3(，3)�の中点をそれぞれ

�/，0，1�とする。

3/＝30 �31＝�U��である。

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，

△'()＝��△/01＝��△301＋△31/＋△3/0�

ここで，△301＝�
�
�

�U VLQ$

同様に，△31/＝�
�
�

�U VLQ% ���，△3/0＝�
�
�

�U VLQ& �であるから

３.

△'()＝��･
�
�

�U �VLQ$�VLQ% �VLQ& �＝�� �U �
D
�5
�

E
�5 ��

F
�5

�＝
� �U V

5
�＝�
�U
5
6�

よって，�
△'()
△$%&

 
�U
5
�　W

�　�V 
��D E F
�

�として，辺で表すと

△'()

△$%&
 
･�
6
V

DEF

�6

 
� �6

DEFV
 
�V� �V D � �V E � �V F

DEFV
 
�� �V D � �V E � �V F

DEF
　P

（���������　時岡）
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S　� �, '， �, (， �, )の中点をそれぞれ�/，0，1�とおく。

△'()4△/01�で，相似比が�����であるから，

△'()＝��△/01＝���△ �, 0/＋△ �, /1－△ �, 01�

ここで，�0 �, /＝&，�/ �, 1＝%�である。また，△$%&�の�$�内

の傍接円の半径を� �U �とおくと， �, Ｌ＝ �, 0＝ �, 1＝� �U であるから�

△'()＝���
�
�

�
�U VLQ&�

�
�

�
�U VLQ% ��

�
�

�
�U VLQ � �% & �

　　　＝�� �
�
U �VLQ%�VLQ& ��VLQ � �% & �

　　　＝�� �
�U �

E
�5
�

F
�5 ��

D
�5

�＝�
� �
�
U � �V D

5
 
�
�
U

5
6

４.

よって，�
△'()
△$%&

�＝�
� �U

5
　W

�　V 
��D E F
�

�とおくと，�6 �U �V �D �，�6 (V� �V D � �V E � �V F �（ヘロンの公式）であるから，

△'()
△$%&

�＝�
� �U

5
 

�6
�V D

DEF

�6

 
� �6

DEF� �V D
 
�V� �V E � �V F

DEF
��　P�

（���������　時岡）

�　%&＝�D�，&$＝�E�，$%＝�F�である△$%&の面積を�6�，�$内の傍接円の半径を� �U �とすると，

　　�6 �U �V �D �である。ただし，�V 
��D E F
�

�

�, �

�　�$�内の傍心を� �, �とし，� �, �から�%&，&$，$%�に下した垂線の足をそれぞれ�

/，0，1�とする。

また，便宜上，%/＝� �D �，/& � �D �とおく。� �D � �D  D �

$1＋$0＝��F � �D � � �D �E  D�E�F �V�

$1 $0であるから，$1 $0 �V�，%1＝�V�F �，&0＝�V�E �である。

6�＝四角形$1 �, 0－�四角形%1 �, /＋四角形&/ �, 0�

　＝� �U V� � �U �V �F � �U �V ��E  �U �E�F �V  �U �V �D �　W

�　同様に，�%，�&�内の傍接円の半径をそれぞれ� �U ��� �U �とおくと，

　　6 �U �V �E �＝� �U �V �F �
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3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

△&3/4△&%1より，3/：�DFRV% �＝�EFRV& �：�DVLQ% �

3/＝�
･DFRV% EFRV&

DVLQ%
 �5FRV%FRV& �

同様に，30 ��5FRV&FRV$�，31＝��5FRV$FRV% �

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，

△'()＝��△/01＝��△301＋△31/＋△3/0�

ここで，△301＝�
�
�
･�5FRV&FRV$ ･�5FRV$FRV%･VLQ$

　　　　　　　��＝� �5 FRV$FRV%FRV&VLQ�$ �

５.

同様に，△31/＝� �5 FRV$FRV%FRV&VLQ�% ���，△3/0＝� �5 FRV$FRV%FRV&VLQ�& �であるから

△'()＝�� �5 FRV$FRV%FRV& �VLQ�$�VLQ�% �VLQ�&

ここで，括弧の中＝��VLQ � �$ % FRV � �$ % ��VLQ&FRV& �＝��VLQ& �FRV � �$ % ��FRV � �$ % �

　　　　　　　　＝��VLQ& ･� �� VLQ$VLQ � �% �＝��VLQ$VLQ%VLQ& �であるから，

�△'()＝�� �5 FRV$FRV%FRV& ･�VLQ$VLQ%VLQ& �＝�� �5 VLQ$VLQ%VLQ& ･�FRV$FRV%FRV& �

　　　��＝�6･�FRV$FRV%FRV& �

よって，�
△'()
△$%&

 �FRV$FRV%FRV& �　W

�　辺で表すと，

△'()

△$%&
 �･

���E �F �D

�EF
･

���F �D �E

�FD
･

���D �E �F

�DE
＝� � ���E �F �D � ���F �D �E � ���D �E �F

�D �E �F
�　P

（���������　時岡）

���　%&＝�D�，&$＝�E�，$%＝�F�，�V 
��D E F
�

�とおく。

$,＝$.＝�V�D �，%.＝%,＝�V�E �，&,＝&-＝�V�F �であるから

$.
.%

･
%,
,&
･
&-
-$
 
�V D
�V E

･
�V E
�V F
･
�V F
�V D
 ��より

チェバの定理の逆により，$,，%-，&.は�点3で交わる。

���　$,＝�L�，%-＝�M�，&.＝�N�とおく。

�$,%＋�$,&＝�����であるから，�FRV�$,%�FRV�$,& ��

余弦定理より，�
���L �

� �V E �F

�L� �V E
�

���L �
� �V F �E

�L� �V F
 ��

６.

�V �F �
�L � �

� �V E �� �F ��V �E �
�L � �

� �V F �� �E  ��

��V�E �F �L  �V �F �F�E �V �V�E �F � �V �E �E�F �V �V�F �E �

�DL  �E�F ��
��D E F
� ��V �F �V�E �F ��V �E �V�E ��F �

　��＝�
��E F D
� �

�V � �F �E�V �F � �V � �E �F�V ��E �＝��V �D ��
�V � �E � �F � �E �F V ���EF �

　��＝��V �D ��
�V � �

� �E F ���V ��D V �＝��V �D �DV �� �
� �E F �

�� �L  � �V D � ��DV �
� �E F

D
�　同様に，� �M  � �V E � ��EV �

� �F D

E
�，� �N  � �V F � ��FV �

� �D E

F
�

メネラウスの定理により　�
$3
3,
･
,%
%&
･
&0
0$

 
$3
3,
･
�V E
D
･
�V F
�V D
 ��であるから，�

$3
3,
 

D� �V D

� �V E � �V F
�

�3,＝� � �V E � �V F
�D� �V D � �V E � �V F

$,＝� � �V E � �V F
�D� �V D � �V E � �V F

L�
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ここで，�D�V �D ��V �E �V �F  
������EF �FD �DE �D �E �F

�
�は定数であるから，�G�とおく。

L�H��　�G D�V �D ��V �E �V �F  E�V �E ��V �F �V �D  F�V �F � �V �D �V �E �

3,＝� � �V E � �V F L
G

　同様に，3-＝� � �V F � �V D M
G

�，3. � � �V D � �V E N
G

�

3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

△3%&＝�
3,
$,

6 � �V E � �V F
G

6 
�
�
D3/より�　�3/＝�

�� �V E � �V F
DG

6�

同様に，30＝�
�� �V F � �V D

EG
6�，31＝�

�� �V D � �V E
FG

6�

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，△'()＝��△/01

ここで，△301＝�
�
�
�30�31�VLQ� ����� $ �＝�

�
�
�30�31�VLQ$ �＝�

�
�
�30�31�

�6
EF
�＝�

6
EF
�30�31

　　　　　　　　＝�
6
EF
･
�� �V F � �V D

EG
6･
�� �V D � �V E

FG
6＝��

� �
� �V D � �V E � �V F

�E �F �G
�6

�　　　　　　　　＝
�V �

� �V D � �V E � �V F
�E �F �G V

�6 �＝�
�� �V D
�E �F �G V

�6 �

同様に，△31/＝�
�� �V E
�F �D �G V

�6 �，△3/0＝�
�� �V F
�D �E �G V

�6 �であるから，

△/01＝△301＋△31/＋△3/0＝�
�� �V D
�E �F �G V

�6 �＋�
�� �V E
�F �D �G V

�6 �＋�
�� �V F
�D �E �G V

�6 ��

　　　��＝�
� �6

�D �E �F �G V
�
�D �V �D � �E �V �E � �F �V ��F �

ここで，中括弧の中

　＝�V�
�D � �E � �F � �

�D � �E � �F ��DEF ��DEF �＝�V�
�D � �E � �F ��V�

�D � �E � �F �EF�FD �DE ��DEF�

　＝�V��
�D � �E � �F ��EF��FD ��DE ��DEF �＝�V･�G��･�56＝��V�G��･

6
V �･5 �＝��V�G ��U5 �であるから

△/01�＝��
� �6

�D �E �F �G V
･�V�G ��U5 ＝�

�

� �
�6

DEF
� �G �U5 �6

�G
�＝� � �G �U5 �6

�G �5

よって，△'()＝��△/01，△$%&＝�6�であるから，
△'()
△$%&

�＝�
･� △/01
△$%&

�＝�
�� �G �U5 �6

�G �5
�　W

（���������　時岡）

���　,，-，.�は傍接円の接点であるから，

.%＝&0＝�V�D �，,&＝$.＝�V�E �，0$＝%,＝�V�F �

である。ただし，�V 
��D E F
�

�

$.
.%

･
%,
,&
･
&-
-$
 
�V E
�V D

･
�V F
�V E
･
�V D
�V F
 ��

チェバの定理の逆により，$,，%-，&.は���点3で交わる。　W

���　3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

△'()�4△/01�で，相似比が��：��であるから，

△'()＝��△/01

△/01＝△301＋△31/＋△3/0�　…①である。

７.

メネラウスの定理により

$3
3,
･
,%
%&
･
&-
-$
 
$3
3,
･
�V F
D
･
�V D
�V F
 ��　��

$3
3,
 

D
�V D
�より，�

3,
$,
 
�V D
V
�
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△$%&＝�6�とおくと，△3%&＝�
�
�
D�3/＝�

3,
$,

6 
�V D
V

6 �より，3/＝�
�� �V D
DV

6�

同様に，30＝�
�� �V E
EV

6�，31 �
�� �V F
FV

6�

△301＝�
�
�
�30�31�VLQ� ����� $ �＝�

�
�
･
�� �V E
EV

6･
�� �V F
FV

6･
�6
EF
�＝�
�� �V E � �V F

�E �F �V
�6 �

同様に，△31/＝�
�� �V F � �V D

�F �D �V
�6 �，△3/0＝�

�� �V D � �V E
�D �E �V

�6 �

これらを①に代入して

△/01＝�
�� �V E � �V F

�E �F �V
�6 ＋
�� �V F � �V D

�F �D �V
�6 ＋
�� �V D � �V E

�D �E �V
�6 �

　　　���＝�
� �6
�D �E �F �V

�
�D �V �E �V �F � �E �V �F �V �D � �E �V �D �V ��E �

� ������ �の中＝��
�D � �E � �F �V ��

�D �E �F � �E �F �D � �F �D ��E V�DEF�D�E �F �

　　　　＝��
�D � �E � �F �V ���D�E �F �EF�FD �DE ���DEF V��DEFV �

　　　　＝��
�D � �E � �F �V ���EF�FD �DE �V ��DEFV �＝�V��DEF���EF��FD��DE�

�D � �E �� �F V �

ここで，��EF��FD��DE� �D � �E � �F  �G�，�DEF �56�，�U 
6
V
�であるから

� ������ �の中＝�V��･�56��G ･V  �
�V ��5･

6
V ��G  � �V ��5U �G �

△/01＝�
� �6
�D �E �F �V

･� �V ��5U �G ＝�
�

� �
�6

DEF ��5U �G 6 
��5U G
�5

6 �

よって，�
△'()
△$%&

 �･
��5U G
�5
 
�� ��5U G

�5
�　W

�　�G 
������EF �FD �DE �D �E �F

�
�の値について

△$%&�の内接円と�%&，&$，$%�との接点をそれぞれ�,，-，.�とすると，$,，%-，&.�は���点で交わる。この点を

ジェルゴンヌ（*HUJRQQH）点という。

この点について，�
△'()
△$%&

�の値を計算すると，同様に現れる値である。

G D�V �D ��V �E �V �F  E�V �E ��V �F �V �D  F�V �F � �V �D �V �E  EF�FD�DE� �V �

（���������　時岡）
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���　$$�と%&，%%�と&$，&&�と$%との交点をそれぞれ，,，-，.�と

おく。

正三角形�$�%&，%�&$，&�$%�の相似比は，�D�E�F�であるから，

$.
.%

･
%,
,&
･
&-
-$
 
△&$& �
△&%& �

･
△$%$ �
△$&$ �

･
△%&% �
△%$% �

�

＝�
△&$& �
△%$%�

･
△$%$ �
△&%& �

･
△%&% �
△$&$ �

 
･F E

･E F
･
･D F

･F D
･
･E D

･D E
 ��

チェバの定理の逆により，$$�，%%�，&&��は���点�3�で交わる。

���　$3＝�[�，%3＝�\�，&3＝�]�とおく。

△3%&＝�
�
�
\]VLQ�����＝�

(�

�
\]�

同様に，△3&$＝�(
�

�
][�，△3$%＝�(

�

�
[\�

これらを，△3%&＋△3&$＋△3$%＝�6�に代入すると，

(�

�
\]� (�

�
][� (�

�
[\ 6 �

８.

��\]�][�[\ 
�

(�
6 �　…①

△3%&�に余弦定理を適用すると，� �\ � �] ��\]FRV���� �D �　�� �\ �\]� �]  �D �　…②

同様に，� �] �][� �[  �E �　…③，� �[ �[\� �\  �F 　…④

②＋③＋④より，���
�[ � �\ � �] �\]�][�[\ �D � �E � �F �

変形すると，�� �
� ��[ \ ] ���\]�][ �[\  �D � �E � �F �

これに①を代入すると，�� �
� ��[ \ ] ��･

�

(�
6 �D � �E � �F �

[�\�]!��より，�[�\�] )
����D �E �F �(� 6

�
 N �　…⑤とおく。

�②－③より，��\ �[ �\ �[ �]�\ �[  �D � �E �　��\ �[ �\�[ �]  �D � �E �　��\ [�
��D �E

N
�　…⑥

同様に，②－④より，���] �[ �] �[ �\�] �[  �D � �F �　�] [�
��D �F

N
�　…⑦

⑥，⑦を⑤に代入すると，�[��[ ��
��D �E

N
��[ ��

��D �F

N
 N�

�[ N�
��� �D �E �F

N
�＝�

����N � �D �E �F

N
�＝�

���
����D �E �F �(� 6

�
� �D �E �F

N
�

　＝�
����� �D � �E � �F �(� 6

�N
�

��[ 

��� �D �E � �F
�

(�
6

�N
�　同様に，�\ 

����D �E �F
�

(�
6

�N
�，�] 

��D � �E � �F
�

(�
6

�N
�

3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とおく。

△3%&＝�
�
�
D�3/＝

�
�
\]VLQ�����より，3/＝�

(� \[

�D
�　同様に，30 �(

� ][

�E
�，31＝�(

� [\

�F
�

△301＝�
�

�
･ (� ][

�E
･ (� [\

�F
VLQ$ �＝�

� �[ \]

�EF
･
�6

EF
�＝�
� �[ \]6

� �E �F
�

同様に，△31/＝�
� �[\ ]6

� �F �D
�，△3/0＝�

� �[\] 6

� �D �E
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△/01＝△301＋△31/＋△3/0＝�
� �[ \]6

� �E �F
�＋�
� �[\ ]6

� �F �D
�＋�
� �[\] 6

� �D �E
�＝�
�[\]� ���D [ �E \ �F ]

� �D �E �F
6

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，△'()＝��△/01

△'()
△$%&

�＝���
�[\]� ���D [ �E \ �F ]

� �D �E �F
＝�
�[\]� ���D [ �E \ �F ]

�D �E �F

ここで，

�D [� �E \� �F ] �＝� �D ���

��� �D �E � �F
�

(�
6

�N
�＋� �E ���

����D �E �F
�

(�
6

�N
�＋� �F ���

��D � �E � �F
�

(�
6

�N
�

　　　　＝
�
�N �

�D ��
�D � �E � �F � �E �

�D � �E � �F � �F �
�D � �E � �F �

�

(�
�
�D � �E �� �F 6 �

　　　　＝�
�
�N ��

�E �F �� �F �D �� �D �E � �D � �E � �F �
�

(�
�
�D � �E �� �F 6 �

　　　　＝�
�
�N �

�
� �6 �

�

(�
�
�D � �E �� �F 6 �＝�

�6

�(� N
�
�D � �E � �F ��(� 6 �＝�

�6

(� N
･� �N �（�⑤より）＝�

�N6

(�
�

よって，

�
△'()
△$%&

�＝�

･�� �
���� �D �E �F
�

(�
6

�N � �
����D �E �F
�

(�
6

�N � �
����D �E �F
�

(�
6

�N

�N6

(�
�D �E �F

　　　　��＝�

(� 6� ����� �D �E �F
�

(�
6 � �����D �E �F

�

(�
6 � �����D �E �F

�

(�
6

･�D �E �F � �N
�

　　　　��＝�

(� 6� ����� �D �E �F
�

(�
6 � �����D �E �F

�

(�
6 � �����D �E �F

�

(�
6

�D �E �F � ����D �E �F �( � 6
　

ここで，� �D � �E � �F �
�

(�
6 I�とおくと，�

△'()
△$%&

�＝�(
� 6� �I � �D � �I � �E � �I � �F

�D �E �F � ��I
�

(�
6

�　W

�　����　.LHSHUW点の場合のように求めることもできる。

（���������　時岡）�

���　&�を通り，&$�に垂直な直線と�%&�の垂直二等分線の交点�4�を中心，

4&�を半径とする円を描く。

同様に，$�を通り，$%�に垂直な直線と�&$�の垂直二等分線の交点�5�を

中心，5$�を半径とする円を描く。この���円の交点のうち，&�以外の交点

が求める点�3�である。

なお，%�を通り，%&�に垂直な直線と�$%�の垂直二等分線の交点�6�を中心，

6%�を半径とする円は点�3�を通る。

�　

円�4�において，接弦定理より，�3%&＝�3&$　…①

同様に，円�5�において，�3&$＝�3$%　…②

９.

①，②より，�3$&＝�3%&�であるから，接弦定理の逆により，3�は�%�で�%&�に接し，点�$�を通る円周上の点である。

よって，この点�3�のとき，�3$%＝�3%&＝�3&$となる。　W
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���　�3$%＝�3%&＝�3&$＝�[�，$3＝�[�，%3 �\�，&3＝�]�とおく。

�△3%&＝�
�
�
D\VLQ[ �＝�

�
�
D\FRV[�WDQ[ �＝�

���D �\ �]

�
WDQ[ �

同様に，△3&$＝�
���E �\ �[

�
WDQ[ �，△3$%＝�

���F �[ �\

�
WDQ[ �

△3%&＋△3&$＋△3$%＝�6�であるから

���D �\ �]

�
WDQ[ �＋�

���E �\ �[

�
WDQ[＋�

���F �[ �\

�
WDQ[ �＝�6�

���D �E �F

�
WDQ[ 6 �　��WDQ[ 

�6

���D �E �F
�

VLQ[ 
WDQ[

( �� �WDQ [
�＝�

�6

���D �E �F

) ��
�

� �
�6

���D �E �F

�＝�
�6

( �������� ���D �E �F � �E �F � �F �D � �D �E �D �E �F
�

　　���＝
�6

(�� ���E �F �F �D �D �E
�＝

�6

( ���E �F �F �D �D �E
�　…①

3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，△'()＝��△/01＝��△301＋△31/＋△3/0�

3/＝�\VLQ[ �，30＝�]VLQ[ �，31＝�[VLQ[ �

△3$%に正弦定理を適用すると，�
\

VLQ[
 

F
VLQ%

�　��\ 
FVLQ[
VLQ%

　同様に，�] 
DVLQ[
VLQ&

�，�[ 
EVLQ[
VLQ$

�

3/＝�
F �VLQ [

VLQ%
�，30＝�

D �VLQ [

VLQ&
�，31＝�

E �VLQ [

VLQ$
�

△301＝�
�

�
･
D �VLQ [

VLQ&
･
E �VLQ [

VLQ$
･VLQ$ �＝�

DE �VLQ [

�VLQ&
�＝�

･DE DE �VLQ [

･� �6
�＝�

�D �E �VLQ [

�6
�

同様に，△3%&＝�
�E �F �VLQ [

�6
�，△3&$＝�

�F �D �VLQ [

�6
�である。

△/01＝�
�D �E �VLQ [

�6
�＋�

�E �F �VLQ [

�6
�＋�

�F �D �VLQ [

�6
�＝�

���E �F �F �D �D �E

�6
�VLQ [ �

①を代入すると

△/01＝�
���E �F �F �D �D �E

�6

�

� �
�6

( ���E �F �F �D �D �E
�＝�

� �6

���E �F �F �D �D �E
�

よって，��

△'()

△$%&
 �･

� �6

���E �F �F �D �D �E
 

�
� �6

���E �F �F �D �D �E
�　W

�　辺で表すと�

△'()
△$%&

＝�
������ �E �F � �F �D � �D �E �D �E �F

���E �F �F �D �D �E
��

�　 �D � �E � �F ��
�E �F � �F �D � �D �E �＝�

�
� �

�
� ��E �F � �

� ��F �D �� �
� ��D �E ���

���D �E �F

���E �F �F �D �D �E
���より，�

△'()
△$%&

�＝��
���D �E �F

���E �F �F �D �D �E
���� ��　W

（���������　時岡）
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���　中線�$ �* ＝�O�とおくと，中線定理により，

� �E � �F  ��
�O ��

�

� �
D

�
�　�� �O  

��� �E � �F �D

�
�　…①

>�@　�E!F �の場合

�%$,＝�&$ �* ＝D�，%,＝� �[ �（��� �[ �
D
�
�），

$,＝� �\ O�とおく。�

△$%,，△$& �* �に正弦定理を適用して，

�[

VLQD
 �\ O

VLQ%
�，�

D
�

VLQD
 

O

VLQ&
�

この���式より�VLQD �を消去すると，�

�\  
�VLQ%
DVLQ& �[  

�E
FD �[ �　…②

△$%,�に余弦定理を適用すると，

10.

� �
� �\ O  

�F � �
�
[ ��

�
F[ FRV% �

これに，①，②，�FRV% 
���F �D �E

�FD
�を代入すると，

�
�

� �
�E

FD �
[ ･

��� �E � �F �D

�
 �F � �

�
[ ��

�
F[ ･

���F �D �E

�FD
�

両辺に� �F �D �をかけ，整理すると，��
�E ��

�E �� �F � �D �� �F �D �
�
[ � �F D�

�F � �D � �E
�
[ � �F �D  ��

��
�E � �D �

�E � �F �
�
[ � �F D�

�F � �D � �E
�
[ � �F D� � �F D  ��

　　　　 �� �E �D

��E �F

�F D

� �F D

��DE �F �DF

��� �DE �F �D �F
�F D� ���F �D �E

�

�����
�E � �D

�
[ �� �F D ��

�E � �F
�
[ �� �F D  ��

�� �[ �
D
�
�より，� �[  

�F D

��D � �E
�は不適。

（�）�L�　� �D �� �E ���のとき，� �[ ���より，不適。

　　　�LL�　� �D �� �E !��のとき，
D

�
�

�
[  

D

�
�

�F D

��D � �E
 

D� ���D � �E � �F

�� ��D � �E
 �

�DO

��D � �E
��より，不適。�

　　　�LLL�　� �D �� �E  ��のとき，� �[ �は解にならない。

�� �[  
�F D

��E �F
�＝%,，,&＝�D�

�F D

��E �F
 

�DE

��E �F
�　�%,：,&＝� �F � �E �

同様に，&-：-$＝� �D � �F �，$.：.% � �E � �D �

よって，
$.

.%
･
%,

,&
･
&-

-$
 

�E
�D
･

�F
�E
･

�D
�F
 ��より，

チェバの定理の逆により，$,，%-，&-�は���点で交わる。　W

>�@　�E�F �のとき（右図）

�&$,＝�%$ �* ＝D�，&,＝� �[ �（��� �[ �
D
�
�），$,＝� �\ O�とおくと，

>�@�と同様の結果が得られる。

���　3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とする。

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，△'()＝��△/01＝�（△301＋△31/＋△3/0）
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△301＝�
�
�
�30�31�VLQ$，△31/＝�

�
�
�31�3/�VLQ% �，△3/0＝�

�
�
�3/�30�VLQ& �であるから，3/，30，31�を

求める。

メネラウスの定理から，�
$3

3,
･
,%

%&
･
&-

-$
 
$3

3,
･

�F

��F �E
･

�D
�F
 ��より，�

$3

3,
 

��E �F
�D
�

��
3,

$,
 

�D

���D �E �F
�

△3%&＝�
�
�
D�3/＝�

3,

$,
6 

�D

���D �E �F
6 �より，3/＝�

�D

���D �E �F
6�

同様に，30 �
�E

���D �E �F
6�，31＝�

�F

���D �E �F
6�

△301＝�
�
�
�30�31�VLQ$ �＝�

�

�
･

�E

���D �E �F
6･

�F

���D �E �F
6･
�6

EF
 

� �6
�

� ���D �E �F
�

同様に，△31/＝△3/0＝
� �6

�
� ���D �E �F

�

よって，�
△'()

△$%&
 �･�･

� �6
�

� ���D �E �F
 

� �
� �6

�
� ���D �E �F

　W�　　　　　　　　　　　　　　（���������　時岡）

S　

���　$$�と%&，%%�と&$，&&�と$%との交点をそれぞれ，,，-，.�とおく。

相似である△$�%&，△%�&$，△&�$%の相似比は，�D�E�F�であるから，

$�%＝$�&＝�ND�とおくと，%�&＝%�$＝�NE�，&�$＝&�%＝�NF�となる。

ただし，�N 
�

�FRVK
�

$.
.%

･
%,
,&
･
&-
-$
 
△&$& �
△&%& �

･
△$%$ �
△$&$ �

･
△%&% �
△%$% �

�

＝�
△&$& �
△%$%�

･
△$%$ �
△&%& �

･
△%&% �
△$&$ �

 
･NF E

･NE F
･

･ND F

･NF D
･

･NE D

･ND E
 ��

11.

よって，チェバの定理の逆により，$,，%-，&.�は���点で交わる。

,，-，.�はそれぞれ�$$�，%%�，&&��上の点であるから，$$�，%%�，&&��は���点�3�で交わる。

���　3'，3(，3)�の中点をそれぞれ�/，0，1�とおく。

%,：,&＝△$%$�：△$&$�＝�
�
�
F･NDVLQ � �% K �：�

�
�
E･NDVLQ � �& K �＝�FVLQ � �% K �：�EVLQ � �& K �より

%, �
FVLQ � �% K

�FVLQ � �% K EVLQ � �& K
･D �＝�

F� �VLQ%FRVK FRV%VLQK
�F� �VLQ%FRVK FRV%VLQK E� �VLQ&FRVK FRV&VLQK

･D �

＝�
�FFRV%VLQK FVLQ%FRVK
�� �FFRV% EFRV& VLQK � �FVLQ% EFRV& FRVK

･D �＝�
�FFRV%VLQK FVLQ%FRVK

�DVLQK �FVLQ%FRVK
･D�

＝�

�･･F
���F �D �E

�FD
VLQK ･･F

�6

FD
FRVK

�DVLQK ･･�F
�6

FD
FRVK

･D �＝�
�� ���F �D �E VLQK �6FRVK

�� ��D VLQK �6FRVK
･D �＝�

����F �D �E
�6
WDQK

�� ���D
�6

WDQK

･D �

＝�
����D �E �F G

�� ��D G
･D �

ここで，�� �D � �E � �F �G 
�

G �，� �D � �E � �F �G 
�
G �，� �D � �E � �F �G 

�
G �とおくと，

%, �
�DG

�� ��D G
�，,&＝�D�

�DG

�� ��D G
＝�

D� ���� ��D G � ����D �E �F G

�� ��D G
�＝�

D� ����D �E �F G

�� ��D G
�＝�

�DG

�� ��D G
�

同様に，&-＝�
�EG

�� ��E G
�，-$＝�

�EG

�� ��E G
�，$.＝�

�FG

�� ��F G
��，.%＝�

�FG

�� ��F G
��
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次に，メネラウスの定理により，�
$3
3,
･
,%
%&
･
&-
-$
 ��　�

$3
3,
･

D �G

�� ��D G
D

･

�EG

�� ��E G

�
EG

�� ��E G

 ��

��
$3

3,
 
�� ��D G

�
G

�G �G
，　�

3,

$,
 �G �G

��� ��D G �G �G �G
�

ここで，���
�D �G

�
G �

�
G

�
G �＝���

�D �G ��
�D � �E � �F �G � �

�D � �E � �F �G �
�D � �E � �F �G �

　　　　　　　　　　　　　�＝���
�G � �D �� �D �

�E � �F ���
�E � �F G� �

� ��D G � �
� ��E �F �

　　　　　　　　　　　　　�＝�� �G ���
�D � �E � �F G�� �E �F �� �F �D �� �D �E � �D � �E � �F �

　　　　　　　　　　　　　�＝�� �G ���
�D � �E � �F G� �

� �6 �

これは，�D���E���F�について対称式であるから定数となる。

��
�D �G

�
G �

�
G

�
G �＝���

�E �G
�

G �
�

G
�

G �＝���
�F �G

�
G �

�
G

�
G �＝�H�とおくと，

3,

$,
 �G �G

H
�

△3%&＝�
3,
$,
･6 �＝�

�G �G 6

H
＝�
�
�
D��3/�より，3/＝�

� �G �G 6

DH
�　同様に，30＝�

� �G �G 6

EH
�，31＝�

� �G �G 6

FH
�

△301＝�
�
�
�30�31�VLQ$ �＝�

�

�
･
� �G �G 6

EH
･
� �G �G 6

FH
･
�6

EF
�＝�
� �
�

G
�

G
�
G �6

�E �F �H
�

同様に，△31/＝�
�
�

G �
�

G
�
G �6

�F �D �H
�，△3/0＝�

�
�

G
�

G �
�

G �6
�D �E �H

�

△/01＝△301＋△31/＋△3/0＝�
� �
�

G
�

G
�
G �6

�E �F �H
�＋�
�
�

G �
�

G
�
G �6

�F �D �H
�＋�
�
�

G
�

G �
�

G �6
�D �E �H

�

　　　���＝�
�
�

G
�

G
�

G � ���D
�

G �E
�

G �F
�

G �6
�D �E �F �H

�

ここで，� �D �
G � �E

�
G � �F

�
G �＝� �D ��

�D � �E � �F �G � �E �
�D � �E � �F �G � �F �

�D � �E � �F �G �

　　　　　　　　　　　　　�＝��
�D � �E � �F G�� �E �F �� �F �D �� �D �E � �D � �E � �F �

　　　　　　　　　　　　　�＝��
�D � �E � �F G� �

� �6 �であるから

△/01＝�
�
�

G
�

G
�

G � ��� ���D �E �F G �
� �6

�6
�D �E �F �H

�

△'()4△/01で，相似比は��：��であるから，△'()＝��△/01

よって，

△'()
△$%&

�＝����
�
�

G
�

G
�
G � ��� ���D �E �F G �

� �6
�6

�D �E �F �H

　　　　��＝�
�

� �6 � ���� �D �E �F G � ����D �E �F G � ����D �E �F G � ��� ���D �E �F G �
� �6

�D �E �F �
� ���� �G �� ���D �E �F G �

� �6
�

　　　　��＝� � ���� �D �E �F G � ����D �E �F G � ����D �E �F G � ��� ���D �E �F G �
� �6

�5 �
� ���� �G �� ���D �E �F G �

� �6
�　P

�

���　�K ����のとき，.LHSHUW点は����の)HUPDW点の場合に一致する。上式に，G 
�6

WDQ���
 
�

(�
6 �を代入する。

分子の�� ��の中＝��
�D � �E � �F ･

�6

(�
� �

� �6 �＝�
�6

(�
�
�D � �E � �F ��(� 6 �

分母の�� ��の中＝��･
�

� �
�6

(�
���

�D � �E � �F ･
�6

(�
� �

� �6 �＝��･
�6

(�
�
�D � �E � �F ��(� 6
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�
△'()
△$%&

�＝�

･�
� �6 � ����� �D �E �F

�6

(� � �����D �E �F
�6

(� � �����D �E �F
�6

(�

�6

(�
� ����D �E �F �(� 6

�D �E �F
�

� �･�
�6

(�
� ����D �E �F �(� 6

�　　　　��＝�

(� 6� ����� �D �E �F
�

(�
6 � �����D �E �F

�

(�
6 � �����D �E �F

�

(�
6

�D �E �F � ����D �E �F �( � 6
�

これで，��（)HUPDW点の場合）の結果と一致することが確かめられた。

（���������　時岡）

△$%&�の外接円の半径を�5�，3'，3(，3)�の中点をそれぞれ

/，0，1�とする。

△'()4△/01�で，相似比は��：��であるから，

△'()＝��△/01

まず，△/01�の面積を求める。

�/01＝�K�とおく。

四角形�$130�は，�$03＋�$13＝���＋���＝�����より円に

内接する。

△$01に正弦定理を適用すると，�
01
VLQ$

�＝$3（直径）

�01＝$3�VLQ$ �

同様に，四角形�&03/�は円に内接するから，/0＝&3�VLQ& �

△/01＝�
�
�
�/0�01�VLQK �＝�

�
�
��&3�VLQ& ��$3�VLQ$VLQK �

12.

　　　���＝�
�
�
�$3�&3�VLQK VLQ$VLQ& �　…①

ここで，$3�の延長と外接円との交点を�*�とする。

四角形�$130�および四角形�&03/�は円に内接し，円周角は等しいから

�*&3＝�*&%＋�%&3＝�*$%＋�/&3＝�3$1＋�/&3＝�301＋�/03＝�/01＝�K�

�&*3＝�&*$＝�&%$＝%�であるから，△3*&�に正弦定理を適用すると，
&3
VLQ%

 
3*
VLQK

�

��&3VLQK �＝3*�VLQ% �　これを①に代入すると，△/01＝�
�
�
�$3�3*�VLQ% ���VLQ$VLQ& �　…②

また，直線�23�と外接円の交点を図のように�,，-�とすると，

方べきの定理より，$3�3*＝,3�3-＝��5 �G �5 �G  �5 � �G �であるから，②に代入すると，

△/01＝�
�
� �

�5 � �G VLQ$VLQ%VLQ& �＝�
�
� �

�5 � �G VLQ ･･$
E
�5

F
�5
�＝�

��5 �G

� �5
･
�

�
EFVLQ$ �＝�

��5 �G

� �5
･6

�　…③

よって，�
△'()
△$%&

＝�
･� △/01

6
 

��5 �G
�5
�　W

�

���　点�3�が外接円周上にあるとき，23＝�5�より，△/01＝���

これは，△/01がつぶれて，��点�/，0，1�が一直線上にあることを示している。（シムソン線）

�　（6LPVRQの定理）

三角形の外接円周上の任意の���点�3�から���辺�%&，&$，$%�に垂線�3'，3(，3)�を下せば，��点�'，(，)�は���直線

上にある。この直線を△$%&�に関する点�3�の6LPVRQ線という。
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���　点�3�が内心のとき，�（V 
��D E F
�

）�

△/01＝�△,01＋△,1/＋△,/0＝
�
�

�U �VLQ� ����� $ �VLQ � ����� % ��VLQ � ����� &

　　　���＝�
�
�

�U �
D
�5
�

E
�5 ��

F
�5

�＝�
･U UV
�5
�＝�

U
�5
･6 �

③より，�
U
�5
･6 �＝�

��5 �G

� �5
･6 �　� �G  �5 ��5U �　�� �,2 �＝� �5 ��5U �（オイラー�チャップルの定理）

【���の参考文献】数学ひとり旅　数学＝不思議発見　石谷茂著　現代数学社　����年��月��日�刷発行

（���������　時岡）
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△$%&�の外側に各辺を底辺とする直角二等辺三角形

3%$，4&%，5$&�をつくる。

四角形�$345－△�$%&�の値は定数となる。

１.

円に内接する四角形�$%&'�の外側に各辺を底辺とする

直角二等辺三角形�3$'，4%$，5&%，6'&�をつくる。

四角形�3456－四角形�$%&'�の値は定数となる。�

２.

（����������　時岡）

（追加）三角形，四角形のある面積に関する性質
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