
はじめに１.

0DWKHPDWLFV�0L]XU\X（KWWS���U\XJHQ��VDNXUD�QH�MS�LQGH[�KWPO）というサイトの「連続応募問題：�����」

に次の問題が掲載されていたので応募した。

特に，問題���に興味をもったので，次の問題を考えてみた。また，問題���を解いて気が付いたことは後述する。

問題����

放物線�\ S �[ �T ��S 
� �上に異なる���点�$，%，&�があり，

直線�$%，%&，&$�が�原点を中心とする半径���の円�に接する

とき，�S���T�の条件を求めよ。

２.

�　答は，�S�T ���である。

問題���は，�S ����T ���の場合であった。

S ��のときは，他に�T ��の場合も考えられる。

右図がその場合である。

さらに，半径が�U�の場合を考えてみた。
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問題����３.

放物線�\ S �[ �T ��S 
� �上に異なる���点�$，%，&�があり，直線�$%，%&，&$�が�原点を中心とする半径�U�の円�に接

するとき，�S���T�の条件を求めよ。

�　答は，� �SU �T �U�である。

この答をよく見てみると，左辺は，放物線の方程式に，�[ U����U�を代入したもの

になっている。

'�� �U���U �，(���U��� �U �，)��U��� �U �，*�� U���U �とおくと，条件� �SU �T U �は，

点�'，*�を通ることを示し，条件� �SU �T �U�は，点�(，)�を通ることを示して

いる。

つまり，円に外接する正方形の���つの頂点を通ることを示していることが分かった。

従って，最終的に次の問題を作ることができる。

問題����４.

定円に外接する△$%&�と正方形�'()*�がある。

このとき，��点�$，%，&�と正方形の���つの頂点

を通る放物線が存在することを証明せよ。

�　座標平面で考える。

定円を原点中心，半径�U�の円とし，正方形の頂点を�'�� �U���U �，(���U��� �U �，)��U��� �U �，*�� U���U �とする。

また，放物線を�\ S �[ �T �とおいても一般性は失わない。

>�@　�S���のとき

上に凸である放物線�\ S �[ �T �上の異なる���点を，

$��D���S
�D �T ，%��E���S

�E �T �，&��F���S
�F �T �とおく。（�D���E���F�は異なる。）

点�$�の�[�座標に着目すると，�[�座標が�U�または��U�のときは，�\�軸に平行な接線が

できるから，題意に適さない。

従って，�D
�U�である。（�E���F�についても同様）

直線�$%の方程式は，�\��S
�D �T  

�� �S �E T � �S �D T

�E D �[ �D �

�\��S
�D �T  S�E �D �[ �D 　��S�D �E [�\�DES�T ��

これは原点中心，半径�U�の円に接するから，原点と直線�$%�の距離は�U�である。

U 
��DES T

( ��� �S� �D E �
� ��

�　　　　　　　　　　　���� �S �U �
� �D E � �U  �

� �DES T �　…①

直線�$&�，%&�も原点との距離は�U�あるから，同様に， �S �U �
� �D F � �U  �

� �DFS T �　…②

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� �S �U �
� �E F � �U  �

� �EFS T �　…③　が成り立つ。

①－②より　� �S �U �E �F ��D��E ��F  DS�E �F �D�E �F S ���T �　��E�F �
�D� ��SU T

� ��U �D S
�　…④
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次に，①＋②より　� �S �U ��
�D ��D�E �F � �E �� �F �� �U  �D �S �

�E � �F ��DST�E �F �� �T

�S �
�U � �D �

�E � �F ��DS�
�SU �T �E �F �� �D �S �U �� �U �� �T  ��

�S �
�U � �D �

�
� �E F ���EF ��DS�

�SU �T �E �F �� �D �S �U �� �U �� �T  ��

� �S �
�U � �D EF �S �

�U � �D �
� �E F ��DS�

�SU �T �E �F �� �D �S �U �� �U �� �T �

� �S �
�U � �D EF＝� �S �

�U � �D
�

� ��
�D� ��SU T

� ��U �D S
��DS�

�SU �T � ��
�D� ��SU T

� ��U �D S
�� �D �S �U �� �U �� �T

� �S �
�U � �D EF�＝�� �D �S �U �� �U �� �T �　��EF 

���D �S �U �U �T

� ��U �D �S
　…⑤�

④，⑤を③に代入すると， �S �U
�

� ��
�D� ��SU T

� ��U �D S
� �U  

�

� ��･
���D �S �U �U �T

� ��U �D �S
S T �

両辺に� �
� ��U �D �S �を掛け，移項すると，�

� �S �U �
� ��SU T �D � �S �U �

� ��U �D � �
� ����S� ��SU T �D �U �T �STU  ��　…⑥

左辺を�D�についての多項式とみて

（ �D �の係数）＝� �S �U � �S �
� ��SU T

　　　　　　＝�� �S �
�

� ��SU T �� �U �

（ �D �の係数）＝�� �S �U �
� ��SU T �� �S �U ��S�

�SU �T �
�U � �T � �STU �

　　　　　　＝�� �S �U �
� ��SU T �� �S �U ��S�

�SU �T �
�U �T�

�SU ��T

�　　　　　　＝�� �S �U �
� ��SU T �� �S �U �� �SU �

�SU �T ��ST �
� ��SU T

　　　　　　＝��S��
�SU �T �

�SU �T �� �SU �
�SU �T �� �S �U �

　　　　　　＝��S���
�SU �T �

� ��SU T � �U �
�SU �T �� �SU �

　　　　　　＝��S���
�SU �T �

� ��SU T � �U ��
�SU ��T

�　　　　　　＝��S��
�SU �T �

�
� ��SU T �� �U �

（定数項）＝� �S �U � �
� ���U �T �STU

　　　　　＝��
�SU � �U � �T � �STU �

�SU � �U � �T � �STU

　　　　　＝��
�SU �U �T � �U �T �U ��T �S

�U �U �T ��U �T �U ��T �

　　　　　＝��U �T �
�SU �U �T �U �T �

�SU �U �T

　　　　　＝��
�U � �T �

�
� ��SU T �� �U �

⑥の左辺について，共通因数でくくると，

��
�

� ��SU T �� �U ��
�S �D ��S��

�SU �T �D � �U �� �T  ��

この等式が，�D�の値に対して，恒等式となるためには，� �
� ��SU T � �U  ��であればよい。

� �SU �U�T �　…⑦，� �SU �U�T �　…⑧

⑦は放物線が，点(���U��� �U �，�)��U��� �U �を通ることを示し，⑧は放物線が点�'�� �U���U �，*�� U���U �を通ることを示

している。

>�@　�S!��のときも同様である。

よって，��点�$，%，&�を通る放物線は正方形の���つの頂点を通ることが証明されたことになる。　W

　（���������　時岡）
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第�����回の問題���を解いて気が付いたこと５.

問題��

正三角形�$%&�の内部の点�3�について，3$＝���，3%＝���，3&＝���とする。このとき，正三角形の一辺の長さを求めよ。

S　%&＝&$＝$%＝�[�，3$＝�S�，3%＝�T�，3&＝�U�，

�%3&＝�D�，�&3$＝�E�，�$3%＝�F�とおく。

�D�E�F �S�より，�FRV � �D E  FRV F �

FRVDFRVE�VLQDVLQE FRV F �

�
� �FRVDFRVE FRVF  �VLQ D �VLQ E �

�FRV D �FRV E��FRVDFRVE FRVF� �FRV F �� � �FRV D �� � �FRV E �

�� �FRV D� �FRV E� �FRV F��FRVDFRVEFRVF�� ��　…①

△3%&，△3&$，△3$%�に余弦定理を適用して

FRVD 
���T �U �[

�TU
�，�FRVE 

���U �S �[

�US
�，�FRVF 

���S �T �[

�ST
�

これらを①に代入すると

�

� �
���T �U �[

�TU
�＋�

�

� �
���U �S �[

�US
�＋�

�

� �
���S �T �[

�ST
�－��･

���T �U �[

�TU
���

���U �S �[

�US
���

���S �T �[

�ST
��� ��

両辺に� �� �S �T �U �を掛けると，

�S �
�T � �U � �[ �＋� �T �

�U � �S � �[ �＋� �U �
�S � �T � �[ ��� ���T �U �[ �

�U � �S � �[ �
�S � �T � �[ ��� �S �T �U  ��

展開して整理すると， �[ �
�[ � �

�S � �T � �U �[ � �S � �T � �U � �T �U � �U �S �� �S �T  ��

[
� �であるから，
�[  

����S �T �U (�� ������ �T �U � �U �S � �S �T �S �T �U

�
�

ここで，�S���T���U�を���辺にもつ三角形の面積を�6 ��，�V 
��S T U
�

�とおくと，

ヘロンの公式により，6 ��＝�(V� �V S � �V T � �V U �＝�
�
�(� ��S T U � ���S T U � ��S T U � ��S T U �

根号内を展開して， �
� �6 � �＝�� �T �U �� �U �S �� �S �T � �S � �T � �U �となるから，

�[  
����S �T �U �( � 6 �
�

�　題意に適するのは，� �[  
���S �T �U ��(� 6 �
�

　…②

[!��より，�[ ) �
���S �T �U

�
�(� 6 � �（公式）

さて，問題は，�S ����T ����U ��のときである。

V 
��S T U
�

 ���，�6 � ( ･･･�� � � �  ��( � �より，[ ) �
���� �� ��

�
･�(� ��(� ＝�(��� �　P

（����������　時岡）
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気が付いたこと。６.

あらたに，△/01�を，01＝3$＝�S�，1/＝3%＝�T�，/0＝3&�＝�U�としてつくる。△/01＝�6 ��

また，$%�を���辺とする正三角形の面積を�6� $% �で表す。

�[  
���S �T �U ��(� 6 �
�

�　…②の両辺に�
(�

�
�を掛けると，

6� $% �＝�
��6� 3$ 6� 3% 6� 3&

�
�
�
�
6 ��

両辺に���を掛けると，�6� $%  �△/01�6� 3$ �6� 3% �6� 3& �　…③

これを図で示すと，

この等式の初等幾何による証明を考えてみた。

�　△3%&�を�%�を中心に�����回転させ，△4%$�をつくる。

同様に，△3&$�を�&�を中心に�����回転させ，△5&%�をつくり，

△3$%�を�$�を中心に�����回転させ，△6$&�をつくる。

六角形�$4%5&6�は△$%&��個分の面積となる。

六角形�$4%5&6�＝��6� $% �　…③

また，△3%4�について，3%＝4%，�3%&4＝����であるから

△3%4�は正三角形となる。同様に，△3&5，△3$6�も正三角形となる。

また，3$，3%，3&�を���辺にもつ三角形の面積を△'()�とおくと，

△43$�△3%5�△&63＝△'()�であるから，

六角形�$4%5&6�＝��6� 3$ �6� 3% �6� 3& ��△'() �　…④�

③，④より，��6� $% �＝�6� 3$ �6� 3% �6� 3& ��△'() �　W

（����������　時岡）
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