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次の問題は，����年度，大阪大の入試問題である。

　　曲線�&：\ �[ �N[ ���N�は実数��を考える。&�上に点�$��D，
�D 
�ND ���D 

� �をとる。

　　次の問いに答えよ。

　　���　点�$�における�&�の接線を�@�とする。@�と�&�の�$�以外の交点を�%�とする。

　　　%�の�[�座標を求めよ。

　　���　����で求めた点�%�における�&�の接線を�@とする。@�と�@�が直交するとき，D�と�N�が

　　　満たす条件を求めよ。

　　���　����において，@�と�@�が直交する�D�が存在するような�N�の値の範囲を求めよ。

この問題を参考に，次の問題を作問した。２.

��次曲線�\ I� 
[ ＝�
�D[ � �E[ �F[�G�…①と点� �7 ��� 
W���I� 
W �について，

①上の� �7 �における接線を� �O �， �O �と①の� �7 �以外の交点� �7 �における接線を� �O �，

�O �と①の� �7 �以外の交点� �7 �における接線を� �O �，このように，�� �7 �，� �O �，…を

定義していく。次の値を求めよ。

���　�△� Q7 �Q �7 �Q �7 �＝� Q6 �とおくとき，
�Q �6

Q6
�の値

���　接線� QO ��� �Q �O ��� �Q �O �で囲まれる三角形の面積を� Q/ �とおくとき，

　�
�Q �/

Q/
の値

結論は，どちらも����であった。

以下，計算例である。

���　�\� � �D[ ��E[�F�

�7 ��における接線は，�\��
�DW � �EW �FW 
�G ��

�DW ��EW 
�F �[ 
�W �

��\ ��
�DW ��EW 
�F [�� �DW � �EW �G�　…� �O �

�D[ � �E[ �F[�G�＝���
�DW ��EW 
�F [�� �DW � �EW �Gとおくと，� �

� 
�[ W �D[��DW 
�E  ��

�7 �の�[�座標は，�[ ��W�
E
D
�

点� Q7 �の�[�座標を� Q[ �とおくと，� Q[ �は漸化式� �Q �[  �� Q[ �
E
D
�を満たす。� �[  W�であるから，

�� Q[ �＝�
�Q �

� 
�� �W ��
E
�D
�

E
�D
�

次に，��点�3�� 
S���I� 
S �，4�� 
T���I� 
T �，5�� 
U���I� 
U �を頂点にもつ△345の面積を計算する。
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△345＝�
�
� �S 
�U �I� 
T ��I� 
U ��T 
�U �I� 
S ��I� 
U �

ここで，

�I� 
T �I� 
U �＝��
�DT � �ET �FT 
�G ��

�DU � �EU �FU 
�G �＝��T 
�U �D�
�T �TU 
� �U �E �T 
�U ��F �であるから，

△345＝�
�
� �S 
�U �T 
�U �D�

�T �TU 
� �U �E�T 
�U ��F � �T 
�U �S 
�U �D�
�S �SU 
� �U �E�S 
�U ��F �

　　　�＝�
�
� �S 
�U �T 
�U �D�

�T 
� �S �DU�T 
�S�E�T �
�S �＝�
�
� �S 
�T �T 
�U �U 
�S �D�S�T 
�U ��E �

S Q[ �，�T �Q �[ �，�U �Q �[ �とおくと，

S�T�＝�
�Q �

� 
�� �W ��
E
�D ��

E
�D
�－��

Q
� 
�� �W ��

E
�D ��

E
�D
�＝�� �Q �

� 
�� �W ��
E
�D
�

T�U �＝��
Q

� 
�� �W ��
E
�D ��

E
�D
�－��

�Q �
� 
�� �W ��

E
�D ��

E
�D
�＝�� Q

� 
�� �W ��
E
�D
�

U�S�＝��
�Q �

� 
�� �W ��
E
�D ��

E
�D
�－��

�Q �
� 
�� �W ��

E
�D ��

E
�D
�＝�� �Q �

� 
�� �W ��
E
�D
�

S�T�U�＝��
�Q �

� 
�� �W ��
E
�D ��

E
�D
�＋��

Q
� 
�� �W ��

E
�D ��

E
�D
�＋��

�Q �
� 
�� �W ��

E
�D ��

E
�D
�

　　　　�＝�� �Q �
� 
�� �W ��

E
�D
�

E
D
�であるから，D�S�T 
�U �E �＝��D �Q �

� 
�� �W ��
E
�D
�

よって，�

Q6 �＝△� Q7 �Q �7 �Q �7 �＝�
�
�
� �Q �
� 
�� �W ��

E
�D
･� Q

� 
�� �W ��
E
�D
･� �Q �

� 
�� �W ��
E
�D
･�D �Q �

� 
�� �W ��
E
�D

�

　��＝� D
�

� �･� �Q �� � ��W
E

�D
�＝���･ ��Q �� D

�

� ��W
E

�D
�であるから，

�Q �6

Q6
�＝� ��  ���　P

���　� �O �：\ ��
�DW ��EW 
�F [�� �DW � �EW �G�であるから，� Q[ �＝�

�Q �
� 
�� �W ��

E
�D
�

E
�D
�として，

� QO �：\ ��
�

QD[ �� QE[ 
�F [�� �
QD[ � �

QE[ �G�

�Q �O �：\ ��
�

�Q �
D[ ��

�Q �
E[ 
�F [�� �

�Q �
D[ � �

�Q �
E[ �G�

�Q �O �：\ ��
�

�Q �
D[ ��

�Q �
E[ 
�F [�� �

�Q �
D[ � �

�Q �
E[ �G�

である。

ここで，� Q$ �＝�� �
QD[ �� QE[ �F �，� Q& �＝���

�
QD[ � �

QE[ �G�とおくと，

QO �：� Q$ [�\� Q&  ��， �Q �O �：� �Q �$ [�\� �Q �&  ��， �Q �O �：� �Q �$ [�\� �Q �&  ��と表される。�

この���直線で囲まれる三角形の面積� Q/ �は， Q/ �＝�
�

� ���Q$ � 
�
�Q �

&
�Q �

&
�Q �

$ � 
�
�Q �

& Q& �Q �
$ � 
�Q& �Q �

&

� � 
��Q �$ �Q �$ � 
�Q$ �Q �$ � 
��Q �$ Q$
�（
）

Q[ �＝�
�Q �

� 
�� �W ��
E
�D
�

E
�D
�＝�N�

E
�D
�とおく。ただし，N�＝� �Q �

� 
�� �W ��
E
�D
�

�Q �[  �� Q[ �
E
D
�＝���N ��

E
�D
�

E
D
�＝���N�

E
�D
�

�Q �[  �� �Q �[ �
E
D
�＝�����N ��

E
�D
�

E
D
�＝��N�

E
�D
�である。このとき，

Q$ �＝��D
�

� ��N
E

�D
��E�N ��

E

�D
�F＝�� �DN �

�E

�D
�F �

�Q �$ �＝��D
�

� ����N
E

�D
��E���N ��

E

�D
�F＝���� �DN �

�E

�D
�F�

�Q �$ �＝��D
�

� ���N
E

�D
��E��N ��

E

�D
�F＝���� �DN �

�E

�D
�F�
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Q& �＝���D
�

� ��N
E

�D
�E

�

� ��N
E

�D
�G＝��� �DN � �EN �

�E

�� �D
�G�

�Q �& �＝���D
�

� ����N
E

�D
�E

�

� ����N
E

�D
�G＝��� �DN �� �EN �

�E

�� �D
�G�

�Q �& �＝���D
�

� ���N
E

�D
�E

�

� ���N
E

�D
�G＝����� �DN ��� �EN �

�E

�� �D
�G��であるから，（
）に代入すると，

Q/ �＝�
･�� ��� �D ��N

･･�� �� � �D �N
＝�

･�� ��

�
D �N �＝�

･�� ��

�
D

�

� �
�Q �

� 
�� � ��W
E

�D
＝�

･�� ��Q ��

�
D

�

� ��W
E

�D
�

�Q �/ �＝�
･�� ��Q ��

�
D

�

� ��W
E

�D
より，�

�Q �/

Q/
�＝� ��  ���　P

�　（
）互いに平行でない�直線� �D [� �E \� �F  ��，� �D [� �E \� �F  ��，� �D [� �E \� �F  ��によって

つくられる三角形の面積�6�は，

�6�＝�

�
�

D
�

E
�

F

�D �E �F

�D �E �F

�
�

D
�

E

�D �E

�
D

�
E

�D �E

�
D

�
E

�D �E

�＝�
�

� ���� 
�
�

D
�

E
�

D
�

E
�

F � 
�
�

D
�

E
�

D
�

E
�

F � 
�
�

D
�

E
�

D
�

E
�

F

� � 
��D �E �D �E � 
��D �E �D �E � 
��D �E �D �E
�

※　証明は，時岡郁夫の+3のこだわり数学��（���������）にある。

（����������　時岡）
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