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まえがき

ここでは，三角形に対する不等式を証明するために必要となる三角関数と三角形に関す

る事柄を扱う。

特に

2.8 三角形の３辺の長さ a, b, cの対称式を s, r, Rを使って表す

2.9 三角形における三角関数の対称式を s, r, Rを使って表す

は発展編で使用する。

　　 2021年 8月
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1 三角関数

1.1 三角関数の定義

単位円（原点 Oを中心とし，半径 1の円）をかき，これと角 θ の動経との交点を Pと

する。このとき Pの座標は角 θ によって定まるから，P(cos θ, sin θ)とかく。

P

1

1

-1

-1

θ

x

y

O

tan θ = sin θ
cos θ

, cot θ = cos θ
sin θ

, sec θ = 1
cos θ

, csc θ = 1
sin θ

で，それぞれ θの tangent（タンジェント），cotangent

（コタンジェント）， secant（セカント）， cosecant

（コセカント）とよぶ。

問 1 cos2 1̊ + cos2 2̊ + · · ·+ cos2 90̊ の値を求めよ。

1.2 加法定理

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ, (1.1)

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ, (1.2)

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ

. (1.3)

(1.1)，(1.2)，(1.3)において β を −β に置き換えると，sin(−β) = − sinβ, cos(−β) =

cosβ, tan(−β) = − tanβ であるから，次の公式が得られる。

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ,

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ,

tan(α− β) =
tanα− tanβ
1 + tanα tanβ

.
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問 2 次の等式が成り立つことを証明せよ。

(1) tanα+ tanβ =
sin(α+ β)

cosα cosβ
(2) tanα− tanβ =

sin(α− β)

cosα cosβ

(3) cotα+ cotβ =
sin(α+ β)

sinα sinβ
(4) cotα− cotβ = − sin(α− β)

sinα sinβ

問 3 次の等式が成り立つことを証明せよ。

1
sin 2x

= cotx− cot 2x.

問 4 次の等式が成り立つことを証明せよ。

(1) cos(x+ y + z) = cosx cos y cos z − cosx sin y sin z − sinx cos y sin z − sinx sin y cos z

(2) sin(x+ y + z) = sinx cos y cos z + cosx sin y cos z + cosx cos y sin z − sinx sin y sin z

(3) tan(x+ y + z) =
tanx+ tan y + tan z − tanx tan y tan z

1− (tanx tan y + tan y tan z + tan z tanx)

1.3 2倍角・3倍角・半角の公式

加法定理 (1.1)，(1.2)，(1.3)において β = αとすると

sin 2α = 2 sinα cosα

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α

tan 2α = 2 tanα
1− tan2 α

これらを 2倍角の公式という。

問 5 次の等式が成り立つことを証明せよ。これらを 3倍角の公式という。

(1) cos 3α = 4 cos3 α − 3 cosα

(2) sin 3α = 3 sinα − 4 sin2 α

(3) tan 3α =
3 tanα − tan3 α

1 − 3 tan2 α

問 6 次の等式が成り立つことを証明せよ。(
4 cos2 9̊ − 3

) (
4 cos2 27̊ − 3

)
= tan 9̊ .
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cos 2α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 αから

cos2 α = 1 + cos 2α
2

, sin2 α = 1− cos 2α
2

.

ここで，αの代わりに α
2
とおくと

cos2
α

2
=

1 + cosα

2
sin2 α

2
=

1 − cosα

2
.

したがって

tan2 α

2
=

1 − cosα

1 + cosα
.

これらを半角の公式という。

例題 1 　 sin 18̊ の値を求めよ。

解 18̊ = θ とすると 5θ = 90̊ 2θ = 90̊ − 3θ

sin 2θ = sin(90̊ − 3θ) = cos 3θ.

2 sin θ cos θ = 4 cos3 −3 cos θ

cos θ \= 0 だから，両辺を cos θで割ると

2 sin θ = 4 cos2 −3θ

2 sin θ = 4(1− sin2 θ)− 3

4 sin2 θ + 2 sin θ − 1 = 0

sin θ =
−1±

√
5

4
.

sin θ = sin 18̊ > 0だから

sin 18̊ =
−1 +

√
5

4
. ■

1.4 三角関数の和と積の公式

加法定理

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ , sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

の辺々をそれぞれ加え，または減ずると
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sinα cosβ = 1
2
{sin(α+ β) + sin(α− β)} ,

cosα sinβ = 1
2
{sin(α+ β)− sin(α− β)} .

同様に余弦に関する加法定理によって

cosα cosβ = 1
2
{cos(α+ β) + cos(α− β)} ,

sinα sinβ = − 1
2
{cos(α+ β)− cos(α− β)} = 1

2
{cos(α− β)− cos(α+ β)} .

これらの公式によって，積を和または差に変形することができる。

上の公式において，α+ β = A,α− β = B とおくと α = A+B
2

, β = A−B
2

となる

から，和または差を積にかえる次の公式が得られる。

sinA+ sinB = 2 sin A+B
2

cos A−B
2

,

sinA− sinB = 2 cos A+B
2

sin A−B
2

,

cosA+ cosB = 2 cos A+B
2

cos A−B
2

,

cosA− cosB = −2 sin A+B
2

sin A−B
2

.

例題 2 　 A+B + C = π であるとき，次の式を積の形に変形せよ。

P = sinA+ sinB + sinC.

解 sinA+ sinB = 2 sin A+B
2

cos A−B
2

,

sinC = sin(π − (A+B)) = sin(A+B) = 2 sin A+B
2

cos A+B
2

だから

P = 2 sin A+B
2

(
A+B

2
+ A−B

2

)
= 4 sin π − C

2
cos A

2
cos B

2

= 4 cos C
2

cos A
2

cos B
2
.

よって P = 4 cos A
2

cos B
2

cos C
2
. ■
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問 7 A+B + C = π であるとき，次の等式が成り立つことを証明せよ。

(1) sin 2A+ sin 2B + sin 2C = 4 sinA sinB sinC

(2) cos 2A+ cos 2B + cos 2C = −1− 4 cosA cosB cosC

(3) sin2 A+ sin2 B + sin2 C = 2(1 + cosA cosB cosC)

(4) cos2 A+ cos2 B + cos2 C = 1− 2 cosA cosB cosC

(5) cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin A
2

sin B
2

sin C
2

1.5 三角関数の合成

加法定理を利用すると a sin θ + b cos θ ( a2 + b2 \= 0 )を

r sin(θ + α) ( r > 0,−π < α ≦ π )

の形に変形できる。

a sin θ + b cos θ =
√

a2 + b2
(
sin θ · a√

a2 + b2
+ cos θ · b√

a2 + b2

)
と変形して，cosα = a√

a2 + b2
, sinα = b√

a2 + b2
となるように角 α をとると

a sin θ + b cos θ =
√

a2 + b2
(
sin θ · a√

a2 + b2
+ cos θ · b√

a2 + b2

)
=
√

a2 + b2(sin θ cosα+ cos θ sinα)

=
√

a2 + b2 sin(θ + α).

このような変形を三角関数の合成という。

座標が (a, b) である点 Pをとり，OPが x 軸の正の向きとのなす角を α としてとれば

よいことがわかる。

問 8 A cos θ +B sin θ (A2 +B2 \= 0 )を

r cos(θ − β) ( r > 0,−π < β ≦ π )

の形に変形せよ。
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2 三角形と三角関数

2.1 和の記号
∑

cyclic

と
∑
sym

等いくつかの定義

定義　和の記号
∑

cyclic

と
∑
sym

を導入する。f(x1, x2, . . . , xn) を n 変数 x1, x2, . . . , xn

の関数とするとき∑
cyclic

f(x1, x2, . . . , xn)
def
= f(x1, x2, x3, . . . , xn) + f(x2, x3, x4, . . . , x1)

+ · · ·+ f(xn, x1, x2, . . . , xn−1)

と n 項の和で
∑

cyclic

を定義する。
∑

cyclic

を
∑
cyc
で表記する場合もある。

∑
sym

f(x1, x2, . . . , xn)
def
= f(x1, x2, x3, . . . , xn−1, xn) + f(x1, x2, x3, . . . , xn, xn−1)

+ · · ·+ f(xn, xn−1, xn−2, . . . , x2, x1)

と n ! 項の和で
∑
sym

を定義する。正確には

∑
sym

f(x1, x2, . . . , xn)
def
=
∑
σ∈Sn

f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), . . . , xσ(n))

によって定義される. ただし，Sn は {1, 2, . . . , n} の順列全体の集合とする.

n = 3 の場合は，P (x, y, z) を 3変数 x, y, z の関数とするとき∑
cyclic

P (x, y, z) = P (x, y, z) + P (y, z, x) + P (z, x, y),

∑
sym

P (x, y, z) = P (x, y, z) + P (x, z, y) + P (y, x, z) + P (y, z, x) + P (z, x, y) + P (z, y, x)︸ ︷︷ ︸
3!=6

で定義される。
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たとえば 3変数 x, y, z のとき∑
cyclic

x3 = x3 + y3 + z3,

∑
cyclic

x2y = x2y + y2z + z2x,

∑
cyclic

xy2 = xy2 + yz2 + zx2,

∑
cyclic

xyz = xyz + yzx+ zxy = 3xyz.

∑
sym

x3 = x3y0z0 + x3z0y0 + y3x0z0 + y3z0y0 + z3x0y0 + z3y0x0

= 2(x3 + y3 + z3),∑
sym

x2y = x2y + x2z + y2x+ y2z + z2x+ z2y,

∑
sym

xy2 = xy2 + xz2 + yx2 + yz2 + zx2 + zy2 =
∑
sym

x2y,

∑
sym

xyz = xyz + xzy + yxz + yzx+ zxy + zyx = 6xyz.

上の例では
∑

cyclic

xyz

(
= xyz

∑
cyclic

1

)
= 3xyz のようにすることができる。

[注意]

n∏
i=1

ai は
n∏

i=1

ai = a1a2 · · · an で定義されるが，
∏
cyc

は和が積にかわるだけで
∑
sym

と同様に定義される。

すなわち，f(x1, x2, . . . , xn) を n 変数 x1, x2, . . . , xn の関数とするとき∏
cyclic

f(x1, x2, . . . , xn)
def
= f(x1, x2, x3, . . . , xn)·f(x2, x3, x4, . . . , x1)

· · · · ·f(xn, x1, x2, . . . , xn−1)

と n 項の積で
∏

cyclic

を定義する。
∏

cyclic

を
∏
cyc

で表記する場合もある。

たとえば 3変数 x, y, z のとき
∏

cyclic

(y + z) = (y + z)(z + x)(x+ y.)
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2.2 三角形関係の記号について

△ABCについて

G 重心 centroid

O 外心 circumcenter R 外接円の半径 radius of circumcircle

I 内心 incenter　　　 r 内接円の半径 radius of incircle

H 垂心 orthocenter 　　

IA, IB, IC 傍心　 excentres ra, rb, rc 傍接円の半径 radii of excircles

ha, hb, hc 高さ altitudes

ma,mb,mc 中線の長さ medians

la, lb, lc または wa, wb, wc 角の二等分線の長さ angle-bisectors

その他の記号
[ABC] △ABCの面積

s △ABCの半周長 s = a+ b+ c
2

重心 三角形の 3本の中線の交点Ｇを，この三角形の重心という。

C

A B

G

DE

F
| |

||

||

||
|

||
|

ma = AD,mb = BE,mc = CF

内心 三角形の 3つの内角の二等分線の交点Ｉ を，この三角形の内心という。Ｉは

△ABCの内接円の中心である。
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I

•
•

◦
◦

××

rr

r

Q
R

P
B C

A

I

EF

D
•
•

◦
◦

××

B C

A

IP = r, IQ = r, IR = r,

wa = AD, wb = BE, wc = CF.

△ABCの面積を S とすると

S = △IBC +△ICA +△IAB

= 1
2
ar + 1

2
br + 1

2
cr

= r · a+ b+ c
2

= rs

から S = rsを得る。

垂心 三角形の 3頂点から対辺またはその延長に下ろした 3本の垂線の交点Ｈを，三

角形の垂心という。

A

B C

H

A

B C

H

D

E

F

ha = AD, hb = BE, hc = CF
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外心 三角形の 3 辺の垂直二等分線の交点Ｏを，この三角形の外心という。Ｏは

△ABCの外接円の中心である。

O

| |

||

||
|||

|||

B C

A

OR R

R

B C

A

傍心 △ABCの１つの内角の二等分線と，他の 2つの外角の二等分線の交点を傍心

という。 △ABCの傍心は３つある。3直線 AB， BC， CAに接する傍接円の中心であ

る。

IA

• •

◦ ◦ ××
B C

A

A

B C

IA

IB

IC
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IA

D

E

F

• •

◦ ◦ ××

ra
ra

ra

B C

A
△ABCの面積を S とすると

S = △ABIA +△ACIA −△BCIA

= 1
2
c · ra + 1

2
b · ra − 1

2
a · ra

= 1
2
ra(b+ c− a)

= ra(s− a).

同様にして次の公式を得る。

S = (s − a)ra = (s − b)rb = (s − c)rc.

2.3 正弦定理と余弦定理

△ABCの外接円の半径を R とすると

a
sinA

= b
sinA

= c
sinC

= 2R.

これを正弦定理という。

△ABCにおいて次の等式が成り立つ。

a = b cosC + c cosB, (2.1)

b = c cosA+ a cosC, (2.2)

c = a cosB + b cosA. (2.3)

これらを第 1余弦定理という。

問 9 正弦定理と加法定理を利用して (2.1)を証明せよ。

(2.1)， (2.2)， (2.3)に順に a,−b,−c をかけ，これらを加え合わせて cosB, cosC を消去

すると，a2 − b2 − c2 = −2bc cosAすなわち a2 = b2 + c2 − 2bc cosAを得る。

同様にして次の公式が得られる。

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA,

b2 = c2 + a2 − 2ca cosB,

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC.

これらを第 2余弦定理という。
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2.4 三角形の面積

△ABCの面積を S とする。

S = 1
2
aha = 1

2
bhb =

1
2
chc,

S = 1
2
bc sinA = 1

2
ca sinB = 1

2
ab sinC,

S = rs,

S =
√
s(s− a)(s− b)(s− c),

S = (s− a)ra = (s− b)rb = (s− c)rc.

問 10 △ABCの面積を S とするとき，次の等式が成り立つことを証明せよ。

(1) S = 2R2 sinA sinB sinC

(2) S = abc
4R

(3) S = 1
4

√
2(a2b2 + b2c2 + c2a2)− (a4 + b4 + c4)

(4) S =
√
rrarbrc

2.5 三角形への応用

例題 3 △ABCについて，次の等式が成り立つことを証明せよ。

sin A
2

=

√
(s− b)(s− c)

bc
=

√
ra − r
4R

.

解 半角の公式と余弦定理により

sin2 A
2

= 1− cosA
2

= 1
2

(
1− b2 + c2 − a2

2bc

)
=

a2 − (b− c)2

4bc

=
(a− b+ c)(a+ b− c)

4bc
=

(2s− 2b)(2s− 2c)

4bc
=

(s− b)(s− c)

bc
.

0 < A
2

< π
2
であるから sin A

2
> 0.

ゆえに sin A
2

=

√
(s− b)(s− c)

bc
.
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また

(s− b)(s− c)

bc
=

s(s− a)(s− b)(s− c)

bcs(s− a)
= S2

bcs(s− a)
= S

abc
· aS
s(s− a)

= 1
4R

·
(

S
s− a

− S
s

)
= 1

4R
(ra − r)

であるから sin A
2

=

√
(s− b)(s− c)

bc
=

√
ra − r
4R

は成立する。 ■

問 11 △ABCについて，次の等式が成り立つことを証明せよ。

(1) cos A
2

=

√
s(s− a)

bc
=

√
rbrc
bc

(2) tan A
2

=

√
(s− b)(s− c)

s(s− a)
= r

s− a
=

ra
s

問 12 △ABCについて，次の等式が成り立つことを証明せよ。

(1) sin A
2

sin B
2

sin C
2

= r
4R

(2) cos A
2

cos B
2

cos C
2

= s
4R

(3) cosA+ cosB + cosC = 1 + r
R

例題 4 △ABCにおいて ∠Aの二等分線と辺 BCとの交点を Dとすると，

AD = 2bc
b+ c

cos A
2

であることを示せ。

解 △ABD+△ACD=△ABC より

1
2

· c ·ADsin A
2

+ 1
2

· b ·ADsin A
2

= 1
2
bc sinA

(b+ c)AD sin A
2

= bc sinA

(b+ c)AD sin A
2

= 2bc sin A
2

cos A
2

両辺を (b+ c) sin A
2
で割ると

AD = 2bc
b+ c

cos A
2
. ■
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問??(1)と例題 4から

wa = 2bc
b+ c

cos A
2

= 2bc
b+ c

·
√

s(s− a)

bc
= 2

b+ c
·
√

bcs(s− a)

すなわち

wa =
2
√
bcs(s − a)

b + c
, wb =

2
√

cas(s − b)

c + a
,wc =

2
√
abs(s − c)

a + b
(2.4)

を得る。

また

w2
a =

4bcs(s− a)

(b+ c)2
=

bc(a+ b+ c)(b+ c− a)

(b+ c)2
=

bc
(
(b+ c)2 − a2

)
(b+ c)2

= bc

(
1−

(
a

b+ c

)2)
から

w2
a = bc

(
1 −

(
a

b + c

)2
)

のように変形できる。
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2.6 練習問題１

問題 1 △ABCが直角三角形でないとき，以下を示せ。

tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.

逆に，正の実数 x, y, z が x+ y+ z = xyz をみたすとき，ある鋭角三角形 ABCが存在

して，x = tanA, y = tanB, z = tanC をみたす。

解 tanC = tan(180̊ −A−B) = − tan(A+B) = − tanA+ tanB
1− tanA tanB

.

両辺に 1− tanA tanB をかけると

(1− tanA tanB) tanC = − tanA− tanB

より tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.

x = tanA, y = tanB, z = tanC
(
0 < A,B,C < π

2

)
とおく。

x+ y + z = xyz を (1− xy)z = −(x+ y)と変形すると，右辺は負だから 1− xy \= 0.

z について解くと

z = − x+ y
1− xy

= − tanA+ tanB
1− tanA tanB

= − tan(A+B)

となり

0 = tan(A+B) + tanC =
sin(A+B)

cos(A+B)
+ sinC

cosC
=

sin(A+B + C)

cos(A+B) cosC

0 < A+B + C < 3π
2
だから A+B + C = π.

したがって，ある鋭角三角形 ABCが存在して，x = tanA, y = tanB, z = tanC をみた

す。 ■

問題 2 △ABCに対して，以下を示せ。

cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = 1.

逆に，正の実数 x, y, z が xy + yz + zx = 1 をみたすとき，ある鋭角三角形 ABCが存

在して，x = cotA, y = cotB, z = cotC をみたす。
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解 cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = 1 · · · · · · 1⃝
とおく。

三角形 ABCが直角三角形のとき，たとえば A = 90̊ としても一般性は失われない。こ

のとき

cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = cotB cotC = cosB
sinB

· cosC
sinC

= cosB
sinB

· cos(90̊ −B)

sin(90̊ −B)
= cosB

sinB
· sinB
cosB

= 1

となり 1⃝は成り立つ。
△ABCが直角三角形でないときは，tanA, tanB, tanC が定義され 0ではないから

1⃝ ⇐⇒ 1
tanA tanB

+ 1
tanB tanC

+ 1
tanC tanA

= 1

⇐⇒ tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC. · · · · · · 2⃝

tanC = tan(180̊ −A−B) = − tan(A+B) = − tanA+ tanB
1− tanA tanB

両辺に 1− tanA tanB をかけると

(1− tanA tanB) tanC = − tanA− tanB

より tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.

逆に，正の実数 x, y, z が xy + yz + zx = 1 をみたすとき，

x = cotA, y = cotB, z = cotC
(
0 < A,B,C < π

2

)
とおく。

xy + yz + zx = 1を z について解く。

(x+ y)z = 1− xy

x+ y > 0だから

cotC = z =
1− xy
x+ y

=
1− 1

tanA
· 1
tanB

1
tanA

+ 1
tanB

= − 1− tanA tanB
tanA+ tanB

= − 1
tan(A+B)

= − cot(A+B).

よって

0 = cot(A+B) + cotC =
cos(A+B)

sin(A+B)
+ cosC

sinC
=

sin(A+B + C)

sin(A+B) sinC
.

19



0 < A+B + C < 3π
2
だから A+B + C = π.

したがって，A，B，Cはある鋭角三角形の 3つの内角で x = cotA, y = cotB, z = cotC

をみたす。 ■

問題 3 △ABCに対して，以下を示せ。

tan A
2

tan B
2

+ tan B
2

tan C
2

+ tan A
2

tan B
2

= 1.

逆に，正の実数 x, y, z が xy + yz + zx = 1 をみたすとき，ある三角形 ABCが存在

して，x = tan A
2
, y = tan B

2
, z = tan C

2
をみたす。

解 tan C
2

= tan
π − (A+B)

2
= 1

tan A+B
2

=
1− tan A

2
tan B

2

tan A
2

+ tan B
2

.

両辺に tan A
2

+ tan B
2
をかけると

(
tan A

2
+ tan B

2

)
tan C

2
= 1− tan A

2
tan B

2

整理して

tan A
2

tan B
2

+ tan B
2

tan C
2

+ tan A
2

tan B
2

= 1.

逆に，正の実数 x, y, z が xy + yz + zx = 1 をみたすとき，

x = tan A
2
, y = tan B

2
, z = tan C

2
( 0 < A,B,C < π )

とおく。

xy + yz + zx = 1を z について解く。

(x+ y)z = 1− xy

x+ y > 0だから

z =
1− xy
x+ y

=
1− tan A

2
tan B

2

tan A
2

+ tan B
2

= 1

tan A+B
2

= tan
π − (A+B)

2

から

tan C
2

= tan
π − (A+B)

2
.
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0 < C
2
,
π − (A+B)

2
< π

2
で tan θ は

(
0, π

2

)
で増加関数だから

C
2

=
π − (A+B)

2

すなわち A+B + C = π を得る。

したがって，A，B，Cはある三角形の 3つの内角で x = tan A
2
, y = tan B

2
, z = tan C

2
をみたす。 ■

問題 4 △ABCに対して，以下を示せ。

cos2 A+ cos2 B + cos2 C + 2 cosA cosB cosC = 1.

逆に，正の実数 x, y, zが x2+ y2+ z2+2xyz = 1 をみたすとき，ある鋭角三角形 ABC

が存在して，x = cosA, y = cosB, z = cosC をみたす。

解 cos2 A+ cos2 B + cos2 C + 2 cosA cosB cosC

= 1 + cos 2A
2

+ 1 + cos 2A
2

+ cos2 C

= 1 + 1
2
(cos 2A+ cos 2B) + cos2 C

= 1 + cos(A+B) cos(A−B) + cos2 C

= 1− cosC cos(A−B) + cos2 C

= 1− cosC (cos(A−B)− cosC)

= 1− cosC (cos(A−B) + cos(A−B))

= 1− 2 cosC cosA cosB

から cos2 A+ cos2 B + cos2 C + 2 cosA cosB cosC = 1.

逆に，正の実数 x, y, z が

x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1 · · · · · · 1⃝

をみたすとき， 1⃝から 0 < x, y, z < 1だから

x = cosA, y = cosB, z = cosC
(
0 < A,B,C < π

2

)
とおける。

これらを 1⃝に代入すると

cos2 A+ cos2 B + cos2 C + 2 cosA cosB cosC = 1. · · · · · · 2⃝
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C ′ = π −A−B > 0とおくと，0 < C ′ < π で A+B + C ′ = π だから A,B,C ′ を 3つ

の内角とする三角形が存在して

cos2 A+ cos2 B + cos2 C ′ + 2 cosA cosB cosC ′ = 1 · · · · · · 3⃝

が成り立つ。

2⃝− 3⃝から
cos2 C − cos2 C ′ + 2 cosA cosB(cosC − cosC ′) = 0

(cosC − cosC ′)(cosC + cosC ′ + 2 cosA cosB) = 0

ところで，0 < C < π
2
,− π

2
< A−B < π

2
だから

cosC + cosC ′ + 2 cosA cosB = cosC + cos(π −A−B) + 2 cosA cosB

= cosC − cos(A+B) + cos(A+B) + cos(A−B)

= cosC + cos(A−B) > 0

なので，cosC − cosC ′ = 0.

0 < C < π
2
, 0 < C ′ < π で cos θ は (0, π) で減少関数だから C = C ′ すなわち

A+B + C = π を得る。

したがって，A，B，Cはある三角形の 3つの内角で x = cosA, y = cosB, z = cosC を

みたす。 ■

問題 5 △ABCに対して，以下を示せ。

sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= 1.

逆に，正の実数 x, y, z が x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1 をみたすとき，ある三角形 ABCが

存在して，x = sin A
2
, y = sin B

2
, z = sin C

2
をみたす。
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解 sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C
2

= 1− cosA
2

+ 1− cosB
2

+ sin2 C
2

= 1− cosA+ cosB
2

+ sin2 C
2

= 1− cos A+B
2

cos A−B
2

+ sin2 C
2

= 1− sin C
2

cos A−B
2

+ sin2 C
2

= 1− sin C
2

(
cos A−B

2
− sin C

2

)
= 1− sin C

2

(
cos A−B

2
− cos A+B

2

)
= 1− sin C

2
· 2 sin A

2
sin B

2

= 1− 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

から sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= 1は成り立つ。

逆に，正の実数 x, y, z が

x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1 · · · · · · 1⃝

をみたすとき，x, y, z > 0 > 0と y2 + z2 + 2xyz = 1− x2 > 0から 0 < x < 1を得る。

同様にして 0 < y, z < 1が成り立つから

x = sin A
2
, y = sin B

2
, z = sin C

2
( 0 < A,B,C < π)

とおける。これらを 1⃝に代入すると

sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= 1. · · · · · · 2⃝

A+B < π であることを示す。

2⃝ ⇐⇒ 1− cosA
2

+ 1− cosB
2

+ sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= 1

⇐⇒ sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= cosA+ cosB
2

⇐⇒ sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= cos A+B
2

cos A−B
2

.

sin2 C
2

+ 2 sin A
2

sin B
2

sin C
2

> 0だから cos A+B
2

cos A−B
2

> 0.

− π
2

< A−B
2

< π
2
より cos A−B

2
> 0なので cos A+B

2
> 0.

( 0 < ) A+B
2

< π
2
すなわち A+B < π である。
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C ′ = π − A− B > 0とおくと，0 < C ′ < π で A+ B + C ′ = π だから A,B,C ′ を 3

つの内角とする三角形が存在して

sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C ′

2
+ 2 sin A

2
sin B

2
sin C ′

2
= 1. · · · · · · 3⃝

が成り立つ。

2⃝− 3⃝から

sin2 C
2

− sin2 C ′

2
+ 2 sin A

2
sin B

2

(
sin C

2
− sin C ′

2

)
= 0(

sin C
2

− sin C ′

2

)(
sin C

2
+ sin C ′

2
+ 2 sin A

2
sin B

2

)
= 0

sin C
2

+ sin C ′

2
+ 2 sin A

2
sin B

2
> 0だから sin C

2
− sin C ′

2
= 0.

0 < C
2
, C

′

2
< π

2
で sin θ は

(
0, π

2

)
で増加関数だから

C
2

= C ′

2

から C = C ′ すなわち A+B + C = π を得る。

したがって，A，B，Cはある三角形の 3つの内角で x = sin A
2
, y = sin B

2
, z = sin C

2
をみたす。 ■

問題 6 x, y, z は正の実数で， x2 + y2 + z2 + xyz = 4をみたすとき，次の不等式を証明

せよ。
x+ y + z ≦ 3.

解 x2 + y2 + z2 + xyz = 4 ⇐⇒
(
x
2

)2
+
(
y
2

)2
+
(
z
2

)2
+ 2 · x

2
· y
2

· z
2

= 1 で

x, y, z > 0より

x
2

= cosA,
y
2

= cosB, z
2

= cosC,
(
0 < A,B,C < π

2
, A+B + C = π

)
とおける。

x+ y + z = 2(cosA+ cosB + cosC)だから

cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2

· · · · · · 1⃝

を示せばよい。
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f(t) = cos t
(
0 < t < π

2

)
とおくと f ′′(t) = − cos t < 0 だから f(t) は凹関数であ

る。

よって Jensen の不等式により

f(A) + f(B) + f(C) ≦ 3
(
A+B + C

3

)
= 3

(
π
3

)
= 3 cos π

3
= 3

2
.

したがって 1⃝は成立する。 ■
注 1⃝は次のように示すこともできる。

− π
4

< A−B
2

< π
4
より 1√

2
< cos A−B

2
≦ 1だから

cosA+ cosB + cosC = 2 cos A+B
2

cos A−B
2

+ cosC

= 2 sin C
2

cos A−B
2

+ 1− 2 sin2 C
2

≦ 2 sin C
2

+ 1− 2 sin2 C
2

= −2
(
sin C

2
− 1

2

)2
+ 3

2

≦ 3
2
.

問題 7 x, y, z は正の実数で， x + y + z = xyz をみたすとき，次の不等式を証明せよ。

(1998 Korea Contests Final Round)

1√
1 + x2

+ 1√
1 + y2

+ 1√
1 + z2

≦ 3
2
.

解 x, y, z は正の実数で， x+ y + z = xyz をみたすから

x = tanA, y = tanB, z = tanC
(
0 < A,B,C < π

2
, A+B + C = π

)
とおける。

1√
1 + x2

+ 1√
1 + y2

+ 1√
1 + z2

≦ 3
2

⇐⇒ cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2

より
cosA+ cosB + cosC ≦ 3

2
· · · · · · 1⃝

を示せばよい。後は問題 6の解答参照。 ■

問題 8 x, y, z は正の実数で， x+ y + z = xyz をみたすとき，次の不等式を証明せよ。

1√
1 + x2

+ 1√
1 + y2

+ 4√
1 + z2

≦ 33
8

.
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解 x, y, z は正の実数で， x+ y + z = xyz をみたすから

x = tanA, y = tanB, z = tanC
(
0 < A,B,C < π

2
, A+B + C = π

)
とおける。

1√
1 + x2

+ 1√
1 + y2

+ 4√
1 + z2

≦ 33
8

⇐⇒ cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2

より
cosA+ cosB + 4 cosC ≦ 33

8
· · · · · · 1⃝

を示せばよい。− π
4

< A−B
2

< π
4
より 1√

2
< cos A−B

2
≦ 1だから

cosA+ cosB + 4 cosC = 2 cos A+B
2

cos A−B
2

+ 4 cosC

= 2 sin C
2

cos A−B
2

+ 4
(
1− 2 sin2 C

2

)
≦ 2 sin C

2
+ 4− 8 sin2 C

2

= −8
(
sin C

2
− 1

8

)2
+ 33

8

≦ 33
8

.

したがって 1⃝は成立する。 ■

問題 9 x, y, z は正の実数で， xy + yz + zx = 1をみたすとき，次の不等式を証明せよ。

2
x2 + 1

+ 2
y2 + 1

+ 3
z2 + 1

≦ 16
3

.

解 正の実数 x, y, z が xy + yz + zx = 1 をみたすから

x = tan A
2
, y = tan B

2
, z = tan C

2
(0 < A,B,C < π,A+B + C = π)

とおける。

2
x2 + 1

+ 2
y2 + 1

+ 3
z2 + 1

+ ≦ 16
3

⇐⇒ 2 cos2 A
2

+ 2 cos2 B
2

+ 3 cos2 C
2

≦ 16
3

⇐⇒ 1 + cosA+ 1 + cosB +
3(1 + cosC)

2
≦ 16

3

⇐⇒ cosA+ cosB + 3
2
cosC ≦ 11

6
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より
cosA+ cosB + 3

2
cosC ≦ 11

6
· · · · · · 1⃝

を示せばよい。

− π
2

< A−B
2

< π
2
より 0 < cos A−B

2
≦ 1だから

cosA+ cosB + 3
2
cosC

= 2 cos A+B
2

cos A−B
2

+ 3
2

(
1− 2 sin2 C

2

)
= 2 sin C

2
cos A−B

2
+ 3

2
− 3 sin2 C

2

≦ 2 sin C
2

+ 3
2

− 3 sin2 C
2

= −3
(
sin C

2
− 1

3

)
+ 11

6

≦ 11
6

.

したがって 1⃝は成立する。 ■
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2.7 三角不等式

問 13 △ABCに対して，以下を示せ。

(1) 直角三角形ではない△ABC に対して

tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC

が成り立つ。

(2) 鋭角三角形 ABCに対して不等式

tanA tanB tanC ≧ 3
√
3

が成り立つ。

解 (1) △ABCが直角三角形でないときは，tanA, tanB, tanC が定義されるから

tanC = tan(180̊ −A−B) = − tan(A+B) = − tanA+ tanB
1− tanA tanB

.

両辺に 1− tanA tanB をかけると

(1− tanA tanB) tanC = − tanA− tanB

より tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.

(2) 鋭角三角形 ABCに対して tanA, tanB, tanC > 0だから，相加平均と相乗平均の

不等式より
tanA+ tanB + tanC ≧ 3

3
√
tanA tanB tanC.

(1)を用いると
tanA tanB tanC ≧ 3

3
√
tanA tanB tanC

(tanA tanB tanC)
3 ≧ 27 (tanA tanB tanC)

(tanA tanB tanC)
2 ≧ 27

よって
tanA tanB tanC ≧ 3

√
3 ■

[注意] tanA+ tanB + tanC ≧ 3
√
3の別証明

f(x) = tanx
(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = 2 sinx

cos3 x
> 0より
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f(x)は凸関数である。Jensen の不等式より

f(A) + f(B) + f(C) ≧ 3f
(
A+B + C

3

)
= 3f

(
π
3

)
= 3 tan π

3
= 3

√
3.

したがって
tanA+ tanB + tanC ≧ 3

√
3.

問 14 △ABCに対して，以下を示せ。

(1) sinA+ sinB + sinC ≦ 3
√
3

2

(2) sinA sinB sinC ≦ 3
√
3

8

(3) cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2

(4) cosA cosB cosC ≦ 1
8

(5) cscA+ cscB + cscC ≧ 2
√
3

(6) cotA cotB cotC ≦
√
3
9

(7) cotA+ cotB + cotC ≧
√
3

(8) sin2 A+ sin2 B + sin2 C ≦ 9
4

(9) cos2 A+ cos2 B + cos2 C ≧ 3
4

(10) cot2 A+ cot2 B + cot2 C ≧ 1

(11) csc2 A+ csc2 B + csc2 C ≧ 4

解 凸（凹）関数に関する Jensen の不等式等を利用する。

(1) f(x) = sinx (0 < x < π)は凹関数だから，Jensen の不等式により

f(A) + f(B) + f(C) ≦ 3f
(
A+B + C

3

)
= 3f

(
π
3

)
= 3 sin π

3
=

√
3
2

.

よって　 sinA+ sinB + sinC ≦ 3
√
3

2
.
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別解 sinA+ sinB + sinC = sinA+ 2 sin B + C
2

cos B − C
2

= 2 sin A
2

cos A
2

+ 2 cos A
2

cos B − C
2

= 2 cos A
2

(
sin A

2
+ cos B − C

2

)
≦ 2 cos A

2

(
sin A

2
+ 1
)

= 2

√
cos2 A

2

(
sin A

2
+ 1
)2

= 2

√(
1− sin A

2

)(
1 + sin A

2

)3
.

相加平均と相乗平均の不等式を使い

2 =
(
1− sin A

2

)
+

1 + sin A
2

3
+

1 + sin A
2

3
+

1 + sin A
2

3

≧ 4
4

√√√√ (
1− sin A

2

)(
1 + sin A

2

)3
27

から √(
1− sin A

2

)(
1 + sin A

2

)3
≦ 3

√
3

4
.

よって

sinA+ sinB + sinC ≦ 2

√(
1− sin A

2

)(
1 + sin A

2

)3
≦ 3

√
3

2
.

等号は B − C = 0かつ 1− sin A
2

=
1 + sin A

2
3

から A = B = C = π
3
のとき

に限り成り立つ。

[注意] sin A
2

= tとおいて g(t) = (1− t)(1 + t)3 (0 < t < 1)の増減を調べてもよい。

(2) sinA, sinB, sinC > 0だから相加平均と相乗平均の不等式より

sinA+ sinB + sinC
3

≧ 3
√
sinA sinB sinC.

(1)より
3
√
3

2
≧ sinA+ sinB + sinC
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が成り立つから

1
3

· 3
√
3

2
≧ sinA+ sinB + sinC

3
≧ 3

√
sinA sinB sinC.

よって
3
√
3

8
≧ sinA sinB sinC.

別解 1 f(x) = log(sinx) ( 0 < x < π ) とおくと f ′′(x) = − csc2 x < 0 だから

f(x) は凹関数である。

Jensenの不等式より

f(A)+f(B)+f(C) ≦ 3f
(
A+B + C

3

)
= 3f

(
π
3

)
= 3 log

(
sin π

3

)
= log

3
√
3

8

log(sinA) + log(sinB) + log(sinC) ≦ log
3
√
3

8

log(sinA sinB sinC) ≦ log
3
√
3

8

よって

sinA sinB sinC ≦ 3
√
3

8
.

別解 2 sinA sinB sinC = 1
2
sinA (cos(B − C)− cos(B + C))

= 1
2
sinA (cos(B − C) + cosA)

≦ 1
2
sinA (1 + cosA)

= 1
2

√
sin2 A (1 + cosA)

2

= 1
2

√
(1 + cosA)

3
(1− cosA)

1 + cosA, 1− cosA > 0だから相加平均と相乗平均の不等式より

2 = 1 + cosA
3

+ 1 + cosA
3

+ (1− cosA) ≧ 4
4

√
(1 + cosA)

3
(1− cosA)

27

から √
(1 + cosA)

3
(1− cosA) ≦ 3

√
3

4
.

よって

sinA sinB sinC ≦ 1
2

√
(1 + cosA)

3
(1− cosA) ≦ 3

√
3

8
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から

sinA sinB sinC ≦ 3
√
3

8
.

(3) cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin A
2

sin B
2

sin C
2
が成り立つことを利用する。

f(x) = log(sinx)
(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = − csc2 x < 0 だから f(x)

は凹関数である。

Jensenの不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≦ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 log

(
sin π

6

)
= log 1

8

log
(
sin A

2

)
+ log

(
sin B

2

)
+ log

(
sin C

2

)
≦ log 1

8

sin A
2

sin B
2

sin C
2

≦ 1
8
.

よって

cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin A
2

sin B
2

sin C
2

≦ 1 + 4 · 1
8

= 3
2

から
cosA+ cosB + cosC ≦ 3

2
.

別解 1 cosA+ cosB + cosC = cosA+ 2 cos B + C
2

cos B − C
2

= 1− 2 sin2 A
2

+ 2 sin A
2

cos B − C
2

≦ 1− 2 sin2 A
2

+ 2 sin A
2

= −2
(
sin A

2
− 1

2

)2
+ 3

2

≦ 3
2
.

よって
cosA+ cosB + cosC ≦ 3

2
.

等号は B − C = 0 かつ sin A
2

= 1
2
から A = B = C = π

3
のときに限り成り

立つ。

32



[注意] 問 12 (3) で cosA+ cosB + cosC = 1 + r
R
を示したから，この問題で示

した 不等式 cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2
を使うと，1 + r

R
≦ 3

2
からオイラーの

不等式 2r ≦ R を得る。

(4) cosA cosB cosC ≦ 1
8
. · · · · · · 1⃝

△ABCが鈍角三角形のとき，A，B，Cのいずれか一つが鈍角なので 1⃝の左辺は負
になるから， 1⃝は成立する。
△ABCが直角三角形のとき， 1⃝の左辺は 0になるから， 1⃝は成立する。
したがって，これからは△ABCが鋭角三角形の場合を考える。

f(x) = log(cosx)
(
0 < x < π

2

)
とおくと，f ′′(x) = − sec2 x < 0だから f(x)

は凹関数である。

Jensenの不等式より

f(A) + f(B) + f(C) ≦ 3f
(
A+B + C

3

)
= 3f

(
π
3

)
= 3 log

(
cos π

3

)
= log 1

8

log(cosA) + log(cosB) + log(cosC) ≦ log 1
8

log(cosA cosB cosC) ≦ log 1
8

よって
cosA cosB cosC ≦ 1

8
.

別解 1　 cosA cosB cosC ≦ 1
8
. · · · · · · 1⃝

△ABCが鈍角三角形のとき，A，B，Cのいずれか一つが鈍角なので 1⃝の左辺は負
になるから， 1⃝は成立する。
△ABCが鈍角三角形でないときは，相加平均と相乗平均の不等式と（3）で示した

cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2
を用いて

1
2

≧ cosA+ cosB + cosC
3

≧ 3
√
cosA cosB cosC

から
cosA cosB cosC ≦ 1

8
.

別解 2　 cosA cosB cosC ≦ 1
8
. · · · · · · 1⃝
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cosA cosB cosC = 1
2
cosA (cos(B + C) + cos(B − C))

= 1
2
cosA (− cosA+ cos(B − C))

≦ 1
2
cosA (− cosA+ 1)

= − 1
2

(
cosA− 1

2

)2
+ 1

8

≦ 1
8

となり， 1⃝は成り立つ。

(5) f(x) = cscx ( 0 < x < π ) とおくと f ′′(x) = 1 + cosx

sin3 x
> 0より f(x)は凸関数

である。

Jensen の不等式より

f(A) + f(B) + f(C) ≧ 3f
(
A+B + C

3

)
= 3f

(
π
3

)
= 3 csc

(
π
3

)
= 2

√
3

よって
cscA+ cscB + cscC ≧ 2

√
3.

別解 コーシー・シュワルツの不等式の変形を使うと

cscA+ cscB + cscC = 12

sinA
+ 12

sinB
+ 12

sinC

≧ (1 + 1 + 1)2

sinA+ sinB + sinC

= 9
sinA+ sinB + sinC

sinA+ sinB + sinC ≦ 3
√
3

2
だから

cscA+ cscB + cscC ≧= 9
sinA+ sinB + sinC

≧ 9

3
√
3

2

= 2
√
3.

よって
cscA+ cscB + cscC ≧ 2

√
3.

(6) cotA cotB cotC ≦
√
3
9
対称性から A ≧ B ≧ C と仮定しても一般性を失わない。

△ABCが鈍角三角形か直角三角形のとき，A ≧ π
2

cotA ≦ 0.
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0 < A,B < π
2
だから cotB cotC > 0.

よって cotA cotB cotC ≦ 0だから証明すべき不等式は成り立つ。

△ABCが鋭角三角形のときは，tanA tanB tanC ≧ 3
√
3が成り立つから

cotA cotB cotC = 1
tanA tanB tanC

≦ 1

3
√
3

=

√
3
9

.

(7) cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = 1 が成り立つから，不等式

(x+ y + z)2 ≧ 3(xy + yz + zx)で x = cotA, y = cotB, z = cotC とおくと

(cotA+ cotB + cotC)
2 ≧ 3 (cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA) = 3.

· · · · · · 1⃝
したがって

cotA+ cotB + cotC > 0 · · · · · · 2⃝

を示せば十分である。

△ABCが鋭角三角形か直角三角形のときは明らかに 2⃝は成り立つ。
以下△ABCが鈍角三角形のときを考える。A > π

2
と仮定しても一般性を失わな

い。このとき 0 < A,B < π
2
.

2⃝ ⇐⇒ cotB + cotC > − cotA

⇐⇒ sin(B + C)

sinB sinC
> − cosA

sinA

⇐⇒ sin2 A > − cosA sinB sinC

⇐⇒ sin2 A > 1
2
cosA (cos(B + C)− cos(B − C))

⇐⇒ 2
(
1− cos2 A

)
> cosA (− cosA− cos(B − C))

⇐⇒ 2− cos2 A > − cosA cos(B − C).

−cosA > 0より − cosA ≧ − cosA cos(B − C)だから

2− cos2 A > − cosA · · · · · · 3⃝

を示せば十分である。

3⃝ ⇐⇒ 2 > cos2 A+ (− cosA).

1 > cos2, 1 > (− cosAだから 2 > cos2 A+ (− cosA) は成立する。
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別解 cotA+ cotB + cotC =
sin(A+B)

sinA sinB
+ cosC

sinC
= sinC

sinA sinB
+ cosC

sinC

と変形できるから sinC
sinA sinB

について考察する。

sinC
sinA sinB

= 2 sinC
cos(A−B)− cos(A+B)

= 2 sinC
cos(A−B) + cosC

≧ 2 sinC
1 + cosC

だから

cotA+ cotB + cotC = sinC
sinA sinB

+ cosC
sinC

≧ 2 sinC
1 + cosC

+ cosC
sinC

= 1
2

· 4 sin2 C + 2 cos 2C + 2 cosC
(1 + cosC) sinC

= 1
2

· 3 sin2 C + cos 2C + 2 cosC + 1
(1 + cosC) sinC

= 1
2

· 3 sin2 C + (cosC + 1)2

(1 + cosC) sinC

= 1
2

(
3 sinC

1 + cosC
+ 1 + cosC

sinC

)
AM≧GM

≧ 1
2

· 2
√

3 sinC
1 + cosC

· 1 + cosC
sinC

=
√
3.

したがって
cotA+ cotB + cotC ≧

√
3.

(8) sin2 A+ sin2 B + sin2 C = 2 + 2 cosA cosB cosC が成り立つから

2 + 2 cosA cosB cosC ≦ 9
4
すなわち

cosA cosB cosC ≦ 1
8

を示せば十分である。これは (4)から成立する。

別解 L = sin2 A+ sin2 B + sin2 C とおく。

対称性から A ≦ B ≦ C と仮定しても一般性を失わない。

0 < A ≦ π
3
より 1

2
≦ cosA < 1だから
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L = sin2 A+ 1− cos 2B
2

+ 1− cos 2B
2

= 1 + sin2 A− cos 2B + cos 2C
2

= 1 + sin2 A− cos(B + C) cos(B − C) = 1 + 1− cos2 A+ cosA cos(B − C)

≦ 2− cos2 A+ cosA = −
(
cosA− 1

2

)2
+ 9

4
≦ 9

4
.

等号は B − C = 0 かつ sin A
2

= 1
2
から A = B = C = π

3
のときに限り成り

立つ。

注　 (8)を使うと 3
4

≦ cos2 A+ cos2 B + cos2 C を示すことができる。

(9) (8)を使うと

cos2 A+ cos2 B + cos2 C = 3−
(
sin2 A+ sin2 B + sin2 C

)
≧ 3− 9

4
= 3

4
.

したがって
cos2 A+ cos2 B + cos2 C ≧ 3

4
.

(10) cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = 1が成り立つから，不等式

x2 + y2 + z2 ≧ xy + yz + zxで x = cotA, y = cotB, z = cotC とおくと

cot2 A+ cot2 B + cot2 C ≧ cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = 1

から
cot2 A+ cot2 B + cot2 C ≧ 1.

等号は cotA = cotB = cotC すなわち A = B = C = π
3
のときに成り立つ。

(11) cot2 A+ cot2 B + cot2 C ≧ 1 が成り立つから

csc2 A+ csc2 B + csc2 C = 1 + tan2 A+ 1 + tan2 B + 1 + tan2 C

= 3 + cot2 A+ cot2 B + cot2 C

≧ 3 + 1 = 4.

したがって
csc2 A+ csc2 B + csc2 C ≧ 4. ■
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問 15 △ABCに対して，以下を示せ。

(1) sin A
2

+ sin B
2

+ sin C
2

≦ 3
2

(2) sin A
2

sin B
2

sin C
2

≦ 1
8

(3) 2 < cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

≦ 3
√
3

2

(4) cos A
2

cos B
2

cos C
2

≦ 3
√
3

8

(5) csc A
2

+ csc B
2

+ csc C
2

≧ 6

(6) tan A
2

+ tan B
2

+ tan C
2

≧
√
3

(7) tan A
2

tan B
2

tan C
2

≦
√
3
9

(8) cot A
2

+ cot B
2

+ cot C
2

≧ 3
√
3

(9) sec A
2

+ sec B
2

+ sec C
2

≧ 2
√
3

(10) cos2 A
2

+ cos2 B
2

+ cos2 C
2

≦ 9
4

解 (1) f(x) = sinx
(
0 < x < π

2

)
は凹関数だから，Jensen の不等式により

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≦ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 sin π

6
= 3

2
.

よって sin A
2

+ sin B
2

+ sin C
2

≦ 3
2
.

別解 不等式の左辺を cos に変形する。

sin A
2

+ sin B
2

+ sin C
2

= cos
(
π
2

− A
2

)
+ cos

(
π
2

− B
2

)
+ cos

(
π
2

− C
2

)
.

α = π
2

− A
2
, β = π

2
− B

2
, γ = π

2
− C

2
とおくと

0 < α, β, γ < π
2
, α+ β + γ = 3π

2
− A+B + C

2
= π

だから α, β, γ はある鋭角三角形の３つの内角である。
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問 14(3)から cosα+ cosβ + cos γ ≦ 3
2
が成り立つので

sin A
2

+ sin B
2

+ sin C
2

≦ 3
2
.

(2) f(x) = log(sinx)
(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = − csc2 x < 0 だから f(x)

は凹関数である。

Jensenの不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≦ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 log sin π

6
= log 1

8
.

log
(
sin A

2

)
+ log

(
sin B

2

)
+ log

(
sin C

2

)
≦ log 1

8

したがって

sin A
2

sin B
2

sin C
2

≦ 1
8
.

別解 1 相加平均と相乗平均の不等式と (1)より

3

√
sin A

2
sin B

2
sin C

2
≦

sin A
2

+ sin B
2

+ sin C
2

3
≦ 1

2
.

したがって

sin A
2

sin B
2

sin C
2

≦ 1
8
.

別解 2 積を和に変換する公式を使う。

sin A
2

sin B
2

sin C
2

= 1
2
sin A

2

(
cos B − C

2
− cos B + C

2

)
= 1

2
sin A

2

(
cos B − C

2
− sin A

2

)
≦ 1

2
sin A

2

(
1− sin A

2

)
= − 1

2

(
sin A

2
− 1

2

)2
+ 1

8

≦ 1
8
.

したがって

sin A
2

sin B
2

sin C
2

≦ 1
8
.
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(3) α = π
2

− A
2
, β = π

2
− B

2
, γ = π

2
− C

2
とおくと

0 < α, β, γ < π
2
, α+ β + γ = 3π

2
− A+B + C

2
= π

だから α, β, γ はある鋭角三角形の３つの内角である。

cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

= cos
(
π
2

− α
)
+ cos

(
π
2

− β
)
+ cos

(
π
2

− γ
)

= sinα+ sinβ + sin γ

となるから，問 14(1) sinα+ sinβ + sin γ ≦ 3
√
3

2
を使うと

cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

≦ 3
√
3

2
.

2 < cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2
の証明

一般性を失うことなく α ≧ β ≧ γ と仮定することができる。

すると 0 < γ ≦ π
3

≦ α.

cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

= sinα+ sinβ + sin γ

= 2 sin
α+ β
2

cos
α− β
2

+ sin γ

= 2 cos
γ
2
cos

α− β
2

+ sin γ

α− β < γ ⇐⇒ α < β + γ = π − α ⇐⇒ α < π
2

より 0 ≦ α− β
2

<
γ
2

≦ π
6
だから cos

α− β
2

> cos
γ
2
.

よって

cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

= 2 cos
γ
2
cos

α− β
2

+ sin γ

> 2 cos2
γ
2

+ sin γ

= 1 + cos γ + sin γ

= 1 +
√
2 sin

(
γ + π

4

)
.

π
4

< γ + π
4

< π
3

+ π
4
だから sin

(
γ + π

4

)
> 1√

2
が成り立つので

cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

> 1 +
√
2 sin

(
γ + π

4

)
> 1 +

√
2 · 1√

2
= 2.
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したがって

2 < cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2
.

別解 cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

≦ 3
√
3

2
の証明

f(x) = cosx
(
0 < x < π

2

)
とおくと f(x) は凹関数であるから，Jensenの

不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≦ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 cos π

6
=

3
√
3

2
.

したがって

cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

≦ 3
√
3

2
.

2 < cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2
の証明

f(A,B,C) = cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

+ λ(A+B + C − π)を閉領域

0 ≦ A,B,C ≦ π, A+B + C = π で考えるとWeierstrass の定理により最大値と

最小値が存在する。

fA(A,B,C) = − 1
2
sin A

2
+ λ = 0,

fB(A,B,C) = − 1
2
sin B

2
+ λ = 0,

fC(A,B,C) = − 1
2
sin C

2
+ λ = 0

とすると

sin A
2

= sin A
2

= sin A
2

= 2λ.

0 ≦ A,B,C ≦ π, A+B + C = π より A = B = C = π
3
で

f
(
π
3
, π
3
, π
3

)
=

3
√
3

2
.

対称性から，境界線 C = 0, 0 ≦ A,B ≦ π,A+B = π で考えると

f(A,B, 0) = cos A
2
+cos π −A

2
+1 = cos A

2
+sin A

2
+1 =

√
2 sin

(
A
2

+ π
4

)
+1
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π
4

≦ A
2

+ π
4

≦ π
2

+ π
4
より 1√

2
≦ sin

(
A
2

+ π
4

)
≦ 1だから

2 ≦
√
2 sin

(
A
2

+ π
4

)
+ 1 ≦

√
2 + 1.

√
2 + 1 <

3
√
3

2
だから A = B = C = π

3
のとき最大値 3

√
3

2
.

(A,B,C) = (π, 0, 0), (0, π, 0), (0, 0, π) のとき最小値 2をとる。

元の問題に戻ると 2と言う値はとれないから

2 < cos A
2

+ cos B
2

+ cos C
2

≦ 3
√
3

2
.

(4) f(x) = log(cosx)
(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = − sec2 x = − tan2 x−1 < 0

より f(x)は凹関数である。Jensen の不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≦ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 log

(
cos π

6

)
= log

3
√
3

8
.

log
(
cos A

2

)
+ log

(
cos B

2

)
+ log

(
cos C

2

)
≦ log

3
√
3

8

log
(
cos A

2
cos B

2
cos C

2

)
≦ log

3
√
3

8

したがって

cos A
2

cos B
2

cos C
2

≦ 3
√
3

8
.

別解 α = π
2

− A
2
, β = π

2
− B

2
, γ = π

2
− C

2
とおくと

0 < α, β, γ < π
2
, α+ β + γ = 3π

2
− A+B + C

2
= π

だから α, β, γ はある鋭角三角形の３つの内角である。

cos A
2

cos B
2

cos C
2

= cos
(
π
2

− α
)
cos
(
π
2

− β
)
cos
(
π
2

− γ
)

= sinα sinβ sin γ
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となるから，問 14(2) sinα sinβ sin γ ≦ 3
√
3

8
を使うと

cos A
2

cos B
2

cos C
2

≦ 3
√
3

8
.

(5) f(x) = cscx = 1
sinx

(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = cos2 x+ 1

sin3 x
> 0より

f(x)は凸関数である。Jensen の不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≧ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 csc π

6
= 6.

したがって

csc A
2

+ csc B
2

+ csc C
2

≧ 6.

(6) 問題 3から，△ABCに対して

tan A
2

tan B
2

+ tan B
2

tan C
2

+ tan A
2

tan B
2

= 1

が成り立つから，不等式 (x+ y + z)2 ≧ 3(xy + yz + zx)で

x = tan A
2
, y = tan B

2
, z = tan C

2
とおくと

(
tan A

2
+ tan B

2
+ tan C

2

)2
≧ 3

(
tan A

2
tan B

2
+ tan B

2
tan C

2
+ tan A

2
tan B

2

)
= 3.

A
2

+ tan B
2

+ tan C
2

> 0であるから

tan A
2

+ tan B
2

+ tan C
2

≧
√
3.

別解 1 f(x) = tanx
(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = 2 sinx

cos3 x
> 0より

f(x)は凸関数である。Jensen の不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≧ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 tan π

6
=

√
3.
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したがって

tan A
2

+ tan B
2

+ tan C
2

≧
√
3.

別解 2α = π
2

− A
2
, β = π

2
− B

2
, γ = π

2
− C

2
とおくと

0 < α, β, γ < π
2
, α+ β + γ = 3π

2
− A+B + C

2
= π

だから α, β, γ はある鋭角三角形の３つの内角である。

tan A
2

+ tan B
2

+ tan C
2

= tan
(
π
2

− α
)
+ tan

(
π
2

− β
)
+ tan

(
π
2

− γ
)

= cotα+ cotβ + cot γ

となるから，問 14(7) cotα+ cotβ + cot γ ≧
√
3を使うと

tan A
2

+ tan B
2

+ tan C
2

≧
√
3.

(7) 問題 3から，△ABCに対して

tan A
2

tan B
2

+ tan B
2

tan C
2

+ tan A
2

tan B
2

= 1

が成り立つ。

tan A
2
, tan B

2
, tan C

2
> 0だから相加平均と相乗平均の不等式より

1 = tan A
2

tan B
2

+ tan B
2

tan C
2

+ tan A
2

tan B
2

≧ 3
3

√(
tan A

2
tan B

2
tan C

2

)2
.

したがって

tan A
2

tan B
2

tan C
2

≦
√
3
9

.

(8) f(x) = cotx
(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = 2 cosx

sin3 x
> 0より

f(x)は凸関数である。Jensen の不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≧ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 cot π

6
= 3

√
3.
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したがって

cot A
2

+ cot B
2

+ cot C
2

≧ 3
√
3.

別解 1 tan A
2

tan B
2

tan C
2

≦
√
3
9
と

tan A
2

tan B
2

+ tan B
2

tan C
2

+ tan A
2

tan B
2

= 1

から

cot A
2

+ cot B
2

+ cot C
2

= 1

tan A
2

+ 1

tan B
2

+ 1

tan C
2

=
tan A

2
tan B

2
+ tan B

2
tan C

2
+ tan A

2
tan B

2

tan A
2

tan B
2

tan C
2

= 1

tan A
2

tan B
2

tan C
2

≧ 9√
3

= 3
√
3.

したがって

cot A
2

+ cot B
2

+ cot C
2

≧ 3
√
3.

別解 2 α = π
2

− A
2
, β = π

2
− B

2
, γ = π

2
− C

2
とおくと

0 < α, β, γ < π
2
, α+ β + γ = 3π

2
− A+B + C

2
= π

だから α, β, γ はある鋭角三角形の３つの内角である。

cot A
2

+ cot B
2

+ cot C
2

= cot
(
π
2

− α
)
+ cot

(
π
2

− β
)
+ tan

(
π
2

− γ
)

= tanα+ tanβ + tan γ

となるから，問 13 の tanα+ tanβ + tan γ = tanα tanβ tan γ ≧ 3
√
3を使うと

cot A
2

+ cot B
2

+ cot C
2

≧ 3
√
3..
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(9) f(x) = secx = 1
cosx

(
0 < x < π

2

)
とおくと f ′′(x) = sin2 x+ 1

cos3 x
> 0より

f(x)は凸関数である。Jensen の不等式より

f
(
A
2

)
+ f

(
B
2

)
+ f

(
C
2

)
≧ 3f

(
A/2 +B/2 + C/2

3

)
= 3f

(
π
6

)
= 3 sec π

6
= 2

√
3.

したがって

sec A
2

+ sec B
2

+ sec C
2

≧ 2
√
3.

(10) 半角の公式を使って不等式の左辺を変形する。

cos2 A
2

+ cos2 B
2

+ cos2 C
2

= 1 + cosA
2

+ 1 + cosB
2

+ 1 + cosC
2

= 3 + cosA+ cosB + cosC
2

.

問 14(3)より cosA+ cosB + cosC ≦ 3
2
だから

cos2 A
2

+ cos2 B
2

+ cos2 C
2

= 3 + cosA+ cosB + cosC
2

≦ 1
2

(
3 + 3

2

)
= 9

4
.

よって

cos2 A
2

+ cos2 B
2

+ cos2 C
2

≦ 9
4
. ■
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問 16 △ABCに対して，以下を示せ。

(1) b+ c
a

=
cos B − C

2

sin A
2

(2) cos B − C
2

cos C −A
2

cos A−B
2

≧ 8 sin A
2

sin B
2

sin C
2

(3) csc A
2

cos B − C
2

+ csc B
2

cos C −A
2

+ csc C
2

cos A−B
2

≧ 6

(4) csc A
2

+ csc B
2

+ csc C
2

≧ 6

解 (1) 正弦定理を用いて，等式のさ左辺を角の関係に直す。

b+ c
a

= sinB + sinC
sinA

=
2 sin B + C

2
cos B − C

2

2 sin A
2

cos A
2

=
cos A

2
cos B − C

2

sin A
2

cos A
2

=
cos B − C

2

sin A
2

から

b+ c
a

=
cos B − C

2

sin A
2

.

(2) cos B − C
2

cos C −A
2

cos A−B
2

≧ 8 sin A
2

sin B
2

sin C
2

· · · · · · 1⃝

とおく。

(1)から b+ c
a

=
cos B − C

2

sin A
2

.

同様にして c+ a
b

=
cos C −A

2

sin B
2

, a+ b
c

=
cos A−B

2

sin C
2

が成り立つから

1⃝ ⇐⇒
cos B − C

2

sin A
2

·
cos C −A

2

sin B
2

·
cos A−B

2

sin C
2

≧ 8

⇐⇒ b+ c
a

· c+ a
b

· a+ b
c

≧ 8

⇐⇒ (b+ c)(c+ a)(a+ b) ≧ 8abc. · · · · · · 2⃝
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(b+ c)(c+ a)(a+ b) ≧ 2
√
bc · 2

√
ca · 2

√
ab = 8abc

より 2⃝は成立する。

(3) csc A
2

cos B − C
2

+ csc B
2

cos C −A
2

+ csc C
2

cos A−B
2

≧ 6 · · · · · · 3⃝

3⃝ ⇐⇒ b+ c
a

+ c+ a
b

+ a+ b
c

≧ 6. · · · · · · 4⃝

b+ c
a

+ c+ a
b

+ a+ b
c

=
(
b
a

+ a
b

)
+
(
c
b
+ b

c

)
+
(
a
c
+ c

a

)
≧ 2

√
b
a

· a
b
+ 2

√
c
b
· b
c
+ 2
√

a
c
· c
a

= 6

となり 4⃝は成立する。

(4) (3)より csc A
2

cos B − C
2

+csc B
2

cos C −A
2

+csc C
2

cos A−B
2

≧ 6 が成り

立つので

csc A
2

+ csc B
2

+ csc C
2

≧ csc A
2

cos B − C
2

+ csc B
2

cos C −A
2

+ csc C
2

cos A−B
2

≧ 6

より

csc A
2

+ csc B
2

+ csc C
2

≧ 6. ■

問 17 △ABCに対して，以下を示せ。

問 18 △ABCに対して，以下を示せ。

問 19 △ABCに対して，以下を示せ。

問 20 △ABCに対して，以下を示せ。

問 21 △ABCに対して，以下を示せ。
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2.8 a, b, cの対称式を s, r, Rを使って表す

準備のため，△ABCにおいて a, b, c の基本対称式 σ1 = a+ b+ c, σ2 = ab+ bc+ ca,

σ3 = abc を s, r, Rで表す。

σ1 = a+ b+ c = 2s.

三角形 ABC の面積を S とすると，S = rs = abc
4R

から abc = 4Rrsすなわち

σ3 = 4Rrsを得る。

S = rs =
√
s(s− a)(s− b)(s− c) から

r2 = S2

s2
=

s(s− a)(s− b)(s− c)

s2
=

(s− a)(s− b)(s− c)

s

=
s3 − (a+ b+ c)s2 + (ab+ bc+ ca)s− abc

s

=
s3 − 2s · s2 + (ab+ bc+ ca)s− 4Rrs

s

= −s2 + ab+ bc+ ca− 4Rr

よって ab+ bc+ ca = s2 + 4Rr + r2 を得る。

a+ b+ c = 2s , ab+ bc+ ca = s2 + 4Rr + r2 , abc = 4Rrs

a, b, cの対称式を s, r, Rを使って表す。

a2 + b2 + c2 = 2s2 − 8Rr − 2r2

= 2(s2 − 4Rr − r2) (2.5)

a3 + b3 + c3 = 2s3 − 12Rrs− 6r2s

= 2s(s2 − 6Rr − 3r2) (2.6)

a2(b+ c) + b2(c+ a) + c2(a+ b) = 2s3 − 4Rrs+ 2r2s

= 2s(s2 − 2Rr + r2) (2.7)

a(b2 + c2) + b(c2 + a2) + c(a2 + b2) = 2s3 − 4Rrs+ 2r2s

= 2s(s2 − 2Rr + r2) (2.8)

a2b2 + b2c2 + c2a2 = s4 − 2r(4R− r)s2 + r2(4R+ r)2 (2.9)

a4 + b4 + c4 = 2
(
s4 − 2r(4R+ 3r)s2 + r2(4R+ r)2

)
(2.10)
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証明 (2.5)

a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca)

= (2s)2 − 2(s2 + 4Rr + r2)

= 2s2 − 8Rr − 2r2 = 2(s2 − 4Rr − r2)

(2.6)

a3 + b3 + c3 = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ba− ca) + 3abc

= 2s
(
2s2 − 8Rr − 2r2 −

(
s2 + 4Rr + r2

))
+ 3 · 4Rrs

= 2s3 − 12Rrs− 6r2s = 2s(s2 − 6Rr − 3r2)

(2.7) ∑
cyc

a2(b+ c) = a2(b+ c) + b2(c+ a) + c2(a+ b)

= (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)− 3abc

= 2s(s2 + 4Rr + r2)− 3 · 4Rrs

= 2s3 − 4Rrs+ 2r2s = 2s(s2 − 2Rr + r2)

(2.8) ∑
cyc

a
(
b2 + c2

)
=
∑
cyc

a2(b+ c)

= 2s3 − 4Rrs+ 2r2s = 2s(s2 − 2Rr + r2)

(2.9)

a2b2 + b2c2 + c2a2 = (ab+ bc+ ca)2 − 2abc(a+ b+ c)

= (s2 + 4Rr + r2)2 − 2 · 4Rrs · 2s
= s4 − 2r(4R− r)s2 + r2(4R+ r)2

(2.10)

a4 + b4 + c4 =
(
a2 + b2 + c2

)2 − 2
(
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
=
(
2s2 − 8Rr − 2r2

)2 − 2
(
s4 − 2r(4R− r)s2 + r2(4R+ r)2

)
= 4s4 − 8(4Rr + r2)s2 + 4r2(4R+ r)2

− 2s4 + 4r(4R− r)s2 − 2r2(4R+ r)2

= 2s4 − 4r(4R+ 3r)s2 + 2r2(4R+ r)2

= 2
(
s4 − 2r(4R+ 3r)s2 + r2(4R+ r)2

)
■
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∏
cyc

(a+ b) = (a+ b)(b+ c)(c+ a) = 2s3 + 4Rrs+ 2r2s = 2s(s2 + 2Rr + r2) (2.11)

∑
cyc

1
a+ b

= 5s2 + 4Rr + r2

2s(s2 + 2Rr + r2)
(2.12)

∑
cyc

a
b+ c

= 2s2 − 2Rr − 2r2

s2 + 2Rr + r2
(2.13)

∑
cyc

1
(a+ b)2

=
9s4 + (8Rr − 6r2)s2 + r2(4Rr + r)2

4s2(s2 + 2Rr + r2)2
(2.14)

∑
cyc

a2

(b+ c)2
=

2s4 − (8Rr + 12r2)s2 + 12R2r2 + 8Rr3 + 2r4

(s2 + 2Rr + r2)2
(2.15)

∑
cyc

sec2 B − C
2

=
4R
(
(5R+ 6r)s2 − 8R2r − 7Rr2 − 2r3

)(
s2 + 2Rr + r2

)2 (2.16)

証明 (2.11) ∏
cyc

(a+ b) = (a+ b)(b+ c)(c+ a) =
∑
cyc

a2(b+ c) + 2abc

= 2s3 − 4Rrs+ 2r2s+ 2 · 4Rrs

= 2s3 + 4Rrs+ 2r2s

= 2s(s2 + 2Rr + r2).

(2.12) ∑
cyc

1
a+ b

=
∑
cyc

(b+ c)(c+ a)

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

= 1
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

∑
cyc

(b+ c)(c+ a)

ここで ∑
cyc

(b+ c)(c+ a) =
∑
cyc

(c2 + ab+ bc+ ca)

=
∑
cyc

a2 + 3
∑
cyc

bc

= 2s2 − 8Rr − 2r2 + 3(s2 + 4Rr + r2)

= 5s2 + 4Rr + r2
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となるから，(a+ b)(b+ c)(c+ a = 2s(s2 + 2Rr + r2)も用いると∑
cyc

1
a+ b

= 1
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

∑
cyc

(b+ c)(c+ a)

= 5s2 + 4Rr + r2

2s(s2 + 2Rr + r2)
.

(2.13)

∑
cyc

a
b+ c

=
∑
cyc

2s− (b+ c)

b+ c
= 2s

∑
cyc

1
b+ c

− 3

= 2s · 5s2 + 4Rr + r2

2s(s2 + 2Rr + r2)
− 3

= 5s2 + 4Rr + r2

2s(s2 + 2Rr + r2)
.

(2.14)

∑
cyc

1
(a+ b)2

=
∑
cyc

(b+ c)2(c+ a)2

(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2

= 1
(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2

∑
cyc

(b+ c)2(c+ a)2

と変形する。

∑
cyc

(b+ c)2(c+ a)2 =

(∑
cyc

(b+ c)(c+ a)

)2

− 2(a+ b)(b+ c)(c+ a)
∑
cyc

(c+ a)

= (5s2 + 4Rr + r2)2 − 2(2s3 + 4Rrs+ 2r2s) · 4s
= 9s4 + (8Rr − 6r2)s2 + 16R2r2 + 8Rr3 + r4

= 9s4 + (8Rr − 6r2)s2 + r2(4Rr + r)2

だから ∑
cyc

1
(a+ b)2

= 1
(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2

∑
cyc

(b+ c)2(c+ a)2

=
9s4 + (8Rr − 6r2)s2 + r2(4Rr + r)2

4s2(s2 + 2Rr + r2)2
.
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(2.15)

∑
cyc

a2

(b+ c)2
=
∑
cyc

(2s− (b+ c))2

(b+ c)2

= 4s2
∑
cyc

1
(b+ c)2

− 4s
∑
cyc

1
b+ c

+ 3

= 4s2 · 9s4 + (8Rr − 6r2)s2 + r2(4Rr + r)2

4s2(s2 + 2Rr + r2)2

− 4s · 5s2 + 4Rr + r2

2s(s2 + 2Rr + r2)
+ 3

=
2s4 − (8Rr + 12r2)s2 + 12R2r2 + 8Rr3 + 2r4

(s2 + 2Rr + r2)2
.

(2.16) cos B − C
2

= b+ c
a

, cos A
2

=

√
s(s− a)

bc
だから

∑
cyc

sec2 B − C
2

=
∑
cyc

 a

(b+ c) sin A
2

2

=
∑
cyc

4R2 sin2 A

(b+ c)2 sin2 A
2

=
∑
cyc

16R2 sin2 A
2

cos2 A
2

(b+ c)2 sin2 A
2

= 16R2
∑
cyc

cos2 A
2

(b+ c)2

= 16R2
∑
cyc

s(s− a)

bc
1

(b+ c)2
= 16R2s

abc

∑
cyc

a(s− a)

(b+ c)2

= 16R2s
4Rrs

(
1
2

·
∑
cyc

a(b+ c− a)

(b+ c)2

)

= 2R
r

(∑
cyc

a
b+ c

−
∑
cyc

a2

(b+ c)2

)

= 2R
r

(
2s2 − 2Rr − 2r2

s2 + 2Rr + r2

− 2s4 − (8Rr + 12r2)s2 + 12R2r2 + 8Rr3 + 2r4

(s2 + 2Rr + r2)2

)
= 2R

r
· (10Rr + 12r2)s2 − 16R2r2 − 14Rr3 − 4r4

(s2 + 2Rr + r2)2

=
4R
(
(5R+ 6r)s2 − 8R2r − 7Rr2 − 2r3

)(
s2 + 2Rr + r2

)2 .

※ (2.16)は， (2.13)， (2.15)を使用するため，ここに挿入した。
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2.9 三角関数の対称式を s, r, Rを使って表す

問 12で次の 3つの等式を証明してある，

(1) sin A
2

sin B
2

sin C
2

= r
4R

(2) cos A
2

cos B
2

cos C
2

= s
4R

(3) cosA+ cosB + cosC = 1 + r
R

これらの 3つの等式も含めて基本的なものから扱っていきたい。

sinA+ sinB + sinC = s
R

(2.17)

cosA+ cosB + cosC = 1 + r
R

(2.18)

sinA sinB + sinB sinC + sinC sinA = s2 + 4Rr + r2

4R2 (2.19)

sin2 A+ sin2 B + sin2 C = s2 − 4Rr − r2

2R2 (2.20)

cos2 A+ cos2 B + cos2 C = 6R2 + 4Rr + r2 − s2

2R2 (2.21)

cosA cosB + cosB cosC + cosC cosA = s2 − 4R2 + r2

4R2 (2.22)

sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C
2

= 1− r
2R

(2.23)

cos2 A
2

+ cos2 B
2

+ cos2 C
2

= 4R+ r
2R

(2.24)

sin2 A
2

sin2 B
2

+ sin2 B
2

sin2 C
2

+ sin2 C
2

sin2 A
2

= s2 − 8Rr + r2

16R2 (2.25)

cos2 A
2

cos2 B
2

+ cos2 B
2

cos2 C
2

+ cos2 C
2

cos2 A
2

=
s2 + (4R+ r)2

16R2 (2.26)

sinA sinB sinC = rs
2R2 (2.27)

cosA cosB cosC =
s2 − (2R+ r)2

4R2 (2.28)

sin A
2

sin B
2

sin C
2

= r
4R

(2.29)

cos A
2

cos B
2

cos C
2

= s
4R

(2.30)
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証明 (2.17)

sinA+ sinB + sinC = a+ b+ c
2R

= 2s
2R

= s
R

.

(2.18)

cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin A
2

sin B
2

sin C
2

= 1 + 4 · r
4R

= 1 + r
R

.

(2.19)

sinA sinB + sinB sinC + sinC sinA = ab+ bc+ ca
4R2 = s2 + 4Rr + r2

4R2 .

(2.20)

sin2 A+ sin2 B + sin2 C = a2 + b2 + c2

4R2 =
2(s2 − 4Rr − r2)

4R2

= s2 − 4Rr − r2

2R2 .

(2.21)

cos2 A+ cos2 B + cos2 C = 3−
(
sin2 A+ sin2 B + sin2 C

)
= 3− s2 − 4Rr − r2

2R2 = 6R2 + 4Rr + r2 − s2

2R2 .

(2.22)

cosA cosB + cosB cosC + cosC cosA

= 1
2

(
(cosA+ cosB + cosC)2 − 2

(
cos2 A+ cos2 B + cos2 C

))
= 1

2

((
R+ r
R

)2
− 6R2 + 4Rr + r2 − s2

2R2

)
= s2 − 4R2 + r2

4R2 .

(2.23)

sin2 A
2

+ sin2 B
2

+ sin2 C
2

= 1− cosA
2

+ 1− cosB
2

+ 1− cosC
2

= 3
2

− 1
2
(cosA+ cosB + cosC)

= 3
2

− 1
2

(
1 + r

R

)
= 1− r

2R
.

(2.24)

cos2 A
2

+ cos2 B
2

+ cos2 C
2

= 3−
(
sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2

)
= 3−

(
1− r

2R

)
= 4R+ r

2R
.
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(2.25) ∑
cyc

sin2 B
2

sin2 C
2

= 1
4

∑
cyc

(1− cosB)(1− cosC)

= 1
4

∑
cyc

(1− (cosB + cosC) cosB cosC)

= 1
4

(
3− 2

∑
cyc

cosA+
∑
cyc

cosB cosC

)

= 1
4

(
3− 2

(
1 + r

R

)
+ s2 − 4R2 + r2

4R2

)
= s2 − 8Rr + r2

16R2 .

(2.26) ∑
cyc

cos2 B
2

cos2 C
2

= 1
4

∑
cyc

(1 + cosB)(1 + cosC)

= 1
4

∑
cyc

(1 + (cosB + cosC) cosB cosC)

= 1
4

(
3 + 2

∑
cyc

cosA+
∑
cyc

cosB cosC

)

= 1
4

(
3 + 2

(
1 + r

R

)
+ s2 − 4R2 + r2

4R2

)
=

s2 + (4R+ r)2

16R2 .

(2.27)

sinA sinB sinC = abc
(2R)3

= 4Rrs
(2R)3

= rs
2R2 .

(2.28) sin2 A+ sin2 B + sin2 C = 2 + 2 cosA cosB cosC が成り立つから

cosA cosB cosC = sin2 A+ sin2 B + sin2 C
2

− 1

= s2 − 4Rr − r2

4R2 − 1

= s2 − 4R2 − 4Rr − r2

4R2 =
s2 − (2R+ r)2

4R2 .

(2.29) sin A
2

=

√
(s− b)(s− c)

bc
, sin B

2
=

√
(s− c)(s− a)

ca
, sin C

2
=

√
(s− a)(s− b)

ab
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だから

∏
cyc

sin A
2

=

√
(s− b)(s− c)

bc
·
√

(s− c)(s− a)

ca
·
√

(s− a)(s− b)

ab

=
(s− a)(s− b)(s− c)

abc
=

s(s− a)(s− b)(s− c)

sabc

= S2

sabc
=

(rs)2

s · 4Rrs
= r

4R
.

(2.30) cos A
2

=

√
s(s− a)

bc
, cos B

2
=

√
s(s− b)

ca
, cos C

2
=

√
s(s− c)

ab
だから

∏
cyc

cos A
2

=

√
s(s− a)

bc
·
√

s(s− b)

ca
·
√

s(s− c)

ab

=
s
√

s(s− a)(s− b)(s− c)

abc
= sS

abc

= s · rs
4Rrs

= s
4R

.

または sinA+ sinB + sinC = 4 cos A
2

cos B
2

cos C
2
から

cos A
2

cos B
2

cos C
2

= sinA+ sinB + sinC
4

= s
4R

. ■

∑
cyc

cos(B − C) = s2 + 2Rr + r2

2R2 − 1 (2.31)

∑
cyc

cos2 B − C
2

= s2 + 4R2 + 2Rr + r2

4R2 (2.32)

∏
cyc

cos B − C
2

= s2 + 2Rr + r2

8R2 (2.33)

∏
cyc

cos(B − C) =
s4 − (6R2 + 8Rr − 2r2)s2 + 8R4 + 24R3r + 22R2r2 + 8Rr3 + r4

8R4

(2.34)
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証明 (2.31) ∑
cyc

cos(B − C) =
∑
cyc

(cosB cosC + sinB sinC)

=
∑
cyc

cosB cosC +
∑
cyc

sinB sinC

= s2 − 4R2 + r2

4R2 + s2 + 4Rr + r2

4R2

= s2 − 2R2 + 2Rr + r2

2R2

= s2 + 2Rr + r2

2R2 − 1.

(2.32)

∑
cyc

cos2 B − C
2

=
∑
cyc

1 + cos(B − C)

2

= 3
2

+ 1
2

∑
cyc

cos(B − C)

= 3
2

+ 1
2

(
s2 + 2Rr + r2

2R2 − 1

)
= s2 + 4R2 + 2Rr + r2

4R2 .

(2.33) ∏
cyc

cos B − C
2

= cos A−B
2

cos B − C
2

cos C −A
2

= 1
2

(
cos A− C

2
+ cos A+ C − 2B

2

)
cos C −A

2

= 1
2

(
cos2 C −A

2
+ cos A+ C − 2B

2
cos C −A

2

)
= 1

2
(1 + cos(C −A) + cos(C −B) + cos(A−B))

= 1
2
(1 + cos(A−B) + cos(B − C) + cos(C −A))

= 1
2

(
1 + s2 + 2Rr + r2

2R2 − 1

)
= s2 + 2Rr + r2

8R2 .
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(2.34) ∏
cyc

cos(B − C)

= cos(A−B) cos(B − C) cos(C −A)

=
(
2 cos2 A−B

2
− 1
)(

2 cos2 A−B
2

− 1
)(

2 cos2 A−B
2

− 1
)

= 8

(∏
cyc

cos B − C
2

)2

− 4
∏
cyc

cos2 B − C
2

cos2 C −A
2

+ 2
∑
cyc

cos2 A−B
2

− 1

= 8

(∏
cyc

cos B − C
2

)2

− 4

(∏
cyc

cos B − C
2

)2∑
cyc

sec2 A−B
2

+ 2
∑
cyc

cos2 A−B
2

− 1

= 8

(
s2 + 2Rr + r2

8R2

)2

− 4 ·
(

s2 + 2Rr + r2

8R2

)2

·
4R
(
(5R+ 6r)s2 − 8R2r − 7Rr2 − 2r3

)(
s2 + 2Rr + r2

)2
+ 2 · s2 + 4R2 + 2Rr + r2

4R2 − 1

=
s4 − (6R2 + 8Rr − 2r2)s2 + 8R4 + 24R3r + 22R2r2 + 8Rr3 + r4

8R4 . ■

∑
cyc

tanA =
∏
cyc

tanA = 2rs
s2 − (4R+ r)2

(2.35)

∑
cyc

tan A
2

= 4R+ r
rs

(2.36)

∑
cyc

tan2 A
2

=
(
4R+ r

s

)2
− 2 (2.37)

∑
cyc

tan B
2

tan C
2

= 1 (2.38)

∏
cyc

tan A
2

= r
s

(2.39)
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証明に必要な等式を準備しておく。

(s− a)(s− b)(s− c) = r2s (2.40)∑
cyc

(s− b)(s− c) = 4Rr + r2 (2.41)

∑
cyc

1
s− a

= 4R+ r
rs

(2.42)

∑
cyc

1
(s− a)2

= 1
r2s2

(
(4R+ r)2 − 2s2

)
(2.43)

証明 (2.40)

(s− a)(s− b)(s− c) =
s(s− a)(s− b)(s− c)

s
= S2

s
=

(rs)2

s
= r2s.

(2.41) ∑
cyc

(s− b)(s− c) =
∑
cyc

(
s2 − (b+ c)s+ bc

)
= 3s2 − 2s

∑
cyc

a+
∑
cyc

bc

= 3s2 − 2s · 2s+ s2 + 4Rr + r2 = 4Rr + r2.

(2.42) ∑
cyc

1
s− a

= 1
(s− a)(s− b)(s− c)

∑
cyc

(s− b)(s− c)

= 1
r2s

· r(4R+ r) = 4R+ r
rs

.

(2.43)∑
cyc

1
(s− a)2

= 1
(s− a)2(s− b)2(s− c)2

∑
cyc

(s− b)2(s− c)2

= 1
(r2s)2

(∑
cyc

(s− b)(s− c)

)2

− 2(s− a)(s− b)(s− c)
∑
cyc

(s− c)


= 1

r4s2
(
(4Rr + r2)2 − 2 · r2s · s

)
= 1

r2s2
(
(4R+ r)2 − 2s2

)
.

60



準備ができたので (2.35)等の証明をする。

証明 (2.35) ∑
cyc

tanA =
∏
cyc

tanA

= sinA sinB sinC
cosA cosB cosC

= rs
2R2 · 4R2

s2 − (2R+ r)2

= 2rs
s2 − (4R+ r)2

.

(2.36) tan A
2

= r
s− a

, tan B
2

= r
s− b

, tan C
2

= r
s− c

だから

∑
cyc

tan A
2

= r
∑
cyc

1
s− a

= r · 4R+ r
rs

= 4R+ r
s

.

(2.37)∑
cyc

tan2 A
2

= r2
∑
cyc

1
(s− a)2

= r2 · 1
r2s2

(
(4R+ r)2 − 2s2

)
=
(
4R+ r

s

)2
− 2.

(2.38) 問題 3参照。

(2.39)

∏
cyc

tan A
2

=

∏
cyc

sin A
2∏

cyc

cos A
2

=

r
4R
s
4R

· r
s

= r
s
. ■

∑
cyc

cotA = s2 − 4Rr − r2

2rs
(2.44)

∑
cyc

cotB cotC = 1 (2.45)

∑
cyc

cot A
2

= s
r

(2.46)

∑
cyc

cot B
2

cot C
2

= 4R+ r
r

(2.47)

∏
cyc

cot A
2

= s
r

(2.48)
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証明 (2.44) ∑
cyc

cotA =
∑
cyc

cosA
sinA

=
∑
cyc

b2 + c2 − a2

2bc
· 2R

a

= R
abc

∑
cyc

(b2 + c2 − a2) = R
abc

∑
cyc

a2

= R
4Rrs

· 2(s2 − 4Rr − r2)

= s2 − 4Rr − r2

2rs
.

(2.45) 問題 2参照。

(2.46) cot A
2

= s− a
r

等から

∑
cyc

cot A
2

= 1
r

∑
cyc

(s− a) = 1
r

(
3s−

∑
cyc

a

)
= 1

r
(3s− 2s)

= s
r
.

(2.47) cot B
2

= s− b
r

, cot C
2

= s− c
r
等から

∑
cyc

cot B
2

cot C
2

= 1
r2

∑
cyc

(s− b)(s− c)

= 1
r2

· (4Rr + r2)

= 4R+ r
r

.

(2.48) ∏
cyc

tan A
2

= r
s

より ∏
cyc

cot A
2

= 1∏
cyc

tan A
2

= s
r
. ■
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∑
cyc

sec2 A
2

= 1 +
(
4R+ r

s

)2
(2.49)

∑
cyc

sec2 B
2

sec2 C
2

=
8R(4R+ r)

s2
(2.50)

∑
cyc

sec2 B − C
2

=
4R
(
(5R+ 6r)s2 − 8R2r − 7Rr2 − 2r3

)(
s2 + 2Rr + r2

)2 (2.51)

(2.51)は (2.16)と同じ等式で既出。

証明 (2.49)

∑
cyc

sec2 A
2

=
∑
cyc

1

sin2 A
2

=
∑
cyc

bc
s(s− a)

=

∑
cyc

bc(s− b)(s− c)

s(s− a)(s− b)(s− c)

と変形する。ここで
s(s− a)(s− b)(s− c) = S2 = (rs)2,

∑
cyc

bc(s− b)(s− c) =
∑
cyc

(
s2bc− s(b+ c)bc+ b2c2

)
= s2

∑
cyc

bc− s

(∑
cyc

(b+ c)bc

)
+
∑
cyc

b2c2

= s2(s2 + 4Rr + r2)− s(2s3 − 4Rrs+ 2r2s)

+ s4 − 2r(4R− r)s2 + r2(4R+ r)2

= r2s2 + r2(4R+ r)2

となるから

∑
cyc

sec2 A
2

=

∑
cyc

bc(s− b)(s− c)

s(s− a)(s− b)(s− c)

=
r2s2 + r2(4R+ r)2

r2s2
=

s2 + (4R+ r)2

s2

= 1 +
(
4R+ r

s

)2
.
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(2.50)

∑
cyc

sec2 B
2

sec2 C
2

=
∑
cyc

1

cos2 B
2

cos2 C
2

=

∑
cyc

cos2 A
2(

cos A
2

cos B
2

cos C
2

)2
=

4R+ r
2R(
s
4R

)2 =
8R(4R+ r)

s2
.

(2.51)は (2.16)参照。 ■
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3 幾何の定理

3.1 オイラーの定理

(オイラーの定理) 三角形 ABCの外心を O，内心を I ，外接円と内接円の半径を

それぞれ R, r とすれば次の等式が成り立つ。

OI2 = R2 − 2Rr.

証明 α = A/2, β = B/2 とおく。∠Aの内角の二等分線と外接円の交点を Dとおくと，

∠BAD = ∠DAC = αだから，Dは Aを含まない弧 BCの中点である。

DEを BCに垂直な直径とする。

∠BID = ∠BAI + ∠ABI = α+ β,∠DBI = α+ β であるから ∠BID = ∠DBI.

よって △DBIは DB = DIの二等辺三角形である。

A

B C

O
I

H

D

E

• •

◦
◦

A

O
I

D

S

T

Iから辺 ACに下ろした垂線の足を Hとすると，方べきの定理より

IA · ID = IA · BD = IH
sinα

· EDsinα = r · 2R = 2Rr.

直線 IOと外接円との交点を S，Tとすると，方べきの定理より

IA · ID = IS · IT = (R−OI)(R+OI) = R2 −OI2

だから R2 −OI2 = 2Rr より OI2 = R2 − 2Rr. ■
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3.2 オイラーの不等式

(オイラーの不等式) 三角形 ABCの外接円と内接円の半径をそれぞれ R, r とす

れば次の不等式が成り立つ。
R ≧ 2r.

等号が成り立つのは△ABCが正三角形のときに限る。

証明 OI2 = R(R− 2r) ≧ 0から R ≧ 2r となる。

等号が成り立つための必要十分条件は O=Iである。

O=I のとき，OA = OB = R より △OAB は二等辺三角形なので，α = β すなわち

A = B となる。

同様にして，OB = OC = Rより B = C を得るから，結局 A = B = C となり△ABC

が正三角形となる。

逆に，△ABCが正三角形のとき，O=Iとなる。

したがって ，等号が成り立つのは △ABC が正三角形のときに限ることが証明され

た。 ■

3.3 トレミーの不等式

トレミーの不等式を複素数を使って証明するための準備をしておく。

α, β を複素数とするとき，次の関係式が成り立つ。

(i) α+ α ≦ 2 |α| .
ここで等号が成立するのは α が負でない実数になる場合である。

(ii) |α+ β| ≦ |α|+ |β| .
ここで等号が成立するのは，β = cα または α = cβ となる実数 c ≧ 0 が

存在する場合，すなわち α = 0 または β = 0 または α
β
が正の実数になる

場合である。

証明 (i) α = a+ bi (a, b ∈ R)とおくと

α+ α = a+ bi+ a− bi = 2a ≦ 2
√
a2 + b2 = 2 |α|
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だから α+ α ≦ 2 |α| .

等号が成立するのは a ≧ 0, b = 0 すなわち α が負でない実数になる場合である。

(ii) α = 0 または β = 0 のときは |α+ β| = |α| + |β|は成立するから，以下 αβ \= 0

とする。

|α+ β|2 = (α+ β)(α+ β)

= αα+ αβ + αβ + ββ

= |α|2 + αβ + αβ + |β|2

= |α|2 + 2
∣∣∣αβ∣∣∣+ |β|2

= |α|2 + 2 |αβ|+ |β|2

= (|α|+ |β|)2

から |α+ β| ≦ |α|+ |β| .
等号が成立するのは，αβ が正の実数になるときである。

αβ = α
β

· ββ = α
β

|β|2

だから， α
β
が正の実数になるときである。

以上のことをまとめると，等号が成立するのは，β = cα または α = cβ となる

実数 c ≧ 0 が存在する場合，すなわち α = 0 または β = 0 または α
β
が正の実数

になる場合である。 ■

(トレミーの不等式) 平面上の 4点 A，B，C，Dに対して次の不等式が成り立つ。

AC · BD ≦ AB · CD+AD · BC.

等号が成り立つのは， 4点 A，B，C，Dがこの順に同一円周上にあるときに限る。

証明 4点 A，B，C，Dは複素平面で α, β, γ, δ を表すものとする。

(α− β)(γ − δ) + (α− δ)(β − γ) = (α− γ)(β − δ)

が成り立つから
(α− β)(γ − δ)

(α− γ)(β − δ)
+

(α− δ)(β − γ)

(α− γ)(β − δ)
= 1.
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絶対値をとると

1 =

∣∣∣∣ (α− β)(γ − δ)

(α− γ)(β − δ)
+

(α− δ)(β − γ)

(α− γ)(β − δ)

∣∣∣∣
≦
∣∣∣∣ (α− β)(γ − δ)

(α− γ)(β − δ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ (α− δ)(β − γ)

(α− γ)(β − δ)

∣∣∣∣ · · · · · · 1⃝

=
|α− β| |γ − δ|
|α− γ| |β − δ| +

|α− δ| |β − γ|
|α− γ| |β − δ|

= AB · CD
AC · BD + AD · BC

AC · BD
から

AC · BD ≦ AB · CD+AD · BC. · · · · · · 2⃝

等号が成立する場合を考えてみる。

z1 =
(α− β)(γ − δ)

(α− γ)(β − δ)
, z2 =

(α− δ)(β − γ)

(α− γ)(β − δ)
とおくと， 2⃝で等号が成り立つのは 1⃝で

等号が成り立つ場合であるから，z1/z2 が正の実数のときである。

z1 + z2 = 1なので，結局 z1 > 0かつ z2 > 0すなわち

(α− β)(γ − δ)

(α− γ)(β − δ)
> 0 · · · · · · 3⃝ かつ

(α− δ)(β − γ)

(α− γ)(β − δ)
> 0 · · · · · · 4⃝

のときに限る。

3⃝について考察する。θ1 は
−→
αβ から

−→
αγ の方に測った角，θ2 は

−→
δβ から

−→
δγ の方に測っ

た角とすると

α− γ
α− β

=
γ − α
β − α

= AC
AB

(cos θ1 + i sin θ1),
γ − δ
β − δ

= CD
BD

(cos θ2 + i sin θ2)

と表せるから

(α− β)(γ − δ)

(α− γ)(β − δ)
= AB

AC
· 1
cos θ1 + i sin θ1

· CD
BD

(cos θ2 + i sin θ2)

= AB · CD
AC · BD (cos(θ2 − θ1) + i sin(θ2 − θ1)) . · · · · · · 5⃝

0 ≦ θ1, θ2 < 2π とすると，−2π < θ2 − θ1 < 2π だから，θ2 − θ1 = 0 すなわち

∠BAC = ∠BDCのときに限って複素数 5⃝は正の実数値をとる。
4⃝についても ∠DAC = ∠DBCのときに限って正の実数値をとることがわかる。

以上のことから， 2⃝で等号が成り立つのは， 4点 A，B，C，Dがこの順に同一円周上

にあるときに限る。 ■

トレミーの不等式から次のトレミーの定理が得られる。
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(トレミーの定理) 四角形 ABCDが円に内接しているとき次の等式が成り立つ。

AC · BD ≦ AB · CD+AD · BC.
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3.4 スチュワート (Stewart)の定理

(スチュワートの定理) D を △ABC の辺 BC 上の点とすると，次の等式が成り

立つ。
b2m+ c2n = a(p2 +mn).

ただし，m = BD, n = DC, p = ADとする。

証明 ∠ADB+ ∠ADC = π より cos∠ADB+ cos∠ADC = 0.

余弦定理を使うと
A

B CD

c

a

bp

m n

m2 + p2 − c2

2mp
+

n2 + p2 − b2

2np
= 0

n(n2 + p2 − c2) +m(n2 + p2 − b2) = 0

b2m+ c2n = (m+ n)p2 +mn(m+ n)

b2m+ c2n = ap2 + amn

から
b2m+ c2n = a(p2 +mn). ■

(中線定理) Mを△ABCの辺 BCの中点とすると，次の等式が成り立つ。

AB2 +AC2 = 2(AM2 +BM2).

スチュワートの定理で m = n = a/2とおけば得られる。

系　△ABCにおいて

ma =

√
2(b2 + c2)− a2

2
,mb =

√
2(c2 + a2)− b2

2
,mc =

√
2(a2 + b2)− c2

2
.
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証明 図において，ma = AD,mb = BE,mc = CFである。

A

B C

G

D

EF

|

|

||

||

||| |||

中線定理を使うと

b2 + c2 = 2
(
m2

a +
(
a
2

))2
から

m2
a =

2(b2 + c2)− a2

4
すなわち

ma =

√
2(b2 + c2)− a2

2
.

同様にして

mb =

√
2(c2 + a2)− b2

2
,mc =

√
2(a2 + b2)− c2

2
. ■

3.5 Leibnizの定理

(Leibnizの定理) △ABCに対して次の等式が成り立つ。

OG2 = R2 − 1
9
(a2 + b2 + c2).

証明 辺 の中点を A′ とする。

△OAA′ と点 G にスチュワートの定理を適用す
A

B C
A′

O
G

|| ||

ると

(A′O)2 ·AG+AO2 ·A′G = AA′(OG2 +AG ·A′G)

AO = R,AG = 2
3AA′,A′G = 1

3AA
′ だから

(A′O)2 · 2
3
AA′ + R2 · 1

3
AA

= AA′
(
OG2 + 2

3
AA′ · 1

3
AA′

)
よって

OG2 = 2
3
(A′O)2 + 1

3
R2 − 2

9
(AA′)2.
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ここで

(A′O)2 = OB2 − (BA′)2 = R2 − 1
4
a2, (AA′)2 =

2(b2 + c2)− a2

4

だから

OG2 = 2
3
(A′O)2 + 1

3
R2 − 2

9
(AA′)2

= 2
3

(
R2 − 1

4
a2
)
+ 1

3
R2 − 2

9
· 2(b2 + c2)− a2

4

= R2 − 1
9
(a2 + b2 + c2). ■

(Leibnizの不等式) △ABCに対して次の不等式が成り立つ。

a2 + b2 + c2 ≦ 9R2.

証明 9OG2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2) ≧ 0から a2 + b2 + c2 ≦ 9R2 が得られる。 ■
等号が成立するのは O=Gのときだから，△ABCが正三角形のときに限ることを証明

できる。
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4 三角関数を含む有限級数

4.1
n∑

k=1

f(x+ kθ)の形

n∑
k=1

sin kx = 1
2
cot x

2
−

cos
(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

=
sin

(n+ 1)x

2
sin nx

2
sin x

2

,

n∑
k=1

cos kx =
sin

(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

− 1
2

=
cos

(n+ 1)x

2
sin nx

2
sin x

2

. (4.1)

n∑
k=1

(−1)k sin kx =
(−1)n sin

(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

− 1
2
tan x

2
,

n∑
k=1

(−1)k cos kx = − 1
2

+
(−1)n cos

(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

. (4.2)

n∑
k=1

sin(2k − 1)x = sin2 nx
sinx

,
n∑

k=1

cos(2k − 1)x = sin 2nx
2 sinx

. (4.3)

n∑
k=1

(−1)k−1 sin(2k − 1)x = (−1)n+1 sin 2nx
2 cosx

,

n∑
k=1

(−1)k−1 cos(2k − 1)x =
1 + (−1)n+1 cos 2nx

2 cosx
. (4.4)

n∑
k=1

sin(x+ (k − 1)θ) =

sin

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

,

n∑
k=1

cos(x+ (k − 1)θ) =

cos

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

. (4.5)

n∑
k=1

(−1)k+1 sin(x+ (k − 1)θ) =

n∑
k=1

sin(x+ (k − 1)(θ + π))
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=

sin

(
x+

(n− 1)(θ + π)

2

)
sin

n(θ + π)

2

cos θ
2

=

sin
(
x− θ

2

)
+ (−1)n+1 sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
2 cos θ

2

,

n∑
k=1

(−1)k+1 cos(x+ (k − 1)θ) =

n∑
k=1

cos(x+ (k − 1)(θ + π))

=

cos

(
x+

(n− 1)(θ + π)

2

)
sin

n(θ + π)

2

cos θ
2

=

(−1)n+1 cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
+ cos

(
x− θ

2

)
2 cos θ

2

.

(4.6)

tan

(
x+

(k − 1)π

n

)
= −n cot

(
nx+ nπ

2

)
,

cot

(
x+

(k − 1)π

n

)
= n cotnx. (4.7)

証明 (4.1)(
n∑

k=1

sin kx

)
· 2 sin x

2
=

n∑
k=1

2 sin kx sin x
2

=

n∑
k=1

(
cos

(2k − 1)x

2
− cos

(2k + 1)x

2

)
=
(
cos x

2
− cos 3x

2

)
+
(
cos 3x

2
− cos 5x

2

)
+ · · ·

+

(
cos

(2n− 1)x

2
− cos

(2n+ 1)x

2

)
= cos x

2
− cos

(2n+ 1)x

2

= 2 sin
(n+ 1)x

2
sin nx

2
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から

n∑
k=1

sin kx = 1
2
cot x

2
−

cos
(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

=
sin

(n+ 1)x

2
sin nx

2
sin x

2

.

(
n∑

k=1

cos kx

)
· 2 sin x

2
=

n∑
k=1

2 cos kx sin x
2

=
n∑

k=1

(
sin

(2k + 1)x

2
− sin

(2k − 1)x

2

)
=
(
sin 3x

2
− sin x

2

)
+
(
sin 5x

2
− cos 3x

2

)
+ · · ·

+

(
sin

(2n+ 1)x

2
− sin

(2n− 1)x

2

)
= sin

(2n+ 1)x

2
− sin x

2

= 2 cos
(n+ 1)x

2
sin nx

2

から

n∑
k=1

cos kx =
sin

(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

− 1
2

=
cos

(n+ 1)x

2
sin nx

2
sin x

2

.

別証明 (4.1) 複素数 z に関する指数関数の値を

ez = exp(z) =
∞∑
k=0

zk

k !
= 1 + z

1!
+ z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · ·

で定義すると，指数法則 ez1+z2 = ez1ez2 等が得られる。特に iθ に対してオイラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ, e−iθ = cos θ − i sin θ

が成立し

cos θ = eiθ + e−iθ

2
, sin θ = eiθ − e−iθ

2i

を得る。

n∑
k=1

cos kx+ i
n∑

k=1

sin kx =
n∑

k=1

(cos kx+ i sin kx) =
n∑

k=1

(cosx+ i sinx)k

=

n∑
k=1

eikx = eix
n∑

k=1

(eix)k−1
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= eix ·
(
eix
)n − 1

eix − 1
= ei(n+1)x − eix

eix − 1

= ei·
(2n+1)x

2 − ei·
x
2

ei·
x
2 − e−i· x2

=
cos

(2n+ 1)x

2
+ i sin

(2n+ 1)x

2
−
(
cos x

2
+ i sin x

2

)
2i sin x

2

=
sin

(2n+ 1)x

2
− sin x

2
2 sin x

2

+ i ·
cos x

2
− cos

(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

から

n∑
k=1

cos kx =
sin

(2n+ 1)x

2
− sin x

2
2 sin x

2

=
sin

(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

− 1
2
,

分子を積の形に変形すると

n∑
k=1

cos kx =
sin

(2n+ 1)x

2
− sin x

2
2 sin x

2

=
cos

(n+ 1)x

2
sin nx

2
sin x

2

,

n∑
k=1

sin kx =
cos x

2
− cos

(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

= 1
2
cot x

2
−

cos
(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

,

分子を積の形に変形すると

n∑
k=1

sin kx =
cos x

2
− cos

(2n+ 1)x

2
2 sin x

2

=
sin

(n+ 1)x

2
sin nx

2
sin x

2

.

(4.2)　 (4.1)を利用する。

n∑
k=1

(−1)k sin kx =
n∑

k=1

sin(kx+ kπ) =
n∑

k=1

sin k(x+ π)

= 1
2
cot x+ π

2
−

cos
(2n+ 1)(x+ π)

2

2 sin x+ π
2

= − 1
2
tan x

2
−

cos

(
(2n+ 1)x

2
+

(2n+ 1)π

2

)
2 cos x

2
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= − 1
2
tan x

2
−

(−1)n−1 sin
(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

= − 1
2
tan x

2
+

(−1)n sin
(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

,

n∑
k=1

(−1)k cos kx =

n∑
k=1

cos(kx+ kπ) =

n∑
k=1

cos k(x+ π)

=
sin

(2n+ 1)(x+ π)

2

2 sin x+ π
2

− 1
2

=

sin

(
(2n+ 1)x

2
+

(2n+ 1)π

2

)
2 cos x

2

− 1
2

=
(−1)n cos

(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

− 1
2
.

別証明 (4.2)

n∑
k=1

(−1)k cos kx+ i

n∑
k=1

(−1)k sin kx

=
n∑

k=1

(−1)k (cos kx+ i sin kx) =
n∑

k=1

(−1)k(cosx+ i sinx)k

=
n∑

k=1

(−1)k(eix)k =
n∑

k=1

(−eix)k = −eix
n∑

k=1

(−eix)k−1

= −eix ·
(
−eix

)n − 1

−eix − 1
=

(−1)nei(n+1)x − eix

eix + 1

=
(−1)nei·

(2n+1)x
2 − ei·

x
2

ei·
x
2 + e−i· x2

=

(−1)n
(
cos

(2n+ 1)x

2
+ i sin

(2n+ 1)x

2

)
−
(
cos x

2
+ i sin x

2

)
2 cos x

2
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=
(−1)n cos

(2n+ 1)x

2
− cos x

2
2 cos x

2

+ i ·
(−1)n sin

(2n+ 1)x

2
− sin x

2
2 cos x

2

から

n∑
k=1

(−1)k cos kx =
(−1)n cos

(2n+ 1)x

2
− cos x

2
2 cos x

2

=
(−1)n cos

(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

− 1
2
,

n∑
k=1

(−1)k sin kx =
(−1)n sin

(2n+ 1)x

2
− sin x

2
2 cos x

2

= − 1
2
tan x

2
+

(−1)n sin
(2n+ 1)x

2
2 cos x

2

.

(4.3)
n∑

k=1

sin(2k − 1)x = sin2 nx
sinx

,
n∑

k=1

cos(2k − 1)x = sin 2nx
2 sinx

.

(
n∑

k=1

sin(2k − 1)x

)
2 sinx =

n∑
k=1

2 sin(2k − 1)x sinx

=
n∑

k=1

(cos 2(k − 1)x− cos 2kx)

= (1− cos 2x) + (cos 2x− cos 4x) + · · ·+ (cos 2(n− 1)x− cos 2nx)

= 1− cos 2nx = 2 sin2 nx.

よって sinx \= 0のとき
n∑

k=1

sin(2k − 1)x = sin2 nx
sinx

.

(
n∑

k=1

cos(2k − 1)x

)
2 sinx =

n∑
k=1

2 cos(2k − 1)x sinx

=
n∑

k=1

(sin 2kx− sin 2(k − 1)x)

= (sin 2x− 0) + (sin 4x− sin 2x) + · · ·+ (sin 2nx− sin 2(n− 1)x)

= sin 2nx.

よって sinx \= 0のとき
n∑

k=1

cos(2k − 1)x = sin 2nx
2 sinx

.

別証明

n∑
k=1

cos(2k − 1)x+ i
n∑

k=1

sin(2k − 1)x =
n∑

k=1

(cos(2k − 1)x+ i sin(2k − 1)x)
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=

n∑
k=1

(cosx+ i sinx)2k−1 =

n∑
k=1

ei(2k−1)x = eix
n∑

k=1

(
ei·2x

)k−1

=
eix
((
ei·2x

)n − 1
)

ei·2x − 1
=

eix
(
ei·2nx − 1

)
ei·2x − 1

= ei·2nx − 1
eix − e−ix

= cos 2nx+ i sin 2nx− 1
2i sinx

= sin 2nx
2 sinx

+ i · 1− cos 2nx
2 sinx

.

実部と虚部を比較して

cos(2k − 1)x = sin 2nx
2 sinx

,
n∑

k=1

sin(2k − 1)x = 1− cos 2nx
2 sinx

= sin2 nx
sinx

.

注意 (4.1)と

n∑
k=1

(sin(2k − 1)x+ sin 2kx) =
2n∑
k=1

sin kx,
n∑

k=1

(cos(2k − 1)x+ cos 2kx) =
2n∑
k=1

cos kx

を利用してもよい。

(4.4) (4.3)を利用する。

n∑
k=1

(−1)k−1 sin(2k − 1)x = −
n∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)x

= −
n∑

k=1

(−1)k cos
(
(2k − 1)x+ (2k − 1) · π

2

)
= −

n∑
k=1

(−1)k cos
(
(2k − 1)

(
x+ π

2

))

= −
sin 2n

(
x+ π

2

)
2 sin

(
x+ π

2

) = − sin(2nx+ nπ)

2 cosx

= − (−1)n sin 2nx

2 cosx
=

(−1)n+1 sin 2nx

2 cosx
,

n∑
k=1

(−1)k−1 cos(2k − 1)x =
n∑

k=1

(−1)k cos(2k − 1)x

=
n∑

k=1

(−1)k sin
(
(2k − 1)x+ (2k − 1) · π

2

)
= −

n∑
k=1

(−1)k sin
(
(2k − 1)

(
x+ π

2

))
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=
1− cos 2n

(
x+ π

2

)
sin
(
x+ π

2

) =
1− cos(2nx+ nπ)

cosx

=
1− (−1)n cos 2nx

cosx
=

1 + (−1)n+1 cos 2nx

cosx

から
n∑

k=1

(−1)k−1 sin(2k − 1)x =
(−1)n+1 sin 2nx

2 cosx
,

n∑
k=1

(−1)k−1 cos(2k − 1)x =
1 + (−1)n+1 cos 2nx

cosx
.

別証明

n∑
k=1

(−1)k−1 cos(2k − 1)x+ i

n∑
k=1

(−1)k−1 sin(2k − 1)x

=
n∑

k=1

(−1)k−1 (cos(2k − 1)x+ i sin(2k − 1)x)

=
n∑

k=1

(−1)k−1(cosx+ i sinx)2k−1 =
n∑

k=1

(−1)k−1ei(2k−1)x

= eix
n∑

k=1

(
−ei·2x

)k−1

=
eix
(
1−

(
−ei·2x

)n)
1 + ei·2x

=
eix
(
1 + (−1)n+1ei·2nx

)
1 + ei·2x

=
1 + (−1)n+1ei·2nx

e−ix + eix

=
1 + (−1)n+1(cos 2nx+ i sin 2nx)

2i cosx

=
1 + (−1)n+1 cos 2nx

2 cosx
+ i · (−1)n+1 sin 2nx

2 cosx
.

実部と虚部を比較して

n∑
k=1

(−1)k−1 cos(2k − 1)x =
1 + (−1)n+1 cos 2nx

2 cosx
,

n∑
k=1

(−1)k−1 sin(2k − 1)x =
(−1)n+1 sin 2nx

2 cosx
.

80



(4.5)

(
n∑

k=1

sin(x+ (k − 1)θ)

)
2 sin θ

2
=

n∑
k=1

2 sin(x+ (k − 1)θ) sin θ
2

=
n∑

k=1

(
cos

(
x+

(2k − 3)θ

2

)
− cos

(
x+

(2k − 1)θ

2

))
=
(
cos
(
x− θ

2

)
− cos

(
x+ θ

2

))
+
(
cos
(
x+ θ

2

)
− cos

(
x+ 3θ

2

))
+ · · ·

+

(
cos

(
x+

(2n− 3)θ

2

)
− cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

))
= cos

(
x− θ

2

)
− cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
= 2 sin

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2
,

(
n∑

k=1

cos(x+ (k − 1)θ)

)
2 sin θ

2
=

n∑
k=1

2 cos(x+ (k − 1)θ) sin θ
2

=
n∑

k=1

(
sin

(
x+

(2k − 1)θ

2

)
− sin

(
x+

(2k − 3)θ

2

))
=
(
sin
(
x+ θ

2

)
− sin

(
x− θ

2

))
+
(
sin
(
x+ 3θ

2

)
− sin

(
x+ θ

2

))
+ · · ·

+

(
sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
− sin

(
x+

(2n− 3)θ

2

))
= sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
− sin

(
x− θ

2

)
= 2 cos

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2
,

から

n∑
k=1

sin(x+ (k − 1)θ) =

sin

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

, · · · · · · 1⃝

n∑
k=1

cos(x+ (k − 1)θ) =

cos

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

. · · · · · · 2⃝
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[注意] 1⃝の両辺を xで微分すると 2⃝が得られる。また， 2⃝の両辺を xで微分すると 1⃝
が得られる。

(4.5)で θ = xとおくと，(4.1)が得られる。

別証明

I =

n∑
k=1

cos(x+ (k − 1)θ) = cosx+ cos(x+ θ) + · · ·+ cos(x+ (n− 1)θ)

J =
n∑

k=1

sin(x+ (k − 1)θ) = sinx+ sin(x+ θ) + · · ·+ sin(x+ (n− 1)θ)

K = I + iJ とおくと

K =

n∑
k=1

(cos(x+ (k − 1)θ) + i sin(x+ (k − 1)θ))

=
n∑

k=1

ei(x+(k−1)θ) = eix
n∑

k=1

(
eiθ
)k−1

= ei(x+nθ) − eix

eiθ − 1
.

分母・分子を ei·
θ
2 で割ると

K = e
i
(
x+

(2n−1)θ
2

)
− ei(x−

θ
2 )

ei·
θ
2 − e−i· θ

2

=

cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
+ i sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
−
(
cos
(
x− θ

2

)
+ i sin

(
x− θ

2

))
2i sin θ

2

=

sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
− sin

(
x− θ

2

)
2 sin θ

2

− i ·
cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
− cos

(
x− θ

2

)
2 sin θ

2

=

cos

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

+ i ·
sin

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

.

実部と虚部を比較して

n∑
k=1

cos(x+ (k − 1)θ) =

cos

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

,

n∑
k=1

sin(x+ (k − 1)θ) =

sin

(
x+

(n− 1)θ

2

)
sin nθ

2

sin θ
2

.
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(4.6) (4.5)を使うと

n∑
k=1

(−1)k+1 sin(x+ (k − 1)θ) =
n∑

k=1

sin(x+ (k − 1)(θ + π))

=

sin

(
x+

(n− 1)(θ + π)

2

)
sin

n(θ + π)

2

sin θ + π
2

=

sin

(
x+

(n− 1)(θ + π)

2

)
sin

n(θ + π)

2

cos θ
2

=

cos
(
x− θ

2
− π

2

)
− cos

(
x+

(2n− 1)θ

2
+

(2n− 1)π

2

)
2 cos θ

2

=

sin
(
x− θ

2

)
+ (−1)n+1 sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
2 cos θ

2

,

n∑
k=1

(−1)k+1 cos(x+ (k − 1)θ) =

n∑
k=1

cos(x+ (k − 1)(θ + π))

=

cos

(
x+

(n− 1)(θ + π)

2

)
sin

n(θ + π)

2

sin θ + π
2

=

cos

(
x+

(n− 1)(θ + π)

2

)
sin

n(θ + π)

2

cos θ
2

=

sin

(
x+

(2n− 1)θ

2
+

(2n− 1)π

2

)
− sin

(
x− θ

2
− π

2

)
2 cos θ

2

=

(−1)n+1 cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
+ cos

(
x− θ

2

)
2 cos θ

2

.
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別証明

K =
n∑

k=1

(−1)k−1 cos(x+ (k − 1)θ) + i
n∑

k=1

(−1)k−1 sin(x+ (k − 1)θ)

=
n∑

k=1

(−1)k−1 (cos(x+ (k − 1)θ) + i sin(x+ (k − 1)θ))

=

n∑
k=1

(−1)k−1ei(x+(k−1)θ) = eix
n∑

k=1

(
−eiθ

)k−1

を初項 eix，公比 −eiθ の等比数列の初項から第 n 項までの和とみて

K = eix · 1− (−eiθ)n

1 + eiθ
=

eix − (−1)nei(x+nθ)

1 + eiθ
.

分母と分子を ei·
θ
2 で割ると

K =
ei(x−

θ
2 ) + (−1)n+1ei(x+

(2n−1)θ
2

)

e−i· θ
2 + ei

θ
2

=
cos
(
x− θ

2

)
+ i sin

(
x− θ

2

)
2 cos θ

2

+

(−1)n+1

(
cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
+ i sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

))
2 cos θ

2

=

cos
(
x− θ

2

)
+ (−1)n+1 cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
2 cos θ

2

+ i ·
sin
(
x− θ

2

)
+ (−1)n+1 sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
2 cos θ

2

.

よって

n∑
k=1

(−1)k−1 cos(x+ (k − 1)θ) =

cos
(
x− θ

2

)
+ (−1)n+1 cos

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
2 cos θ

2

, · · · · · · 3⃝

n∑
k=1

(−1)k−1 sin(x+ (k − 1)θ) =

sin
(
x− θ

2

)
+ (−1)n+1 sin

(
x+

(2n− 1)θ

2

)
2 cos θ

2

. · · · · · · 4⃝
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[注意] 3⃝の両辺を xで微分すると 4⃝が得られる。また， 4⃝の両辺を xで微分すると 3⃝
が得られる。

(4.6)で θ = xとおくと，(4.2)が得られる。

(4.7) nを正の整数として

zn = cos 2nx+ i sin 2nx

を解く。|zn| = |cos 2nx+ i sin 2nx| = 1 から |z| = 1 であることがわかるから，z =

cos θ + i sin θとおくと方程式は

cosnθ + i sinnθ = cos 2nx+ i sin 2nx

となる。これから

nθ = 2nx+ 2kπ (k ∈ Z) θ = 2x+ 2kπ
n

.

θk = 2x+ 2kπ
n

., zk = cos θk + i sin θk (k = 0, 1, . . . , n− 1)とおくと

zn − (cos 2nx+ i sin 2nx) =
n−1∏
k=0

(z − zk)

が成り立つ。この式で z = 1とおくと

(1− cos 2nx)− i sin 2nx =
n−1∏
k=0

(1− zk) =
n−1∏
k=0

((1− cos θk)− i sin θk))

=
n−1∏
k=0

(
2 sin2

θk
2

− i · 2 sin θk
2

cos
θk
2

)
=

n−1∏
k=0

2 sin
θk
2

(
sin

θk
2

− i cos
θk
2

)
= 2n

(
n−1∏
k=0

sin
θk
2

)
n−1∏
k=0

(
cos

θk − π
2

+ i sin
θk − π

2

)
= 2n

(
n−1∏
k=0

sin
θk
2

)(
cos

n−1∑
k=0

θk − π
2

+ i sin

n−1∑
k=0

θk − π
2

)
.

ここで

n−1∑
k=0

θk − π
2

=

n−1∑
k=0

(
x− π

2
+ kπ

n

)
= n

(
x− π

2

)
+ π

n
· (n− 1)n

2
= nx− π

2
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だから

(1− cos 2nx)− i sin 2nx = 2n

(
n−1∏
k=0

sin
θk
2

)(
cos

n−1∑
k=0

θk − π
2

+ i sin
n−1∑
k=0

θk − π
2

)

= 2n

(
n−1∏
k=0

sin
θk
2

)(
cos
(
nx− π

2

)
+ i sin

(
nx− π

2

))
.

虚部を比較すると

− sin 2nx = 2n

(
n−1∏
k=0

sin
θk
2

)
sin
(
nx− π

2

)
から

sin 2nx = 2n

(
n−1∏
k=0

sin
(
x+ kπ

n

))
cosnx

2 sinnx cosnx = 2n

(
n−1∏
k=0

sin
(
x+ kπ

n

))
cosnx

から
n−1∏
k=0

sin

(
x +

kπ

n

)
=

sinnx

2n−1
. · · · · · · 5⃝

5⃝で xのところに x+ π
2
を代入すると

sin
(
x+ π

2
+ kπ

n

)
=

sin
(
nx+ nπ

2

)
2n−1

から

n−1∏
k=0

cos

(
x +

kπ

n

)
=

sin
(
nx+ nπ

2

)
2n−1 =


(−1)

n−1
2 cosnx

2n−1
nが奇数のとき

(−1)
n
2 sinnx

2n−1
nが偶数のとき

· · · · · · 6⃝
を得る。

5⃝の両辺の絶対値をとると

n−1∑
k=0

log
∣∣∣sin(x+ kπ

n

)∣∣∣ = log |sinnx| − log 2n−1.
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両辺を xで微分すると
n−1∑
k=0

cos
(
x+ kπ

n

)
sin
(
x+ kπ

n

) = n cosnx
sinnx

から
n−1∑
k=0

cot
(
x+ kπ

n

)
= n cotnx

すなわち
n∑

k=1

cot

(
x +

(k − 1)π

n

)
= n cotnx. · · · · · · 7⃝

7⃝で xのところに x+ π
2
を代入すると

n∑
k=1

cot

(
x+ π

2
+

(k − 1)π

n

)
= n cot

(
nx+ nπ

2

)
.

から
n∑

k=1

tan

(
x +

(k − 1)π

n

)
= −n cot

(
nx +

nπ

2

)
. · · · · · · 8⃝
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4.2 その他

例題 5 3以上のの正の整数 n に対して，次の等式

[n−1
2 ]∏

k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

n

)
= 1

x

((
1 + x
2

)n
−
(
1− x
2

)n)
· · · · · · 1⃝

が成り立つことを示せ。次にこの等式を用いて，2以上の整数 mに対して次の等式

が成り立つことを示せ。

(i)

m−1∏
k=1

cos kπ
2m

=

√
m

2m−1 .

(ii)
m−1∏
k=1

cos kπ
2m− 1

= 1
2m−1 .

(iii)
m−1∑
k=1

tan2 kπ
2m

=
(m− 1)(2m− 1)

3
.

(iv)
m−1∑
k=1

tan2 kπ
2m− 1

= (m− 1)(2m− 1).

(v)
m−1∏
k=1

tan kπ
2m

= 1.

(vi)
m−1∏
k=1

tan kπ
2m− 1

=
√
2m− 1 .
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証明 n = 2m (m ≧ 2) のとき 1⃝の右辺は

1
x

((
1 + x
2

)n
−
(
1− x
2

)n)
= 1

x

((
1 + x
2

)2m
−
(
1− x
2

)2m)
= 1

22mx

(
2m∑
k=0

(
2m

k

)
xk −

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−x)k

)

= 1
22mx

· 2
m∑
r=1

(
2m

2r − 1

)
x2r−1

= 1
22m−1

m∑
r=1

(
2m

2r − 1

)
x2r−2

と変形できるから， 1⃝は

m−1∏
k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

2m

)
= 1

22m−1

m∑
r=1

(
2m

2r − 1

)
x2r−2 · · · · · · 2⃝

となる。 2⃝の両辺は xに関する 2m− 2次の多項式である。

k = 1, 2, . . . ,m− 1 に対して 1 + (x2 − 1) cos2 kπ
2m

= 0の解は

x2 = 1− 1

cos2 kπ
2m

= −
sin2 kπ

2m

cos2 kπ
2m

= − tan2 kπ
2m

より x = ± tan2 kπ
2m

となる。

よって，
m−1∏
k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

2m

)
= 0の解は ±i tan kπ

2m
(k = 1, 2, . . . ,m− 1)の

2m− 2個である。これらの解を 1⃝の右辺に代入して 0になることを示す。

2⃝の右辺は偶関数だから，i tan kπ
2m

(k = 1, 2, . . . ,m− 1)に対して示せばよい。

x = i tan kπ
2m

のとき

(
1− x
1 + x

)2m
=

 1− i tan kπ
2m

1 + i tan kπ
2m


2m

=

 cos kπ
2m

− i sin kπ
2m

cos kπ
2m

+ i sin kπ
2m


2m

= cos kπ − i sin kπ
cos kπ + i sin kπ

= 1
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より x = ±i tan kπ
2m

(k = 1, 2, . . . ,m − 1)は 1
x

((
1 + x
2

)2m
−
(
1− x
2

)2m)
= 0の解で

ある。

以上のことから，A,B を定数として

m−1∏
k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

2m

)
= A

m−1∏
k=1

(
x− i tan kπ

2m

)(
x+ i tan kπ

2m

)
,

1
x

((
1 + x
2

)2m
−
(
1− x
2

)2m)
= B

m−1∏
k=1

(
x− i tan kπ

2m

)(
x+ i tan kπ

2m

)
とかけるから，A = B を示すには ±i tan kπ

2m
(k = 1, 2, . . . ,m− 1)以外のある x0 に対し

て 1⃝の両辺の値が等しくなることを示せばよい。x0 = 1とすると， 1⃝の両辺はともに 1

となるから，A = B となり 1⃝は成立する。
n = 2m− 1 (m ≧ 2) のとき 1⃝の右辺は

1
x

((
1 + x
2

)n
−
(
1− x
2

)n)
= 1

x

((
1 + x
2

)2m−1

−
(
1− x
2

)2m−1
)

= 1
22m−1x

(
2m−1∑
k=0

(
2m− 1

k

)
xk −

2m−1∑
k=0

(
2m− 1

k

)
(−x)k

)

= 1
22m−1x

· 2
m∑

r=1

(
2m− 1

2r − 1

)
x2r−1

= 1
22m−2

m∑
r=1

(
2m− 1

2r − 1

)
x2r−2

と変形できるから， 1⃝は

m−1∏
k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

2m− 1

)
= 1

22m−2

m∑
r=1

(
2m− 1

2r − 1

)
x2r−2 · · · · · · 3⃝

となる。以下同様にして 1⃝が成立することを示すことができる。
2⃝での xの最高次 x2m−2 の係数を比較すると

m−1∏
k=1

cos2 kπ
2m

= 1
22m−1

(
2m

2m− 1

)
= 1

22m−1 · 2m = m
22m−2

から (
m−1∏
k=1

cos kπ
2m

)2

= m
22m−2 .
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m−1∏
k=1

cos kπ
2m

> 0だから

m−1∏
k=1

cos
kπ

2m
=

√
m

2m−1
.

3⃝での xの最高次 x2m−2 の係数を比較すると

m−1∏
k=1

cos2 kπ
2m− 1

= 1
22m−2

(
2m− 1

2m− 1

)
= 1

22m−2

から (
m−1∏
k=1

cos kπ
2m− 1

)2

= 1
22m−2 .

m−1∏
k=1

cos kπ
2m− 1

> 0だから

m−1∏
k=1

cos
kπ

2m − 1
=

1

2m−1
.

2⃝の左辺を

m−1∏
k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

2m

)
=

m−1∏
k=1

cos2 kπ
2m

 1

cos2 kπ
2m

+ x2 − 1


=

m−1∏
k=1

cos2 kπ
2m

m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m

)
= m

22m−2

m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m

)
と変形すると， 2⃝は

m
22m−2

m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m

)
= 1

22m−1

m∑
r=1

(
2m

2r − 1

)
x2r−2

すなわち
m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m

)
= 1

2m

m∑
r=1

(
2m

2r − 1

)
x2r−2 · · · · · · 4⃝
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となる。x2m−4 の係数を比較すると

m−1∑
k=1

tan2 kπ
2m

= 1
2m

(
2m

2(m− 1)− 1

)
= 1

2m
· 2m(2m− 1)(2m− 2)

3 · 2 · 1 =
(m− 1)(2m− 1)

3

から
m−1∑
k=1

tan2 kπ

2m
=

(m − 1)(2m − 1)

3
.

3⃝の左辺を

m−1∏
k=1

(
1 + (x2 − 1) cos2 kπ

2m− 1

)
=

m−1∏
k=1

cos2 kπ
2m− 1

 1

cos2 kπ
2m− 1

+ x2 − 1


=

m−1∏
k=1

cos2 kπ
2m− 1

m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m− 1

)
= 1

22m−2

m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m− 1

)
と変形すると， 3⃝は

1
22m−2

m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m− 1

)
= 1

22m−2

m∑
r=1

(
2m− 1

2r − 1

)
x2r−2

すなわち
m−1∏
k=1

(
x2 + tan2 kπ

2m− 1

)
=

m∑
r=1

(
2m− 1

2r − 1

)
x2r−2 · · · · · · 5⃝

となる。x2m−4 の係数を比較すると

m−1∑
k=1

tan2 kπ
2m− 1

=

(
2m− 1

2(m− 1)− 1

)
=

(2m− 1)(2m− 2)

2
= (m− 1)(2m− 1)

から
m−1∑
k=1

tan2 kπ

2m − 1
= (m − 1)(2m − 1).

4⃝で定数項を比較すると

m−1∏
k=1

tan2 kπ
2m

= 1
2m

(
2m

1

)
= 1
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から
m−1∏
k=1

tan2 kπ

2m
= 1.

5⃝で定数項を比較すると

m−1∏
k=1

tan2 kπ
2m− 1

=

(
2m− 1

1

)
= 2m− 1

から (
m−1∏
k=1

tan kπ
2m− 1

)2

= 2m− 1.

m−1∏
k=1

tan kπ
2m− 1

> 0だから

m−1∏
k=1

tan2 kπ

2m
=

√
2m − 1. ■
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