
このノートについて 

 

北海道算数数学教育会高校部会研究部代数解析研究会（以下代数解析研究会）では，その例会において

現代数学に関する理論を学び，その周辺の話題を研究してきている。 

代数解析研究会の活動の柱は 3つある。具体的には， 

① 現代数学の勉強会 

② 大学等の入試問題の研究 

③ 北海道高等学校数学コンテストの実施 

である。 

中学・高校で学習する数学の内容をより高い位置から眺め，深く理解することは，数学全体での位置づ

けや他の事項との関連を認識し，いかに教えるかを意識することにもつながり，教科研究を深めること

になると考えられるため①を一つの柱としている。 

さらに現代数学理論の特殊な場合が大学入試問題として出題されることもあり，現代数学を学ぶこと

は②においても参考になる場合がある。当然，③の数学コンテストの問題のアイディアも数学的理論が

もととなっていることがある。 

現代数学の勉強会では，今まで長年 OB会員の 関口 隆 先生が講師となって「関数解析」や「ガロア

理論」を講義されてきたが，2020，21年度は筆者（杉本）が「ルベーグ積分入門」「確率過程入門」の講

義を担当することになった。 

このノートは筆者が講義した内容のレクチャーノートである。もし参考になれば幸いである。なお，私

たちの目的は数学の専門家になることではないので，講義の内容はその分野のすべてを網羅するもので

はもちろんなく，とくに必要な部分のみ限定し，難解部分は省略したり，その概略を述べたりするのにと

どめている。 

このノートを読んで代数解析研究会に興味を持っていただけたらご連絡いただきたい。また，本文中に

誤りなどがあったら同じくご連絡いただきたい。 
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第 0章 はじめに 

 

この章では，これから学習する事項の導入部分として，高校数学の一つの問題を題材にして内容の一部

を概観し，問題点を洗い出す。そののち，このノートの目的を述べ，全体の構成を示す。 

まずは次の数学Ⅲの問題を解こう。 

 

問題 0.1 nを正の整数とする。関数f(x)x x に対して 

Ikx xj
kP1

n
Tf(x)t

k
nÇ È（1≦k≦n） 

とおく。 

(1) 各Ik は，x軸上の区間になることを示し，区間Ik の幅dk を求めよ。 

(2) 極限値 

lim
n!1

n

P
kx1

kP1
n

dk  

を求めよ。 

[略解](1) 
kP1

n
T x t

k
n
より，

kP1
nÃ Ä2

Txt
k
nÃ Ä2

であるから，Ikx
kP1

nÃ Ä2Å ,
k
nÃ Ä2Äなる区間で

ある。したがって， 

  dkx
k
nÃ Ä2

P
kP1

nÃ Ä2

x
2kP1

n2  

である。 

(2) (1)より 

n

P
kx1

kP1
n

dk ＝
n

P
kx1

kP1
n

@
2kP1

n2  

＝
1

n 3

n

P
kx1

(2k 2P3kO1)  

＝
1

n 3

1
3

n(nO1)(2nO1)P
3
2

n(nO1)OnÇ È  

＝
1
3

(1O
1
n

)(2O
1
n

)P
3
2

@
1
n

(1O
1
n

)O
1

n 2 !
2
3

(n!1)  

である。 

(2)の別解 この極限の図形的意味を考えると 

与式＝（yx x ，x＝1，x軸で囲まれる部分の面積） 

＝
1R

0
x dx  

＝
2
3

x
2
3Å Æ 1

0
 

O x

y

1

1

kP1
n

k
n

d k

yx x
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＝
2
3

 

である。 

 

さて，この問題のルーツはなんであろうか。実はルーツは「ルベーグ積分」である。ここで，リーマン

積分とルベーグ積分について“ざっくり”述べておこう。 

 

注意 0.2 （リーマン積分とルベーグ積分の比較）ここでは簡単に，有界な区間を定義域とする有界な

関数f:[a,b]![®, ]̄ を考えよう。 

 

【リーマン積分】x軸上の区間 a,b¥ ¦ の分割 

axa0ta1ta2t@@@tanxb  

（ただし，Max akPakP1j1TkTn« ¬!0 ）を考えて，近似和の極限値 

bR
a

f(x)dxxlim
n!1

n

P
kx1

f(x k)(akPakP1)  

（ただし，akP1TxkTak ）として定義した。 

【ルベーグ積分】y軸上の区間 ®,¯¥ ¦ の分割 

®x®0t®1t®2t@@@t®nx¯  

（ただし，Max ®kP®kP1j1TkTn« ¬!0 ）を考えて，x軸上の集合 

Akx xj®kP1Tf(x)t®k« ¬ （1≦k≦n）   … ① 

の“長さ”¹(Ak) を用いて， 

bR
a

f(x)dxxlim
n!1

n

P
kx1
®kP1¹(Ak)

 

と定義するのである。 

（注意）fが有限個の離散的な値®1,®2,@@@,®N をとる場合には 

bR
a

f(x)dxx
N

P
kx1
®k¹(Ak)          … ② 

とすればよい。 

 

O x

y

a b

®

¯

yxf(x)

O x

y

a b

yxf(x)

O x

y

®

¯

yxf(x)

® kP1

® k

a 1

a 3

a 2

A1 A3A2



- 4 - 

 

つまり， 

「リーマン積分は縦に分割」「ルベーグ積分は横に分割」 

である。この定義の違いで，「リーマン積分では成立しなかったことがルベーグ積分ではスムーズに成立

しますよ」ということが多い。 

ただし，この定義はざっくり言っただけであるが，細かく見てみるといくつかの問題点がある。たとえ

ば，一般にはAk は区間（の和集合）とは限らない。 

［区間とならない例］関数f : 0,1¥ ¦!R （R は実数全体の集合）を 

 f(x) ＝
1　 x2Q? 0,1¥ ¦
0　 xVQ? 0,1¥ ¦Ç  

で定義する（Q は有理数全体の集合）。このとき，Ax xj
1
2

Tf(x)T
3
2Ç È＝Q? 0,1¥ ¦ である。■ 

このような例をはじめとして，いくつかの疑問点が生じる。 

 

まず，上のAk の“長さ”って定義できるのだろうか。そもそも， 

（疑問点 1）“長さ” が定義できる集合って何だろうか。 

ということを解決したい。つまり，“長さ”が定義できる集合全体の集合を M としよう。この M を明確

にしたい。 

さらに， 

（疑問点 2）“長さ”という概念を拡張しなければならないのではないか。 

ということを解決したい。つまり，ある集合A2 M に対してA の“長さ”に相当する量¹(A) をどう考え

たらよいのだろうか。 

 

次に，実数値関数 fに対して積分を考えたい。ここで， 

（疑問点 3）関数 fの積分を考えるためにはどのような条件が必要であろうか。 

ということを解決したい。①のAk を参考にすると， 

xj®Tf(x)t¯« ¬2 M 

である必要があるのではないか。 

 

そして今までの議論では関数 fの定義域はすべて実数の区間であった。 

（疑問点 4）関数 fの定義域を一般の集合 Xに拡張することができないだろうか。 

さらに， 

（疑問点 5）そのような関数に対しても積分が定義できるだろうか。 

ということを解決したい。 

 

まとめると，われわれの目標は 

 X  一般の集合 

に対して， 

 M  “長さ”を測ることができる集合を全部集めたもの 
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 ¹  “長さ”を測る“ものさし” 

を明確にして，これらを元にして積分できる関数f : X!R の条件を考え，その上で積分 

R
X

f(x)d¹(x)  （¹を強調するために通常このように書く） 

を定義することである。 

 

まずは関数 fが離散的な値をとる場合について考えよう。この場合は②のように考えればよい。 

 

例 0.3 （Xが実数（の区間）ではない，¹が純粋な意味での長さではない例） 

(1) Xを財布の中にあるコイン全体の集合とする。 

関数f : X!fM1,M2,@@@,Mng を，コインx2X に対して， 

 f(x) ＝コイン xの額面 

と定義する。さらに， 

 Akx xjf(x)xMk« ¬ （1≦k≦n）（要するに額面がMk のコイン全体の集合） 

 ¹(Ak) ＝集合Ak の個数 

とすれば，積分値 

R
X

f(x)d¹(x)x
n

P
kx1

Mk¹(Ak)  

は，X（財布の中のコイン全体）の総額を表す。 

(2) Xを N枚の宝くじ全体の集合とする。 

関数f : X!fM1,M2,@@@,Mng を，宝くじx2X に対して， 

 f(x) ＝宝くじ xの賞金 

と定義する。さらに， 

 Akx xjf(x)xMk« ¬ （1≦k≦n）（要するに賞金Mk 円が当たった宝くじ全体の集合） 

 ¹(Ak)x
Akの個数

N ＝賞金Mk 円が当たる確率 

とすれば，積分値 

R
X

f(x)d¹(x)x
n

P
kx1

Mk¹(Ak)  

は，X（宝くじ全体）の賞金の期待値（期待金額）を表す。 

このように，積分した値は必ずしも面積を表すだけとは限らない。 

 

例 0.3(2)でも期待値の話が出てきたが，確率論の基礎にはルベーグ積分論があり，確率論を学ぶために

はこれらの知識が要求されることが想像されると思う。 

 

このノートではまず第 1 章から第 4 章までの前半部分でルベーグ積分論の「基礎中の基礎」というべ

き内容を紹介する。 

次に第 5 章と第 6 章では，前半部分で学んだルベーグ積分論を確率論に応用していく。そのことを実
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感していただくために，次の問題を考えることにする。 

1 個のさいころを投げて，出た目を得点とするゲームを行う。ただし， 

①さいころは 10 回まで投げることができる。 

②出た目を見たうえで 10 回より前に止めることもできる。 

③新たにさいころを投げると直近の得点は無効になる。 

④止めたときのさいころの目が得点になる。 

このゲームでできるだけ高得点を狙うにはどのような戦略をとることが有利であるか。 

さいころを 10 回まで投げることができるので 1 回ぐらいは 6 の目が出るだろうと予想して，最初の数

回は 6 が出るまで挑戦して 6 点を手に入れようとするだろう。でもたまたま運が悪くしばらく投げても

6 の目が出ないかもしれない。そのようなときは 5 や 4 の目で妥協することも得策かもしれない。それで

は 6 の目が出ることに固執して挑戦し続けるのは何回目までにしたらよいだろうか。そのあとは何の目

が出たら止めるだろうか。どんな時に 10 回目まで挑戦するだろうか。要するに 1 回目から 9 回目につい

て，どんな目が出たら止めて，どんな目が出たら次に挑戦するべきなのだろうか。 

第 5 章と第 6 章はこの問題を解決することを目的として確率論の学習をしようというものである。こ

の問題を解決するための最小限の確率論の学習をするのみなので，もちろん確率論を網羅するような性

格のものではない。詳細は確率論の教科書を参照してほしい。そして第 7 章でこの問題の解答を導き出

そう。 

 

各章の概要について述べる。 

第 0 章（本章）では，ルベーグ積分の導入となる説明と，確率論を学ぶきっかけとなるような問題を提

起した。 

第 1 章では（疑問点 1）と（疑問点 2）を受けて，ルベーグ積分のもととなる基礎的な空間，すなわち

可測空間や測度空間について学習する。 

第 2 章では（疑問点 3）を受けて，可測空間を定義域とする実数値関数である可測関数について学習す

る。 

第 3 章では（疑問点 4）と（疑問点 5）を受けて，測度空間を基にして，ルベーグ積分を学習する。ま

た，ルベーグ積分の重要な性質である収束定理について学習する。 

第 4 章では，第 5 章以降で用いる「条件つき期待値」の存在のよりどころとなるラドン-ニコディム導

関数について学習する。 

第 5 章では，確率論の基本的概念を，測度論やルベーグ積分論に基づいて学習する。 

第 6 章では，マルチンゲールとよばれる確率過程に対して，その定義と基本的性質，とくに任意停止定

理について学ぶ。 

第 7 章では，これらの知識を応用して，第 0 章で提起した問題の解答を導き出す。 

 

上で述べたように第 1 章から第 4 章までがルベーグ積分論のごく一部であり，第 5 章と第 6 章が確率

論の入り口に相当する内容である。これらには対応する，または類似している概念が少なくない。参考ま

でに，ルベーグ積分の概念と確率論の概念とがどのように対応するか，さらに，確率論独特の理論もごく

一部の項目だけ紹介する。 
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【対応する理論】 

ルベーグ積分論  確率論 

測度空間（X，M，¹） ⇔ 確率空間（« ，F，P ）P(«)x1  

ほとんどいたるところ ¹ -a.e. ⇔ ほとんど確実に P-a.s. 

M-可測関数 ⇔ F-確率変数 

像測度 ⇔ 確率分布 

ルベーグ積分 ⇔ 期待値 

ラドン-ニコディム導関数 ⇔ 条件つき期待値 

フーリエ変換 ⇔ 特性関数 

etc… 

【確率論独特の理論】 

・独立性，大数の法則，中心極限定理 

・確率過程（マルチンゲール，ブラウン運動，定常過程，マルコフ過程，…） 

・確率積分，伊藤の公式，確率微分方程式 

・時系列解析，ARMA 過程，KMO ランジュヴァン方程式 

・エルゴード理論，カオス力学系 

etc… 
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第 1 章 測度空間 

 

この章では第 0 章の（疑問点 1）を受けて，まず，“長さ” に相当する量が定義できる集合全体の集合

を定め，基礎となる空間の性質を考えたい。次に，その空間上に（疑問点 2）である“長さ”を拡張した

概念を導入するために適当な“ものさし”を考え，その性質を調べよう。 

 

定義 1.1 Xを空でない集合とする。 

Xの部分集合を要素とする集合 Mが Xのσ-加法族（σ-additive class）とは， 

（F1） X2M 

（F2） A2M ⇒ Ac2M 

（F3） A1,A2,@@@（可算個）2 M ⇒ > 1
nx1A n2M 

をみたすことである。このとき，組（X，M）を可測空間（measurable space）という。 

（注意 1）¢2 M （∵¢xXc2M） 

（注意 2）（F3）は有限個A1,A2,@@@,AN でも成り立つ （∵kUNO1 に対してAkx¢とすればよい） 

（注意 3）（F3）で，? 1
nx1A n2Mも成り立つ （∵? 1

nx1A nx > 1
nx1A n

c£ ¤ c2 M） 

（注意 4）A,B2M，AZBのとき，B＼A2M （∵B＼AxAc?B2M） 

 

例 1.2 (1) Xx 1,2,3« ¬とする。 

M1＝ ¢,f1g,f2g,f3g,f1,2g,f1,3g,f2,3g,f1,2,3g« ¬  （Xの部分集合の全体 これを2 X と表す） 

M2＝ ¢,f1,2,3g« ¬  （自明なσ-加法族） 

M3＝ ¢,f1g,f2,3g,f1,2,3g« ¬  

とすれば（X，Mk）（k＝1,2,3）は可測空間である。 

(2) Xx 0,1¥ ¦とする。（一般に Rの区間または R自身でも同様） 

0,1¥ ¦のσ-加法族として 0,1¥ ¦の部分集合の全体2 [0,1] はあまり適当ではない。通常は， 

“ボレル加法族”または“ルベーグ可測加法族” 

とよばれるものがよく用いられる。 

［ここでは詳しくは述べないが，“ボレル加法族”は 0,1¥ ¦の開集合を含む最小のσ-加法族，“ルベーグ

可測加法族”はボレル加法族を完備化したもの，または外側度から定義されるσ-加法族］ 

0,1¥ ¦とボレル加法族 Bとの組（ 0,1¥ ¦，B）をルベーグ可測空間（Lebesgue measurable space）という。ま

た，Bの元をボレル集合（Borel set）という。 

 

定義 1.3 （X，M）を可測空間とする。 

Mを定義域とする集合関数¹：M→R>f1gが M上の測度（measure）とは， 

（M1） 任意のA2Mに対して ¹(A)U0  

（M2） とくに，¹(¢)x0  

（M3） A1,A2,@@@（可算個）2 M，Ai?Ajx¢（i≠j） ⇒ ¹ >1
nx1An£ ¤x

1

P
nx1
¹(An)  
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をみたすことである。このとき，3つ組（X，M，¹）を測度空間（measure space）という。 

（注意）（M3）は有限個A1,A2,@@@,AN でも成り立つ （∵kUNO1 に対してAkx¢とすればよい） 

 

命題 1.4 （X，M，¹）を測度空間とする。このとき次の(1)～(3)が成り立つ。 

(1) A,B2M，AZB  ⇒ ¹(B＼A)x¹(B)P¹(A)  

(2) A,B2M，AZB  ⇒ ¹(A)T¹(B)  

(3) A1,A2,@@@ 2 M ⇒ ¹ >1
nx1An£ ¤T

1

P
nx1
¹(An)  

［証明］(1) BxA>(B＼A)と表され，A?(B＼A)x¢であるから， 

¹(B)x¹(A>(B＼A))x¹(A)O¹(B＼A)  

よって，¹(B＼A)x¹(B)P¹(A)が成り立つ。 

(2) (1)で，¹(B＼A)U0であるから¹(B)P¹(A)U0，したがって¹(A)T¹(B)が成り立つ。 

(3) B1,B2,@@@を， 

B1xA1，B nx> n
kx1A k＼> nP1

kx1A k （n≧2） 

で定義する。このとき，各 n≧1に対してBn2Mであり， 

Bi?Bjx¢（i≠j），BnZAn，> 1
nx1B nx> 1

nx1A n  

であるから， 

¹ >1
nx1An£ ¤x¹ >1

nx1Bn£ ¤x
1

P
nx1
¹(Bn)T

1

P
nx1
¹(An)  

となる。■ 

 

例 1.5 ルベーグ可測空間（ 0,1¥ ¦，B）に対しては，“ルベーグ測度”とよばれる測度l がある。これは

直観的には“長さ”を一般化したもので， 0,1¥ ¦の区間Ix(a,b) （[a,b],(a,b],[a,b) でも同じ）に対して 

l(I)xbPa  

が成り立つものである。測度空間（ 0,1¥ ¦，B，l ）をルベーグ測度空間（Lebesgue measure space）という。 

たとえば， 0,1¥ ¦の有理数全体の集合Q? 0,1¥ ¦に対して 

l(Q? 0,1¥ ¦)x0  

が成り立つ。 

［証明］Q? 0,1¥ ¦は可算集合であるからQ? 0,1¥ ¦x qnjnx1,2,@@@« ¬とする。 

任意の"u0 をとり固定する。 

Anx(qnP
"

2 nO1 ,qnO
"

2 nO1 )  

とおけばl(A n)x
"
2 n である。 

一方，Q? 0,1¥ ¦Z> 1
nx1A n であるから命題 1.4(2)と(3)より 

0Tl(Q? 0,1¥ ¦)Tl(>1
nx1An)T

1

P
nx1

l(An)x
1

P
nx1

"
2n x"  

となるが，"u0 は任意だからl(Q? 0,1¥ ¦)x0である。■ 
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命題 1.6 （X，M，¹）を測度空間とし，A1,A2,@@@2M とする。このとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) A1ZA2Z@@@⇒ ¹ >1
nx1An£ ¤xlim

n!1
¹(An)  

(2) A1[A2[@@@，¹(A1)t1⇒ ¹ ?1
nx1An£ ¤xlim

n!1
¹(An)  

［証明］(1) B1,B2,@@@を， 

B1xA1，BnxAn＼AnP1（n≧2） 

で定義する。このとき，各 n≧1に対してBnxAn?AnP1
c2Mであり， 

Bi?Bjx¢（i≠j），Anx>n
kx1Bk ，> 1

nx1B nx> 1
nx1A n  

である。したがって， 

¹(An)x¹(>n
kx1Bk)＝

1

P
kx1
¹(Bk) ＝lim

n!1

n

P
kx1
¹(B k)＝lim

n!1
¹(>1

kx1Bk)＝lim
n!1

¹(A n)  

となる。 

(2) B1,B2,@@@を， 

BnxA1＼An（n≧1） 

で定義する。このとき，各 n≧1に対してBnxA1?An
c2Mであり， 

An?Bnx¢  

A 1xA n>Bnx(? 1
nx1A n)>(> 1

nx1Bn) ，(? 1
nx1A n)?(> 1

nx1B n)x¢  

B1ZB2Z@@@  

である。したがって， 

¹(A 1)x¹((? 1
nx1A n)>(> 1

nx1Bn))  

＝¹(? 1
nx1A n)O¹(> 1

nx1Bn)  

＝¹(?1
nx1An)Olim

n!1
¹(Bn)  

＝¹(?1
nx1An)Olim

n!1
¹(A1＼An)  

＝¹(?1
nx1An)Olim

n!1
f¹(A1)P¹(An)g  

＝¹(?1
nx1An)O¹(A1)Plim

n!1
¹(An)  

となるが，¹(A1)t1であるから¹ ?1
nx1An£ ¤xlim

n!1
¹(An) となる。■ 

 

定義 1.7 （X，M，¹）を測度空間とする。 

x2Xに関する命題p(x) が測度¹に関してほとんどいたるところ（almost everywhere）のx2Xで成り

立つとは 

① 任意のx2Nc に対してp(x) が成り立つ。 
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② ¹(N)x0  

をみたすN2M が存在することである。このとき， 

p(x)  ¹ -a.e. x2X  （または単に p  ¹ -a.e.） 

と略記する（a.e.は almost everywhereの略）。 

 

例 1.8 （ 0,1¥ ¦，B，l ）をルベーグ測度空間とする。 

関数f : 0,1¥ ¦!Rを 

 f(x) ＝
1　 x2Q? 0,1¥ ¦
0　 xVQ? 0,1¥ ¦Ç  

で定義する。このとき， 

f(x)x0  l -a.e. x2 0,1¥ ¦  

である。 

［証明］N＝ x2 0.1¥ ¦jf(x)~0« ¬とすれば，N＝Q? 0,1¥ ¦2 B である。このとき， 

① 任意のx2Nc に対してf(x)x0 が成り立つ。 

② l(N)＝l(Q? 0,1¥ ¦)x0  （例 1.5より） 

である。■ 
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第 2 章 可測関数 

 

第 0 章の（疑問点 3）を受けて，可測空間（X，M）においては，実数値関数 fに対して 

xj®Tf(x)t¯« ¬2 M 

である必要があったことを思い出そう。この章では関数 fに対して必要な条件を定め，その性質を調べよ

う。 

 

命題 2.1 （X，M）を可測空間とする。関数f : X!R に対して次の(1)～(4)は同値である。 

(1) 任意の実数a に対して x2Xjf(x)ta« ¬2 M 

(2) 任意の実数a に対して x2Xjf(x)Ta« ¬2 M 

(3) 任意の実数a に対して x2Xjf(x)Ua« ¬2 M 

(4) 任意の実数a に対して x2Xjf(x)ua« ¬2 M 

［fが(1)～(4)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき， M -可測（M -measurable）といい，関数

fを M -可測関数（M -measurable function）または単に可測関数（measurable function）という。］ 

［証明］（(1)⇔(3)） x2Xjf(x)ta« ¬c ＝ x2Xjf(x)Ua« ¬より明らか。 

（(2)⇔(4)） x2Xjf(x)Ta« ¬c ＝ x2Xjf(x)ua« ¬より明らか。 

（(2)⇒(1)） x2Xjf(x)ta« ¬x> 1
nx1 x2Xjf(x)TaP

1
nÇ È2 Mである。 

（(3)⇒(4)） x2Xjf(x)ua« ¬x> 1
nx1 x2Xjf(x)UaO

1
nÇ È2 M である。■ 

 

注意 2.2 （X，M）を可測空間とする。 

関数f : X!R が M -可測のとき，たとえば 

x2Xjf(x)2[a,b)« ¬x x2XjaTf(x)tb« ¬＝ x2Xjf(x)Ua« ¬? x2Xjf(x)tb« ¬2 M 

となる。さらに一般に，Rの任意のボレル集合 Aに対して 

x2Xjf(x)2A« ¬2 M 

となることが証明できる。 

 

命題 2.3 （X，M）を可測空間とし，f,g : X!Rを可測関数とする。このとき次の(1)～(5)は可測関数

である。 

(1) kf（kは実数）(2) fOg  (3) (f)2  (4) f@g  (5) Max f,g« ¬，Min f,g« ¬  

［証明］任意の実数 aをとり固定する。 

(1) k＝0のときは明らか。 

k＞0のとき xjkf(x)ta« ¬x xjf(x)t
a
kÇ È2 M 

k＜0のとき xjkf(x)ta« ¬x xjf(x)u
a
kÇ È2 M 
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(2) xjf(x)Og(x)ta« ¬x xjf(x)tPg(x)Oa« ¬   

x>r2Q[fxjf(x)trg?fxjrtPg(x)Oag]  

x>r2Q[fxjf(x)trg?fxjg(x)taPrg]2 M  

(3) a＞0のとき xj(f(x)) 2ta« ¬x xjf(x)t a« ¬? xjf(x)uP a« ¬2 M 

a≦0のとき xj(f(x))2ta« ¬x¢2 M 

(4) f@gx
1
4

(fOg)2P(fPg)2« ¬だから(1)～(3)より出る。 

(5) xjMax f(x),g(x)« ¬ta« ¬x xjf(x)ta« ¬? xjg(x)ta« ¬2 M 

xjMin f(x),g(x)« ¬ta« ¬x xjf(x)ta« ¬> xjg(x)ta« ¬2 M ■ 

 

命題 2.4 （X，M）を可測空間とし，f1,f2,@@@ : X!R を可測関数とする。このとき次の(1)，(2)は可測

関数である。 

(1) supnU1fn ，infnU1fn  

(2) lim
n!1

supfn ，lim
n!1

inffn  とくにlim
n!1

fnxf が存在するとき，fは可測関数である。 

［証明］任意の実数 aをとり固定する。 

(1) fxjsupnU1fn(x)tagx> 1
kx1>

1
nx1fxjfn(x)taP

1
k

g2 M 

fxjinfnU1fn(x)tagx> 1
nx1fxjfn(x)tag2 M 

(2) lim
n!1

supfnxinfnU1supkUnfk ，lim
n!1

inffnxsupnU1infkUnfk より明らか。■ 

 

定義 2.5 (1) Aを Xの部分集合とする。関数ÂA : X!Rを 

ÂA(x)＝
1 x2A
0 xVAÇ  

で定義する。 

(2) 関数f : X!R が単関数（simple function）とは有限個の Xの部分集合A1,A2,@@@,AN があって， 

f x
N

P
kx1

akÂA k  （a1,a2,@@@,aN2R） 

と書けることである。 

（注意 1）（X，M）が可測空間で，A1,A2,@@@,AN2 M  ⇒ f は M -可測 

（注意 2）A1,A2,@@@,AN は互いに共通部分をもたないようにとれる。 

 

a 1

a 2

a 1

a 2

a 1Oa 2

A1
A2
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次の定理 2.6の証明は，注意 0.2で指摘したように「ルベーグ積分は横に分割」の本質となるところで

ある。 

 

定理 2.6 （X，M）を可測空間とする。 

関数f : X!R が M -可測で，f U0 とする。 

このとき M -可測な単関数の列f1,f2,@@@ : X!R で，各点x2Xに対して 

① 0Tf1(x)Tf2(x)Tf3(x)T@@@  

② f1(x), f2(x),@@@ はf(x) に収束する fn(x)%f(x)（n→∞） 

となるものがある。 

［証明］n≧1に対して 

A(n,k)x xj
k
2 n Tf(x)t

kO1
2 nÇ È  （0TkTn2nP1） 

A(n,n2n)x xjf(x)Un« ¬  

とおき， 

fnx
n2n

P
kx1

k
2n ÂA(n,k)  

と定義する。このとき，fn は M -可測な単関数で，① 0Tf1(x)Tf2(x)Tf3(x)T@@@をみたす。 

 

また，各点x2Xに対して十分大きな nをとれば， 

0Tf(x)Pfn(x)t
1
2n  

であるから② f1(x), f2(x),@@@ はf(x) に収束する。■ 

O x

y f(x)

1

2

f2O x

y f(x)

1

2

f1
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第 3 章 ルベーグ積分 

 

この章では第 0章の（疑問点 4）と（疑問点 5）を受けて，実数の区間とは限らない，一般の測度空間

上に定義された関数に対してその積分を定義し，積分の性質を調べよう。 

 

定義 3.1 （X，M，¹）を測度空間，f : X!R を可測関数とする。 

(1) f のルベーグ積分（Lebesgue integral） 

R
X

fd¹（R
X

f(x)d¹(x) ，R
X

f(x)¹(dx) とも書く） 

を 3段階に分けて以下のように定義する。 

(i) fが M -可測な単関数で，f ≧0のとき 

f x
N

P
kx1

akÂA k  （a1,a2,@@@,aNu0 ） 

と表され，A1,A2,@@@,AN2 M かつA1,A2,@@@,AN は互いに共通部分をもたない

ようにとる。このとき， 

R
X

fd¹x
N

P
kx1

ak¹(Ak)  

と定義する。 

（注意 1）これは fの表し方によらない。（証明省略） 

(ii) fが可測関数で，f ≧0のとき 

定理 2.6より M -可測な単関数の列f1,f2,@@@ : X!R で，各点x2Xに対して 

① 0Tf1(x)Tf2(x)Tf3(x)T@@@  

② f1(x), f2(x),@@@ はf(x) に収束する fn(x)%f(x)（n→∞） 

となるものがある。このとき， 

R
X

fd¹＝ lim
n!1

R
X

fnd¹  

と定義する。 

（注意 2）これは fに収束する単関数の列f1(x), f2(x),@@@ のとり方によらない。（実はこの証明がとても

長くてメンドウなので証明省略） 

(iii) fが一般の可測関数のとき 

fO ＝Maxff,0g ，fP ＝MaxfPf,0g  

とおく。命題 2.3(5)より，fO ，fP は可測関数であり， 

fO,fPU0  ， fxfOPfP  

をみたす。このとき， 

R
X

fd¹＝R
X

f Od¹PR
X

f Pd¹  

と定義する。 

a 1

a 3

a 2

A1 A3A2

f
f + 

f－ 
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(2) A2 Mとする。ÂA@fのルベーグ積分が確定するとき， 

R
A

fd¹＝R
X
ÂA@fd¹  

と定義する。 

 

例 3.2 （ 0,1¥ ¦，B，l ）をルベーグ測度空間とする。 

関数f : 0,1¥ ¦!Rを 

 f(x) ＝
1　 x2Q? 0,1¥ ¦
0　 xVQ? 0,1¥ ¦Ç  

で定義する。このとき  

R
0,1¥ ¦

fdlx1Al(Q? 0,1¥ ¦)O0Al(Q c? 0,1¥ ¦)x0  

となる。 

（注意）この積分はリーマン積分では存在しない。 

 

定義 3.3 （X，M，¹）を測度空間，f : X!R を可測関数とする。f が¹ -可積分（¹ -integrable）また

は単に可積分（integrable）とは， 

R
X

fOd¹t1  ， R
X

fPd¹t1  

の両方をみたすことである。 

 

例 3.4 （[0,1) ，B，l ）をルベーグ測度空間とする。 

関数f :［0,1)!R を 

 f(x)x
sinx

x
 

で定義する。このときf は可積分ではない。 

［証明］R
[0,1)

fOdlx1を示せば十分である。 

正の整数 nに対して 

A nx
¼
6

O2n¼,
5¼
6

O2n¼Å Æ  

とすると，Ai?Ajx¢（i≠j）で， 

¹(A n)x
2¼
3

 

である。x2An に対して， 

f(x)U
1
2

@
1

¼
6

O2n¼
x

1

4¼(nO
1
12

)
U

1
4¼(nO1)  

であるから， 
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R
[0,1)

fOdlU
1

P
nx0

1
4¼(nO1)

@
2¼
3

x
1
6

1

P
nx0

1
nO1

x1  

となる。■ 

 

命題 3.5 （X，M，¹）を測度空間，f,g : X!Rを可積分関数とする。このとき次の(1)～(3)が成り立

つ。 

(1) afObg （a，bは実数）は可積分で， 

R
X

(afObg)d¹xaR
X

fd¹ObR
X

gd¹  

(2) fUg  ¹ -a.e. ⇒ R
X

fd¹UR
X

gd¹  

とくにfxg  ¹ -a.e. ⇒ R
X

fd¹xR
X

gd¹   

つまり，ほとんどいたるところ等しい関数の積分値は等しい。 

(3) 任意のA2 Mに対して R
A

fd¹xR
A

gd¹  ⇔ fxg  ¹ -a.e. 

［証明］(1)，(2) いずれも非負単関数の場合，非負関数の場合，一般の場合の順に証明する。いずれも

長くなるので証明省略。 

(3) （⇒）hxfPg とおく。 

任意のA2 Mに対して R
A

hd¹x0  ⇒ hx0  ¹ -a.e. 

を証明すればよい。いま， 

AOxfx2X : h(x)U0g，APxfx2X : h(x)t0g  

とおく。AO，AP 2 Mであるから仮定より 

R
AO

hd¹x0 ，R
AP

hd¹x0  

である。したがって， 

R
X

hOd¹x0 ，R
X

hPd¹x0  

となる。jhjxhOOhP
であるから， 

R
X

jhjd¹xR
X

hOd¹OR
X

hPd¹x0
 

となる。よって任意の正の整数 nに対して， 

0＝R
X

jhjd¹  

＝Rfx2X : jh(x)jU
1
n

g
jhjd¹ORfx2X : jh(x)jt

1
n

g
jhjd¹  
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≧Rfx2X : jh(x)jU
1
n

g
jhjd¹  

≧Rfx2X : jh(x)jU
1
n

g

1
n

d¹  

＝
1
n
¹(fx2X : jh(x)jU

1
n

g)  

であるから， 

¹(fx2X : jh(x)ju0g)  

 ＝¹(> 1
nx1fx2X : jh(x)jU

1
n

g)  

 ≦
1

P
nx1
¹(fx2X : jh(x)jU

1
n

g)  

≦0 

となり，¹(fx2X : jh(x)ju0g)＝0である。 

このことより，jh(x)j ＝0 ¹ -a.e. x2Xとなり，hx0  ¹ -a.e.である。 

（⇐）fxg  ¹ -a.e. とする。このとき任意のA2 Mに対してÂA@fxÂA@g  ¹ -a.e.であるから(2)より 

R
X
ÂA@fd¹xR

X
ÂA@gd¹  

すなわちR
A

fd¹xR
A

gd¹が得られる。■ 

 

積分に関する基本的な性質はいろいろある。ここでは「収束定理」のみを扱い，他の性質については

専門書を参照されたい。 

 

定理 3.6 単調収束定理（monotone convergence theorem）（X，M，¹）を測度空間とする。 

f1,f2,@@@ : X!R を可積分関数の列で， 

① 0Tf1Tf2Tf3T@@@  ¹ -a.e.  

② fn が¹ -a.e.でf に収束する fn%f（n→∞）¹ -a.e.  

をみたすとする。このとき， 

lim
n!1

R
X

fnd¹＝R
X

fd¹  

が成り立つ。 

［証明］結論の式「lim
n!1

R
X

fnd¹＝R
X

fd¹」に対して≦と≧が同時に成り立つことを示す。 

（≦）fnTf  ¹ -a.e.であるから命題 3.5(2)よりR
X

fnd¹≦R
X

fd¹である。 

n→∞とすれば得られる。 

（≧）各fn ≧0に対して定理 2.6よりM -可測な単関数の列fn,k で 
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fn,k%fn（k→∞） 

となるものがある。 

各 kに対して 

gkxMaxff1,k,f2,k,@@@,fk,kg  

とおく。このときg k は M -可測な単関数の列で， 

① g1Tg2Tg3T@@@ ¹ -a.e. 

② fn,kTgkTfk  ¹ -a.e.（n≦k） 

をみたしている。 

g 1   g 2   g 3   g 4    

f1,1  ≦ f1,2  ≦ f1,3  ≦ f1,4  %  f1  

         

f2,1  ≦ f2,2  ≦ f2,3  ≦ f2,4  %  f2  

         

f3,1  ≦ f3,2  ≦ f3,3  ≦ f3,4  %  f3  

         

f4,1  ≦ f4,2  ≦ f4,3  ≦ f4,4  %  f4  

         

②でまず k→∞とすると 

fnTlim
k!1

g kTf  ¹ -a.e. 

となる。次に n→∞とすると 

fTlim
k!1

g kTf  ¹ -a.e. 

となるから，lim
k!1

g kxf  ¹ -a.e.である。 

g k は M -可測な単関数の列だからf の積分の定義から 

lim
k!1

R
X

gkd¹＝R
X

fd¹  

である。一方，fkUgk よりR
X

fkd¹≧R
X

gkd¹であるから 

lim
k!1

R
X

fkd¹≧lim
k!1

R
X

gkd¹＝R
X

fd¹  

が成り立つ。■ 

 

補題 3.7 ファトゥの補題（Fatou's lemma）（X，M，¹）を測度空間，f1,f2,@@@ : X!R を可積分関数の

列とする。このとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) fnUg  ¹ -a.e. となる可積分関数g : X!Rが存在する 

⇒R
X

lim
n!1

inffnd¹≦lim
n!1

infR
X

fnd¹  

(2) fnTg  ¹ -a.e. となる可積分関数g : X!Rが存在する 

≦
 

≦
 

≦
 

≦
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⇒R
X

lim
n!1

supfnd¹≧lim
n!1

supR
X

fnd¹  

（注意）上極限，下極限の復習 

①（定義）lim
n!1

supfnxinfnU1supkUnfk ，lim
n!1

inffnxsupnU1infkUnfk  

② lim
n!1

fn は存在するとは限らない（振動するかもしれない）が，lim
n!1

supfn ，lim
n!1

inffn は±∞も込めて

必ず存在し，lim
n!1

inffn ≦lim
n!1

supfn が成り立つ。 

③ ②で，等号が成り立つのは，lim
n!1

fn が（±∞も込めて）存在するときである。 

さらにこのとき，lim
n!1

inffn ＝lim
n!1

supfn ＝lim
n!1

fn  

④ lim
n!1

inf(Pfn)＝Plim
n!1

supfn  

［証明］(1) hnxinfkUn(fkPg)とおく。このとき，hn ≧0で，hn%lim
k!1

inf(fkPg)（n→∞）¹ -a.e.であ

る。よって， 

R
X

lim
n!1

inffnd¹＝R
X

(lim
n!1

inffnPg)d¹＋R
X

gd¹  

＝R
X

lim
n!1

inf(fnPg)d¹＋R
X

gd¹  

＝lim
n!1

R
X

hnd¹＋R
X

gd¹  （hn%lim
n!1

inf(fkPg) で単調収束定理） 

＝lim
n!1

R
X

infkUn(fkPg)d¹＋R
X

gd¹  

≦lim
n!1

infR
X

(fnPg)d¹＋R
X

gd¹  （infkUn(fkPg)TfnPg  極限は存在を考慮） 

＝lim
n!1

infR
X

fnd¹  

(2) 仮定よりPfnUPg  ¹ -a.e. で，Pfn ，Pg も可積分だから(1)より 

R
X

lim
n!1

inf(Pfn)d¹≦lim
n!1

infR
X

(Pfn)d¹  

であるが，（注意）④より 

PR
X

lim
n!1

supfnd¹≦Plim
n!1

supR
X

fnd¹  

であるから成り立つ。■ 

 

定理 3.8 ルベーグの収束定理（Lebesgue's convergence theorem）（X，M，¹）を測度空間とする。 

f1,f2,@@@ : X!R を可積分関数の列で 

① （優関数条件）jfnjTg  ¹ -a.e. （n＝1,2，…）となる可積分関数 g : X!R  が存在する 

② （収束条件）fn が¹ -a.e.でf に収束する。lim
n!1

fnxf ¹ -a.e.  

をみたすとする。このとき， 

lim
n!1

R
X

fnd¹＝R
X

fd¹  
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が成り立つ。 

［証明］①よりPgTfnTgであるから補題 3.7（ファトゥの補題）より 

R
X

fd¹＝R
X

lim
n!1

inffnd¹≦lim
n!1

infR
X

fnd¹  

R
X

fd¹＝R
X

lim
n!1

supfnd¹≧lim
n!1

supR
X

fnd¹  

となる。したがって， 

lim
n!1

supR
X

fnd¹≦R
X

fd¹≦lim
n!1

infR
X

fnd¹  

となるが，補題 3.7（注意）②よりlim
n!1

infR
X

fnd¹≦lim
n!1

supR
X

fnd¹だからこれらは等しく 

lim
n!1

R
X

fnd¹＝R
X

fd¹  

が成り立つ。■ 

 

例 3.9 （ 0,1¥ ¦，B，l ）をルベーグ測度空間，mを正の整数とする。 

nを正の整数として， 

lim
n!1

R
0,1¥ ¦

x(cosm¼x)2ndl(x)  

を求めよう。 

0TxT1に対してfn(x)xx(cosm¼x)2n とする。 

（優関数条件）任意の正の整数 nに対して 

jfn(x)jxjxjj(cosm¼x)2njT1  

であり，1は可積分である。 

（収束条件）まず，(cosm¼x)2について 2つの場合に分けて考える。 

① xが有理数で，xx
q
p （既約

0＜q≦p）と表したとき，pjmの場合 

mxは整数になるので(cosm¼x)2＝1である。 

② それ以外のとき 

mxは整数にならないので 0≦(cosm¼x)2＜1である。 

したがって， 

lim
n!1

fn(x)xlim
n!1

x(cosm¼x) 2n
＝

x　①の場合
0　②の場合Ç  

である。ここで， 

Ax x2 0,1¥ ¦j①が成り立つ« ¬  

とおけば，A2 Bであり，AZQ? 0,1¥ ¦であるから，例 1.5よりl(A)x0 である。よって， 

lim
n!1

fn(x)x0  ¹ -a.e. x2 0,1¥ ¦  

である。 
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したがって定理 3.8（ルベーグの収束定理）より 

lim
n!1

R
0,1¥ ¦

x(cosm¼x)2ndl(x) ＝R
0,1¥ ¦

0dl ＝0 

である。 

 

例 3.10 （X，M，¹）を測度空間，f : X!R を可積分関数とする。A1,A2,@@@ 2 M，Ai?Ajx¢（i

≠j）とし，Ax> 1
nx1A n とする。このとき 

R
A

fd¹＝
1

P
nx1

R
An

fd¹  

が成り立つことを証明しよう。積分の定義より， 

R
X
ÂA@fd¹＝

1

P
nx1

R
X
ÂAn@fd¹  

が成り立つことを証明する。いま，各正の整数 Nに対して 

gN ＝
N

P
nx1
ÂA n@f  

とおく。
N

P
nx1
ÂA n@fxÂ> N

nx1A n@fであることに注意しよう。 

（優関数条件）任意の正の整数 Nに対して 

jgN(x)jxjÂ>N
nx1An(x)@f(x)jTjf(x)j  

であり，jfj は可積分である。 

（収束条件）任意のx2Xに対して 

lim
N!1

gN(x) ＝lim
N!1

Â> N
nx1An(x)@f(x)xÂA(x)@f(x)  

である。 

したがって定理 3.8（ルベーグの収束定理）より 

R
X
ÂA@fd¹xlim

N!1R
X

gNd¹xlim
N!1

N

P
nx1

R
X
ÂAn@fd¹x

1

P
nx1

R
X
ÂAn@fd¹  

である。 
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第 4 章 ラドン-ニコディム導関数 

 

この章では第 3 章で定義された積分を基にして，ラドン-ニコディム導関数について述べる。これは第

5 章で確率測度の条件つき期待値の存在を示す際に使われる。 

 

定義 4.1 （X，M）を可測空間とする。 

M上の実数値集合関数' : M→Rが M上の符号つき測度（signed measure）とは，定義 1.3 の（M2）と

（M3），すなわち， 

（M2） '(¢)x0  

（M3） A1,A2,@@@ （可算個）2 M，Ai?Ajx¢（i≠j） ⇒ ' >1
nx1An£ ¤x

1

P
nx1

'(An)  

をみたすことである。 

（注意 1）（M3）は有限個A1,A2,@@@,AN でも成り立つ 

（注意 2） ［符号つき測度' と測度¹の違い］① ¹は非負の値をとるが，' は負の値をとってもよい。 

② ¹の値は∞になることもあるが，' は±∞にはならない。 

したがって， 

' が M上の非負符号つき測度 ⇔ ' が M上の有限測度 

が成り立つ。 

（注意 3）命題 1.4(1)，(3)や命題 1.6 の証明では，¹の非負性を用いていないので，これらは符号つき

測度に対しても成り立つ。 

 

定義 4.2 （X，M）を可測空間とし，' : M→RをM上の符号つき測度，¹を（X，M）の有限測度と

する。 

(1) ' がMにおいて¹ -絶対連続（¹ -absolute continuous）とは， 

A2M ，¹(A)x0  ⇒ '(A)x0  

をみたすことである。 

(2) ' がMにおいて¹ -特異（¹ -singular）とは， 

¹(N)x0 なるN2Mがあって，'(A)x'(A?N)  （A2M） 

をみたすことである。 

（注意 1）' ，Ãが¹ -絶対連続［¹ -特異］ ⇒ a'ObÃも¹ -絶対連続［resp. ¹ -特異］ 

（注意 2）' が¹ -絶対連続かつ¹ -特異 ⇒ '(A) ＝0（A2M） 

［証明］' が¹ -特異だから¹(N)x0 なるN2Mがあって，'(A)x'(A?N)である。 

一方0T¹(A?N)T¹(N)x0 より¹(A?N)x0 であるが，' が¹ -絶対連続だから'(A?N)x0 である。 

よって'(A)x0 となる。■ 

 

例 4.3 （X，M，¹）を測度空間とし，関数f : X!R を可積分関数とする。このとき， 

'(A) ＝R
A

fd¹ xR
X
ÂA@fd¹Ã Ä  （A2M） 
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とすれば' は M上の¹ -絶対連続な符号つき測度である。 

［証明］（' が M上の符号つき測度であること）f は可積分であるから'(A) は±∞にはならない。 

定義 4.1 の（M2），（M3）を確認する。 

（M2）は明らか。 

（M3）は例 3.10 より得られる。 

（' が¹ -絶対連続であること）¹(A)x0 （A2M）のとき，ルベーグ積分の定義より明らかに 

'(A) ＝R
A

fd¹＝0 

である。■ 

 

この章の目的は次の定理を証明することである。 

 

定理 4.4 ラドン-ニコディムの定理（Radon–Nikodým theorem）（X，M，¹）を有限測度空間，' : M→R

を M上の符号つき測度とする。このとき次の(1)～(3)が成り立つ。 

(1) M上の符号つき測度' c ，' s で，次の①～③をみたすものがただ一つ存在する。 

① ' c は¹ -絶対連続 

② ' s は¹ -特異 

③ ルベーグ分解（Lebesgue decomposition）'(A)x'c(A)O's(A)  （A2M） 

(2) ' c に対して， 

'c(A) ＝R
A

fd¹  （A2M） 

となる可積分関数f : X!R が¹ -a.e.のちがいを除いてただ一つ存在する。 

［f を
d' c

d¹ と表し，' c の¹に関するラドン-ニコディム導関数（Radon-Nikodým derivative）という。］ 

（3）' が¹ -絶対連続  

⇔ ' の¹に関するラドン-ニコディム導関数
d'
d¹ が¹ -a.e.のちがいを除いてただ一つ存在する。 

 

定理 4.4 を証明するためにいくつかの準備をする。 

 

補題 4.5 （X，M）を可測空間とし，' : M→RをM上の符号つき測度とする。A2Mに対して， 

'O(A)xsup '(B)jBZA,B2« M } 

'P(A)xsup P'(B)jBZA,B2« M } 

と定義する。このとき' O ，'P  は M上の有限測度である。 

［' O ，'P をそれぞれ' の上変分（upper variation），下変分（lower variation）という。］ 

［証明］（' O が M上の有限測度であること）定義 1.3 の（M1）～（M3）と有限性を確認する。 

（M1）A2M に対して¢ZA,¢2M，'(¢)x0 であるから，'O(A) ≧0 である。 

（M2）'(¢)x0 より明らかに'O(¢) ＝0 である。 
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（M3）A1,A2,@@@ （可算個）2 M，Ai?Ajx¢（i≠j）とする。 

証明すべき式「'O >1
nx1An£ ¤x

1

P
nx1

'O(An) 」に対して≦と≧が同時に成り立つことを示す。 

（≦）BZ> 1
nx1A n,B2Mに対して， 

'(B)x'(B?(>1
nx1An))x'(>1

nx1(B?An))x
1

P
nx1

'(B?An)T
1

P
nx1

'O(An)  

である。両辺の B に関する上限をとれば， 

'O >1
nx1An£ ¤T

1

P
nx1

'O(An)  

である。 

（≧）任意の"u0 に対して，' O の定義より 

' O(A n)P
"
2 n T'(B n)  BnZAn  

となるBn2Mが存在する。このとき，> 1
nx1B nZ> 1

nx1A n ，> 1
nx1B n2 Mだから， 

1

P
nx1

'O(An)P"T
1

P
nx1

'(Bn)x'(>1
nx1Bn)T'O(>1

nx1An)  

である。"u0 は任意だから， 

1

P
nx1

'O(An)T'O(>1
nx1An)  

である。 

（有限性）'O(X)t1を示す。'O(X)x1であると仮定する。このとき， 

主張 4.5.1 次をみたすX1,X2,@@@ 2 Mが存在する。 

① X1[X2[X3[@@@  

② 'O(Xn)x1  

③ j'(Xn)jUnP1  

（∵）X1xXとする。これは②，③をみたす。 

①～③をみたすようにX1,X2,@@@,Xn まで定まったとする。 

このときXnO1 を次のように定義する。 

'O(Xn)x1だからAZXn,A2Mで，'(A)Uj'(Xn)jOnとなるものが存在する。 

(i) 'O(A)x1のとき XnO1xAとするとよい。 

(ii) 'O(A)t1のとき  

'O(Xn＼A)x'O(Xn)P'O(A)x1  

j'(Xn＼A)jxj'(Xn)P'(A)jU'(A)Pj'(Xn)jUn  

であるからXnO1xXn＼A とするとよい。■ 

命題 1.6(2)より， 

' ?1
nx1Xn£ ¤xlim

n!1
'(Xn)x1  または －∞ 

となるが，これは' が有限の値をとることに矛盾する。したがって，'O(X)t1である。 
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（'P が M 上の有限測度であること） 'P の定義より明らかに'P(A)x(P')O(A)であるから(1)よ

り成り立つ。■ 

 

補題 4.6 （X，M）を可測空間とし，' :  M→Rを M上の符号つき測度とする。このとき，次の(1)，

(2)が成り立つ。 

(1) ジョルダン分解（Jordan decomposition）'(A)x'O(A)P'P(A)  （A2M） 

(2) ハーン分解（Hahn decomposition）次をみたすD2Mが存在する。 

'O(A)x'(A?D)，'P(A)xP'(A?Dc)  （A2M） 

［証明］(1) BZA,B2Mに対して， 

'(B)x'(A)P'(A＼B)T'(A)O'P(A)  

である。両辺の B に関する上限をとれば， 

'O(A)T'(A)O'P(A)  

すなわち'(A)U'O(A)P'P(A)である。 

同様にして， 

'P(A)T'O(A)P'(A)  

すなわち'(A)T'O(A)P'P(A)である。 

よって'(A)x'O(A)P'P(A)が成り立つ。 

(2) 'O(Dc)x0 ，'P(D)x0 となるD2Mが存在することを示せば十分である。 

各正の整数 nに対して， 

'O(X)P
1
2n T'(Dn)  

となるDn2Mをとる。(1)より， 

'P(Dn)x'O(Dn)P'(Dn)T'O(X)P'(Dn)T
1
2n  

'O(Dc
n)x'O(X)P'O(Dn)T'O(X)P'(Dn)T

1
2n  

である。ここで， 

Dx> 1
nx1?

1
kxnD k  

とおく。D cx? 1
nx1> 1

kxnD c
k であり，> 1

kxnD c
k は n について単調減少であるから，命題 1.6(2)より， 

'O(Dc)x'O(?1
nx1>

1
kxnDc

k)xlim
n!1

'O(>1
kxnDc

k)Tlim
n!1

1

P
kxn

'O(Dc
k)Tlim

n!1

1

P
kxn

1
2k x0  

' P(D)x' P(> 1
nx1?

1
kxnDk)xlim

n!1
' P(? 1

kxnDk)Tlim
n!1

' P(Dn)xlim
n!1

1
2 n x0  

となる。よって，'O(Dc)x0 ，'P(D)x0 である。■ 

 

［定理 4.4 の証明］(1)の（一意） 'x'cO's ＝'´cO'´s （'´c は¹ -絶対連続，'´s は¹ -特異）と分

解できたとする。このとき 

'cP'´cx'´sP's  
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となるが，定義 4.3（注意 1）より左辺は¹ -絶対連続，右辺は¹ -特異なので，定義 4.3（注意 2）より 

'cP'´cx'´sP's ＝0 

である。したがって，'cx'´c ，'sx'´s である。 

(1)の（存在）と(2)の（存在） 必要ならばジョルダン分解'x'OP'P をすることにより，' は有限測

度であるとしてもよい。いま， 

Fx fjR
A

fd¹T'(A) (A2 ), fU0Ç È  

とおく。f =0 は明らかに f 2F なので，F~¢である。 

axsup R
X

fd¹jf2FÇ È  

とおく。R
X

fd¹T'(X) より，aT'(X)t1である。 

いま，lim
n!1

R
X

fnd¹xa となるf1,f2,@@@2F をとり， 

fxsup fnjnx1,2,@@@« ¬  

とする。 

主張 4.4.1 ① f2F  ② f は可積分 ③ R
X

fd¹xa  

（∵）各正の整数 n に対して 

gnxsup fkj1TkTn« ¬  

とおく。このとき，0Tg1Tg2T@@@ ，gn%f （n→∞）である。さらに，1≦k≦n に対して 

A(n,k)x x2Xjf1(x)tgn(x),f2(x)tgn(x),@@@,fkP1(x)tgn(x),fk(x)xgn(x)« ¬  

とおく。このとき 

A(n,k)2M（1≦k≦n），A(n,i)?A(n,j)x¢（i≠j），>n
kx1A(n,k)xX  

である。したがって任意のA2Mに対して， 

R
A

g nd¹x
n

P
kx1

R
A?A(n,k)

g nd¹x
n

P
kx1

R
A?A(n,k)

fkd¹T
n

P
kx1

'(A?A(n,k))x'(A)  

となる。定理 3.6（単調収束定理）より， 

R
A

fd¹xlim
n!1

R
A

gnd¹T'(A)  

となり①をみたす。 

R
X

fd¹T'(X)t1より②をみたす。 

aの定義よりR
X

fd¹Taである。一方， 

axlim
n!1

R
X

fnd¹Tlim
n!1

R
X

gnd¹xR
X

fd¹  

であるから③をみたす。■ 

M 
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そこで， 

'c(A) ＝R
A

fd¹  ，'s(A)x'(A)P'c(A)  （A2M） 

と定義する。主張 4.4.1②，例 4.3 より' c は¹ -絶対連続であるから' s が¹ -特異な有限測度であることを

示せばよい。 

まず，' s が有限測度であることを証明する。定義 1.3 の（M1）～（M3）と有限性を確かめればよい。 

（M1）A2Mとする。主張 4.4.1①よりf2F であるから 

's(A)x'(A)PR
A

fd¹U0  

である。 

（M2）' s(¢)x'(¢)PR
¢

fd¹x0 である。 

（M3）A1,A2,@@@ （可算個）2 M，Ai?Ajx¢（i≠j）とする。 

' s >1
nx1An£ ¤x' >1

nx1An£ ¤P' c >1
nx1An£ ¤x' >1

nx1An£ ¤PR
> 1

nx1An

fd¹  

であるが，右辺第 1 項は' が符号つき測度であること，右辺第 2 項は例 3.10 より 

＝
1

P
nx1

' An£ ¤P
1

P
nx1

R
An

fd¹x
1

P
nx1

(' An£ ¤P'c An£ ¤)x
1

P
nx1

's An£ ¤  

となる。 

（有限性）'s(X)t1であることは明らか。 

次に，' s が¹ -特異であることを証明する。 

各正の整数 n に対して 

' nx' sP
1
n
¹  

とおく。'n は符号つき測度であるから補題 4.6(2)（ハーン分解）より， 

'O
n (A)x'n(A?Dn)U0，'P

n (A)xP'n(A?Dc
n)U0  （A2M） 

をみたすDn2Mが存在する。いま， 

Nx> 1
nx1D n  

とおく。この N が¹ -特異の条件をみたすものであることを確かめる。N2Mであるから，¹(N)x0  で

あることと，'s(A)x's(A?N)（A2M）であることを確かめればよい。 

（'s(A)x's(A?N)であること）任意のA2Mに対して， 

0T' s(A?Nc)T' s(A?D c
n)x' n(A?D c

n)O
1
n
¹(A?D c

n)T
1
n
¹(A?D c

n)T
1
n
¹(X)  

であるから n→∞として's(A?Nc)x0 である。したがって， 

's(A)x's(A?N)O's(A?Nc)x's(A?N)  

となる。 

（¹(N)x0 であること）主張 4.4.1③よりR
X

fd¹xaであるから， 
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aO
1
n
¹(D n)xR

X
(fO

1
n
ÂD n)d¹  

である。 

主張 4.4.2 fO
1
n
ÂD n2F  

（∵）'c(A)x'(A)P's(A)x'(A)P's(A?N)T'(A)P's(A?Dn)  

より， 

R
A

(fO
1
n
ÂD n)d¹xR

A
fd¹O

1
n R

A?D n

1d¹  

x' c(A)O
1
n
¹(A?D n)  

T'(A)P' s(A?Dn)O
1
n
¹(A?Dn)  

x'(A)P'n(A?Dn)  

T'(A) ■ 

したがって， 

aO
1
n
¹(D n)xR

X
(fO

1
n
ÂD n)d¹Ta  

となり，¹(Dn)x0 である。このことより 

¹(N)x¹(>1
nx1Dn)T

1

P
nx1
¹(Dn)x0  

となり，¹(N)x0 である。 

(2)の（一意）可積分関数g : X!R も 

'c(A) ＝R
A

gd¹  （A2M） 

をみたすとする。このときR
A

fd¹xR
A

gd¹（A2M）であるから，命題 3.5(3)よりfxg  ¹ -a.e.である。 

(3) (2)と例 4.3 より明らか。■ 
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第 5 章 確率論の基本的事項 

 

この章では，今までの章で学んだルベーグ積分論に関する基礎的知識をもととして，確率論の基本的事

項について述べる。一部の証明は省略する。詳細は確率論の文献を参照されたい。 

 

はじめに確率空間について述べる。 

 

定義 5.1 « を空でない集合とする。 

3 つ組（« ，F，P ）が確率空間（probability space）とは，全空間の測度が 1 である測度空間をいう。

すなわち，次の①～⑦をみたすことである。 

[1] « の部分集合を要素とする集合 F は« のσ-加法族である。すなわち， 

① （F1）«2 F 

② （F2）A2 F ⇒ Ac2 F 

③ （F3）A1,A2,@@@ （可算個）2 F ⇒ > 1
nx1A n2 F 

[2] F を定義域とする集合関数 P：F →R が F 上の測度ある。すなわち， 

④ （M1）任意のA2 F に対して P(A)U0  

⑤ （M2）とくに，P(¢)x0  

⑥ （M3）A1,A2,@@@ （可算個）2 F，Ai?Ajx¢（i≠j） ⇒ P >1
nx1An£ ¤x

1

P
nx1

P(An)  

[3]  ⑦ P(«)x1  

確率空間（« ，F，P ）において，測度 P をとくに確率測度(probability measure)という。 

（注意）確率空間（« ，F，P ）の場合は「ほとんどいたるところ」の代わりに「ほとんど確実に」と

言い，a.e.の代わりに a.s. と略記する（a.s.は almost surely の略）。 

 

定義 5.2 （« ，F，P ）を確率空間とする。 

(1) F の元を事象（event）という。 

とくに事象« を全事象（whole event），事象¢ を空事象（empty event）という。 

(2) A,B を事象とする。このとき， 

A に対して事象A c を A の余事象（complementary event） 

A,B  に対して 事象A>B を A と B の和事象（sum event）， 

事象A?B を A と B の積事象（product event） 

という。 

(3) 事象A,B がA?Bx¢をみたすとき，A と B は互いに排反（exclusive）という。 

(4) 事象A に対して，P(A) をA の確率（probability）という。 

（注意 1）（和事象の確率）P(A>B)xP(A)OP(B)PP(A?B)  

［証明］ CxA?B，A´xA＼C，B´xB＼Cとおくと， 

AxA´>C，BxB´>C，A>BxA´>B´>C  
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であり，A´，B´，C はどの 2 つも互いに排反である。したがって， 

P(A>B)xP(A´>B´>C)xP(A )́OP(B )́OP(C)  

P(A)OP(B)PP(A?B)xfP(A )́OP(C)gOfP(B )́OP(C)gPP(C)xP(A )́OP(B )́OP(C)  

となり，等式は成り立つ。■ 

（注意 2）（余事象の確率）P(Ac)x1PP(A)  

［証明］ 命題 1.4(1)で，Bx«とすればよい。■ 

 

例 5.3 (1) （さいころ投げ）«x 1,2,3,4,5,6« ¬ ，F＝2« とする。 

« を「さいころの目」と考えれば，F の元はさいころを 1 回投げたときに起こる事象を表す。例えば，

2,4,6« ¬2 F はさいころを 1 回投げたとき，偶数の目が出る事象と考える。 

つぎに，A2 F に対して 

P(A)x
n(A)

6
 （n（A）は A の個数） 

と定義する。このとき（« ，F，P ）は確率空間である。 

(2) （コイン投げの反復試行）«x (!1,!2,@@@,!n)j!kx0または1(1TkTn)« ¬，F＝2« とし，A2 F に対し

て 

P(A)x
n(A)

2 n  

と定義すれば，（« ，F，P ）は確率空間である。これはコインを n 回反復して投げるときの確率モデル

で，k 回目に表が出るとき!kx1 ，裏が出るとき!kx0 と考える。 

たとえば，n＝3 のときはコインを 3 回反復して投げる場合で， 

Ax (!1,!2,!3)j!1O!2O!3x2« ¬  

は 3 回中 2 回表が出る事象である。 

Ax (1,1,0),(1,0,1),(0,0,1)« ¬  

であるからP(A)x
3
2 3 x

3
8
である。 

(3) （ベルトランの逆説）確率測度は定義 5.1 の条件④～⑦をみたすものであればどのようなものでも

可能である。そのため，次のようなベルトランの逆説（Bertrand paradox）ということが起こり得る。 

円に任意に弦をひくとき，その長さが内接正三角形の一辺より長くなる確率を求めよ。 

この内接正三角形を△ABC とする。 

円の半径を 1 とすると△ABC の一辺の長さは 3 である。 

 A

CB

O
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（解 1）必要ならば回転することにより，一般性を失うことなく弦は点 A を通

る直径 AD に垂直に引くとしてよい。 

事象の確率を弦が直径 AD と交わっている部分の“長さ”の割合と定義すれば

これは条件④～⑦をみたし，求める確率は， 

EFの長さ
ADの長さ

＝
1
2

 

である。 

（解 2）必要ならば回転することにより，一般性を失うことなく弦の一端は点 A であるとしてよい。 

事象の確率を弦の他端がある部分の弧の“長さ”の割合と定義すればこれは条

件④～⑦をみたし，求める確率は， 

BCの長さ
円周の長さ

＝

2¼
3

2¼
x

1
3

 

である。 

（解 3）円に引いた弦の中点を M とすると M は常に円の内部にある。逆に円

の内部に任意の点 M を取ると M を中点とする弦が存在する。 

事象の確率を中点Mが存在する領域の面積の割合と定義すればこれは条件④

～⑦をみたし，求める確率は， 

円Dの面積
円Cの面積

x

¼
4
¼

x
1
4

 

である。 

（解 4）必要ならば回転することにより，一般性を失うことなく弦

の一端は点 A であるとしてよい。点 A を通る直径 AD の，点 D にお

ける接線 l をひく。 

事象の確率を弦の他端の延長と l の交点の“長さ”の割合と定義す

ればこれは条件④～⑦をみたし，求める確率は， 

EFの長さ
lの長さ

＝

4

3
1

x0
 

である。 

このように，この問題の解はいくつも存在する。それではどれが正しいのであろうか。 

 

（解 1）～（解 4）は確率測度の入れ方が異なるだけで，いずれも正しい。「任意に弦をひく」の「任意」

の意味があいまいである。（解 1）では直径 AD 上に任意に 1 点をとり，（解 2）では円上に任意に 1 点を

とり，（解 3）では円内に任意に 1 点をとり，（解 4）では接線 l 上に任意に 1 点をとる。この問題のまま

では，それらが判別できないのでどのように確率測度を入れるとよいのか明記されていない。このよう

に「任意」の意味があいまいなのでどれが正解なのかは決められない。 

 

A

CB

O

M

C

D

A

CB

O

F

E

D

A

CB

O

A

CB

O

D

l

FE
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定義 5.4 （« ，F，P ）を確率空間とする。 

関数 X：« →Rが確率変数（random variable）とは，X が可測関数であることをいう。すなわち，任意

の実数a に対して 

!2«jX(!)ta« ¬2 F  

をみたすことである。 

（注意 1）この条件の不等号は≦，＞，≧でも同値である（命題 2.1 参照）。すなわち，この条件は， 

!2«jX(!)Ta« ¬2 F または， !2«jX(!)ua« ¬2 F または， !2«jX(!)Ua« ¬2 F  

としてもよい。 

（注意 2）X，Y を確率変数とする。このとき， 

(1) aX＋bY（a ,b は定数） (2) X∨Y（＝Max{ X,Y }） (3) X∧Y（＝Min{ X,Y }） 

も確率変数である（命題 2.3 参照）。 

 

例 5.5 （コイン投げの反復試行）«x (!1,!2,@@@,!n)j!kx0または1(1TkTn)« ¬，F＝2« とし，関数 X：

« →{0,1,2,…,n}を 

!x(!1,!2,@@@,!n)2«  

に対して 

X(!)x!1O!2O@@@O!n  

と定義すると X は確率変数である（F＝2« だから）。これはコインを n 回反復して投げるとき，表が出る

回数を表す確率モデルで，k 回目に表が出るとき!kx1 ，裏が出るとき!kx0 と考える。 

 

定義 5.6 （« ，F，P ）を確率空間とし，X：« →Rを確率変数とする。 

Rの任意のボレル集合 E に対して注意 2.2 より !2«jX(!)2E« ¬2 F であるから， 

PX(E)xP( !2«jX(!)2E« ¬)  

とおけばPX は（R，B）の確率測度になる（証明は容易なので省略）。PX を X の確率分布（probability 

distribution）という。 

 

例 5.7 (1)（二項分布）偏ったコインを n 回投げる。コインを 1 回投げて表が出る確率を p，裏の出

る確率を q とする（p＋q＝1）。確率空間（« ，F，P ）を 

«x (!1,!2,@@@,!n)j!kx0または1(1TkTn)« ¬  

F＝2«  

P ＝自然に考えられる確率 （例：n＝3 のとき，表表裏と出る確率P((1,1,0))xp2q） 

とする。確率変数 X：« →{0,1,2,…,n}を!x(!1,!2,@@@,!n)2«に対して 

X(!)x!1O!2O@@@O!n  

と定義する。このとき 

PX(fkg)xP( !2«jX(!)xk« ¬)xnCkpkqnPk  

である（例：n＝3 のとき，!jX(!)x2« ¬＝ (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)« ¬ だからPX( 2« ¬)xP( !jX(!)x2« ¬) ＝3p 2q ）。 

これを二項分布（binomial distribution）といい，B(n,p)と表す。 

(2)（正規分布）m を実数，σを正の実数とする。 
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確率空間（« ，F，P ）上の確率変数 X：« →R対して，その確率分布が 

 PX( a,b£ ¤)xP( !2«jX(!)2 a,b£ ¤« ¬)x
bR

a

1

2¼ ¾
e

P
(xPm)2

2¾2 dx  

と表されるものを正規分布（normal distribution）といい N(m,σ2)と表す。 

 

定義 5.8 （« ，F，P ）を確率空間とし，X：« →Rを可積分確率変数とする。 

X の期待値（expectation）E(X) とは， 

E(X)xR
«

XdP  

のことである。さらに，G2 F に対して， 

E(X : G)xR
G

XdP xR
«
ÂG@XdPÃ Ä  

で定義する。 

 

例 5.9 （« ，F，P ）を確率空間とする。 

確率変数 X：« →{0,1,2,…,n}が二項分布 B(n，p)に従うとき，E(X)xnp  

［証明］E(X)xR
«

XdP であり，X は有限個の値をとる単関数であるから， 

E(X) ＝
n

P
kx0

kP( !jX(!)xk« ¬)x
n

P
kx0

kP X( k« ¬) ＝
n

P
kx0

knCkp kqnPk  （p＋q＝1） 

＝
n

P
kx0

k
n!

k!(nPk)!
pkqnPk  

＝np
n

P
kx1

(nP1)!
(kP1)!(nPk)!

pkP1qnPk  

＝np
nP1

P
rx0

(nP1)!
r!(nP1Pr)!

prq (nP1)Pr （r＝k－1） 

＝np
nP1

P
rx0

nP1Crprq (nP1)Pr  

＝np(pOq)nP1  

＝np 

となる。■ 

 

定義 5.10 （« ，F，P ）を確率空間とする。 

(1) X：« →Rを確率変数とする。X を可測にする最小のσ加法族を¾(X) と表す。 

一般に，確率変数 X1，X2，…，Xnをすべて可測にする最小のσ加法族を¾(X1,X2,・・・,Xn) と表す。 

(2) 確率変数列 X1，X2，…，Xnが独立（independent）とは，任意の m≦n と 1≦i1＜i2＜…＜im≦n に

対して，E12¾(Xi1) ，E22¾(Xi2) ，…，Em2¾(Xim) のとき， 

P(E1?E2?・・・?Em)xP(E1)P(E2)・・・P(Em)  
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が成り立つことである。 

(3) 確率変数 X と F の部分σ-加法族 G（すなわち，G はσ-加法族で，G⊂F）が独立（independent）と

は，任意のG2 G に対して，X とÂG が独立であることをいう。 

 

独立とは，直観的には「お互いの結果が影響しあうことがない」ということを数学的に表したものであ

る。独立性は確率論においては非常に重要な概念であり，多くの重要な性質が導かれている。ここでは次

の 2 つの性質のみを証明を省略して述べるにとどめる。 

 

定理 5.11 （« ，F，P ）を確率空間とし，X1，X2，…，XN：« →Rを独立な確率変数の列とする。こ

のとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) 各 n（2≦n≦N）に対して，Xnと¾(X1,X2,・・・,XnP1) は独立である。 

(2) 各 n（1≦n≦N）について Xnが可積分のとき，X1X2…XNも可積分で， 

E(X1X2@@@XN)xE(X1)E(X2)@@@E(XN)  

が成り立つ。 

［証明］省略。■ 

 

定理 5.12 （« ，F，P ）を確率空間，X：« →Rを可積分確率変数，G を F の部分σ-加法族とする。

このとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) 次の①，②をみたす確率変数 Y：« →Rが P-a.s.のちがいを除いてただ一つ存在する。 

 ① Y は G-可測 

② 任意のG2 G に対して，E(Y : G)xE(X : G)  

［Y を G に関する X の条件つき期待値（conditional expectation）といい，E(Xj G) と表す。］ 

(2) E(Xj G) は可積分である。 

［証明］(1) 任意のG2 G に対して， 

'(G)xR
G

XdP （＝E(X : G) ） 

とおく。例 4.3 より' は G 上の P-絶対連続な符号つき測度なので，定理 4.4（ラドン-ニコディムの定理）

(3)よりラドン-ニコディム導関数
d'
dP

が P-a.s.のちがいを除いてただ一つ存在する。すなわち， 

'(G)xR
G

d'
dP

dP （＝E(
d'
dP

: G) ） 

である。この
d'
dP

がE(Xj G) である。 

 (2) 定理 4.4(2)において，ラドン-ニコディム導関数の可積分性が証明されている。■ 

 

具体的な例として「さいころを 1 回投げる」場合を考える。 

さいころを 1 回投げる確率モデルとして例 5.3(1)でも見たが，そこでは«x 1,2,3,4,5,6« ¬ とした。それで

も良いのだが，問題によっては« としては別の集合を考え，« を定義域とする確率変数があって，その
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値域が 1,2,3,4,5,6« ¬ と考えたほうがよいことがある。 

そこで改めて確率モデルを次のように定める。 

 

例 5.13 « を集合とし，X：« →{1,2,3,4,5,6}を関数とする。いま， 

XP1(fkg)xAk ，P(Ak)x
1
6
（1≦k≦6）， 

F＝「fA1,@@@,A6g のいくつかの組合せの和集合」の全体 

とする。このとき，（« ，F，P ）は確率空間，X：« →{1,2,3,4,5,6}は確率変数になり， 

« ＝A1>@@@>A6 ，Ai?Ajx¢（i≠j） 

である。このとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) G を次のように定める。 

B＝A2>A4>A6 ，G＝f¢,B,Bc,«g  

このとき G は F の部分σ-加法族である。 

(2) (1)のとき， 

E(Xj G)(!) ＝
4 !2B
3 !2B cÇ  

である。 

［証明］(1) 明らか。 

(2) 確率変数 Y を， 

Y(!) ＝
4 !2B
3 !2B cÇ  

で定義する。これが定理 5.12 の条件①，②をみたすことを示せばよい。 

明らかに① Y は G-可測である。②についても， 

E(Y :¢) ＝0，E(X :¢) ＝0 

E(Y : B) ＝4A
1
2

x2 ，E(X : B)x2A
1
6

O4A
1
6

O6A
1
6

x2  

E(Y : Bc) ＝3A
1
2

x
3
2
，E(X : Bc)x1A

1
6

O3A
1
6

O5A
1
6

x
3
2

 

E(Y :«) ＝4A
1
2

O3A
1
2

x
7
2
， 

E(X : «)x1A
1
6

O2A
1
6

O3A
1
6

O4A
1
6

O5A
1
6

O6A
1
6

x
7
2

 

であるから，② 任意のG2 G に対して，E(Y : G)xE(X : G) が成り立つ。 

したがって， 

Y＝E(Xj G)(!) ＝
4 !2B
3 !2B cÇ  

である。■ 

（注意 1）［確率論的意味］このことの確率論的意味を考える。 
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まず，これを「さいころを 1 回投げる確率モデル」と考えよう。Ak は k の目が出る事象（1≦k≦6），

B は「偶数の目が出る」事象，Bcは「奇数の目が出る」事象である。 

さいころを 1 回投げて偶数が出たとき，その目が k（1≦k≦6）である条件つき確率P( @ jB) は， 

P(AkjB) ＝
0 kx1,3,5
1
3

kx2,4,6Ç  

であり，奇数が出たとき，その目が k（1≦k≦6）である条件つき確率P( @ jBc) は， 

P(AkjBc) ＝
0 kx2,4,6
1
3

kx1,3,5Ç  

である。このとき， 

E(X)x1A
1
6

O2A
1
6

O3A
1
6

O4A
1
6

O5A
1
6

O6A
1
6

x
7
2

 

であり，偶数の目が出たという条件のときの条件つき期待値は 

E(XjB)x1A0O2A
1
3

O3A0O4A
1
3

O5A0O6A
1
3

x4  

であり，奇数の目が出たという条件のときの条件つき期待値は 

E(XjBc)x1A
1
3

O2A0O3A
1
3

O4A0O5A
1
3

O6A0x3  

である。 

σ-加法族を「情報」ととらえてみる。G はさいころの目が偶数か奇数かで決まる事象のみを持つので，

F に比べて G は「情報が粗い」と考える。 

確率変数 X の期待値について， 

情報がないとき，期待値は
7
2

 

粗い情報 G のもとでは 

B2 G（すなわち偶数の目が出た）という情報を得たときの期待値は 4 

Bc2 G（すなわち奇数の目が出た）という情報を得たときの期待値は 3 

と解釈できる。これが条件つき期待値 

E(Xj G)(!) ＝
4 !2B
3 !2B cÇ  

として確率変数で表されるということである。 

（注意 2）もっとも細かい情報 F においては 

E(Xj F)(!) ＝

1 !2A 1

2 !2A 2

@@@
6 !2A 6

Ç  

という確率変数になる。なお，これは確率変数 X と同じである。 

 

定理 5.14 （« ，F，P ）を確率空間，X，Y：« →Rを可積分確率変数，G を F の部分σ-加法族とす

る。このとき次の(1)～(5)が成り立つ。 
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(1) 任意のG2 G に対して，E(E(Xj G) : G) ＝E(X : G)  

(2) X が G-可測 ⇒ E(Xj G) ＝X  P-a.s. 

(3) X≦Y  P-a.s. ⇒ E(Xj G) ≦E(Y j G)  P-a.s. 

(4) H が G の部分σ-加法族 ⇒ E(E(Xj G) | H）＝E(Xj H） P-a.s. 

(5) Z：« →Rが G-可測な確率変数で，ZX が可積分 ⇒ E(ZX j G) ＝Z E(Xj G)  P-a.s. 

(6) X と G が独立 ⇒ E(Xj G) ＝E(X)  P-a.s. 

［証明］(1)，(2) 定義より明らか。 

(3) WxYPXとおくと，W ≧0 P-a.s. である。E(Wj G) ≧0 P-a.s. を示せばよい。 

もしそうでないと仮定すると，P(f!2«jE(Wj G)(!)t0g)u0 であるから， 

P(G)u0  ただし Gxf!2«jE(Wj G)(!)tP"g2 G 

となる"u0 が存在する。ところが， 

0≦E(W : G)xE(E(Wj G) : G)tP"P(G)t0  

となり不合理である。 

したがって，E(Wj G) ≧0 P-a.s. である。 

(4) 両辺とも H-可測であるから任意のH2 H に対して， 

E(E(E(X j G) | H）：H）＝E(E(Xj H）：H） 

を示せばよい。実際， 

E(E(E(X j G) | H）：H）＝E(E(Xj G) ：H）＝E(X : H)  

E(E(Xj H）：H）＝E(X : H)  

であるから成り立つ。 

(5) ZX が可積分なのでE(ZX j G）は存在する。 

両辺とも G-可測であるから任意のG2 G に対して，E(E(ZX j G）：G）＝E(ZE(X j G）：G），すなわち， 

E(ZX : G) ＝E(ZE(X j G）：G） 

を示せばよい。証明を 4 段に分ける。 

（第 1 段）Z＝ÂA （A2 G）のとき 

E(ZX : G) ＝E(ÂA@X : G) ＝E(X : A?G)  

E(ZE(X j G）：G）＝E(ÂAE(X j G）:G）＝E(E(Xj G）: A?G) ＝E(X : A?G)  

で成り立つ。 

（第 2 段）Z が G-可測な非負単関数のとき 

Zx
n

P
kx1

akÂA k （aku0 ，Ak2 G 1≦k≦n） 

と表される。したがって， 

E(ZX : G) ＝E((
n

P
kx1

akÂA k)@X : G) ＝
n

P
kx1

akE(ÂA k@X : G)  

E(ZE(X j G）：G）＝E(
n

P
kx1

akÂAE(X j G）：G）＝
n

P
kx1

akE(ÂAE(X j G）：G）＝
n

P
kx1

akE(ÂA k@X : G)  

で成り立つ。 

（第 3 段）Z が非負 G-可測関数のとき 
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定理 2.6 より，G-可測な非負単関数の列{Zn}（Zn≧0）で，各点!2«に対して 

① 0TZ1(!)TZ2(!)TZ3(!)T@@@  

② Z1(!), Z2(!),@@@ はZ(!) に収束する Zn(!)%Z(!) （n→∞） 

となるものがある。 

第 2 段よりE(ZnX : G) ＝E(ZnE(X j G）：G）が成り立ち，n→∞とすると単調収束定理（定理 3.6）よ

りE(ZX : G) ＝E(ZE(X j G）：G）が成り立つ。 

（第 4 段）Z が一般の G-可測関数のとき 

ZO ＝MaxfZ,0g ，ZP ＝MaxfPZ,0g  

とおく。命題 2.3(5)より，ZO ，ZP は G -可測関数であり， 

ZO,ZPU0  ， ZxZOPZP  

が成り立つ。第 3 段より 

E(ZOX : G) ＝E(ZOE(X j G）：G） 

E(ZPX : G) ＝E(ZPE(X j G）：G） 

が成り立つので，辺々ひくとE(ZX : G) ＝E(ZE(X j G）：G）が成り立つ。 

(6) 両辺とも G-可測であるから任意のG2 G に対して， 

E(E(Xj G) ：G）＝E(E(X ) : G)  

を示せばよい。実際， 

E(E(Xj G) ：G）＝E(X : G) ＝E(X@ÂG)  

である。ここで，X が G と独立であるから定理 5.11(2)より， 

＝E(X)E(ÂG) ＝E(X)P(G)  

となる。一方， 

E(E(X ) : G) ＝E(X)P(G)  

であるから成り立つ。■ 
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第 6 章 マルチンゲール 

 

この章ではマルチンゲールとよばれる確率過程の基本事項で，第 0 章で提示された問題を解決するの

に必要なことについてのみ述べる。 

 

定義 6.1 （« ，F，P ）を確率空間とする。 

(1) F の部分 σ-加法族の列 F 1，F 2，…，F n… がフィルトレーション（filtration）とは， 

F 1⊂F 2⊂…⊂F n⊂…⊂F 

であることをいう。確率空間（« ，F，P ）にこのフィルトレーションを添加した（« ，F，P ，{Fn}）を

フィルターつき確率空間（filtered probability space）という。 

(2) « 上の確率変数の列 X1，X2，…：« →Rを（« 上の）確率過程（stochastic process）という。以下，

（Xn：n≧1）と表す。 

 

以下では確率空間は特に断りがない限りフィルターつき確率空間を考える． 

 

定義 6.2 （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とする。 

« 上の確率過程（Xn：n≧1）が優マルチンゲール(supermartingale)とは， 

（SM1） 各 Xnは F n-可測（n≧1） 

（SM2） 各 Xnは可積分（n≧1） 

（SM3） E(Xn j F n－1）≦X n－1 P-a.s. （n≧2） 

をみたすことである。とくに（SM3）で等号が成り立つとき，マルチンゲール(martingale)という。 

（注意 1）X n－1は F n－1-可測であるので，定理 5.14（2）より（SM3）の条件は， 

E(Xn PXnP1j F n－1）≦0 P-a.s. （n≧2） 

といってもよい。 

（注意 2）（Xn：n≧1）が優マルチンゲールであるとき， 

E(Xn )TE(XnP1 )TE(XnP2 )T@@@TE(X1 )  

［証明］（SM3）において両辺の期待値をとれば，E(E(Xn j F n－1））≦E(XnP1) すなわち， 

E(Xn )TE(XnP1 )  

である。これより得られる。■ 

 

マルチンゲールというのは公平な賭けの数学的なモデルである。優マルチンゲールというのは胴元が

有利になるインチキな賭けの数学的モデルである。マルチンゲールという言葉の語源はアラビア語で馬

具のむながいに由来する。それがフランスで賭けの用語に用いられたという。 

優マルチンゲールは胴元が有利な賭けのモデルと述べたが，直観的には次のようなことを意味する。賭

けにおいて，Xnは第 n回目の賭けの後の所持金を表すと考える。さて，n－1回目の賭けが終了したとす

る。この段階で，X1，X2，…，X n－1は確定している。そこでもう１回 n回目の賭けをしたとすると，そ

の後の所持金が Xnだが，これは今の段階では確定していないので，確率的にしか（どんな確率でどんな
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値になるか）わからない。そこで，その期待値を計算する。その期待値というのは過去 n－1回目までの

情報（これを F n－1と考える）が与えられたときの条件つき期待値E(Xn j F n－1）である。つまり，各時

点で，「次の賭け後の所持金の期待値は現在の所持金より減っている」とき優マルチンゲールであり，「所

持金が変わらない」ときマルチンゲールである。 

例えば，コインを投げて「表が出たら掛け金が倍になって戻り，裏が出たら掛け金を没収される」 と

いう賭けを考える。歪みのないコインであれば，これはマルチンゲールになる。実際，コイン投げにおい

ては n 回目の値は n－1 回目までの結果に影響されない，すなわち Xnと F n－1が独立であるから，定理

5.14(6)よりE(Xn j F n－1）＝E(Xn ) である。また，Xnは 1/2の確率で 2X n－1または 0の値をとる。した

がって， 

E(Xn j F n－1）＝E(Xn)x2XnP1A
1
2

O0A
1
2

xXnP1  

である。 

 

例 6.3 (1)（« ，F，P ）を確率空間とする。各正の整数 n（n≧1）に対して，Xnは可積分で，E(Xn)x0

なる« 上の独立な確率変数とし，  

Sn ＝X1＋X2＋…＋Xn 

Fn＝¾(X1,X2,・・・,Xn)  

とする。このとき（Sn：n≧1）はマルチンゲールである。 

(2) （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とする。» を« 上の可積分関数とし， 

Mn＝E(» j Fn） 

とする。このとき（Mn：n≧1）はマルチンゲールである。 

［証明］いずれも定義 6.2 の（SM1）～（SM3）を確かめる。 

(1) （SM1）Fn＝¾(X1,X2,・・・,Xn) の定義より，X1，X2，…，Xnは Fn-可測である。よって，Snは Fn-可

測である。 

（SM2）明らか。 

（SM3）E(Sn j Fn－1）＝E(SnP1 j Fn－1）＋E(Xn j Fn－1）である。ここで， 

Sn－1＝X1＋X2＋…＋X n－1は Fn－1-可測であるので定理 5.14(2)より，E(SnP1 j Fn－1）＝S n－1 

定理 5.11(1)より Xnは Fn－1と独立であるので定理 5.14(5)より，E(Xn j Fn－1）＝E(Xn)x0  

である。 

したがって，E(Sn j Fn－1）＝S n－1となる。 

以上により，（Sn：n≧1）はマルチンゲールである。 

(2) （SM1）条件つき期待値の定義（定義 5.12）より明らか。 

（SM2）» が可積分なので明らか。 

（SM3）E(Mn j Fn－1）＝E(E(» j Fn）| Fn－1）である。ここで，Fn－1が Fnの部分σ-加法族であるので

定理 5.14(4)より，E(E(» j Fn）| Fn－1）＝E(» j Fn－1）＝M n－1である。 

したがって，E(Mn j Fn－1） ＝M n－1となる。 

以上により，（Mn：n≧1）はマルチンゲールである。■ 
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命題 6.4 （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とする。 

確率過程（Xn：n≧1）は優マルチンゲールであるとする。 

確率過程（Cn：n≧2）は，各 n（n≧2）に対して Cnが ①有界 ②非負 ③Fn－1-可測 であるとする。 

いま，（Yn：n≧1）を 

Ynx

n

P
kx2

Ck(XkPXkP1) nU2

0 nx1
Ç  

で定義すれば，（Yn：n≧1）は優マルチンゲールである。 

［証明］定義 6.2の（SM1）～（SM3）を確かめる。 

（SM1）明らか。 

（SM2）Cnが有界であるから明らか。 

（SM3）YnPYnP1xCn(XnPXnP1)であるから， 

E(YnPYnP1j Fn－1）＝E(Cn(XnPXnP1)j Fn－1） 

である。ここで，Cnは有界かつ Fn－1-可測であるから，定理 5.14(5)より 

E(Cn(XnPXnP1)j Fn－1）＝CnE(XnPXnP1j Fn－1） 

であり，Cnが非負であることと（Xn：n≧1）が優マルチンゲールであること，定義 6.2（注意 1）より 

CnE(XnPXnP1j Fn－1）≦0 

である。以上により，E(YnPYnP1j Fn－1）≦0であるから定義 6.2（注意 1）より（Yn：n≧1）は優マルチ

ンゲールである。■ 

 

定義 6.5 （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とする。 

関数¿ : « ! f1,2,・・・g>f1g が停止時間（stopping time）とは，任意の正の整数 nに対して 

f!j¿(!)Tng2 Fn        … ① 

となることである。 

（注意）この条件は，f!j¿(!)xng2 Fn … ② と同値である。 

［証明］（①⇒②）f!j¿(!)xngxf!j¿(!)Tng?f!j¿(!)TnP1gc2 Fn 

（②⇒①）f!j¿(!)Tngxf!j¿(!)x1g>f!j¿(!)x2g>@@@>f!j¿(!)xng2 Fn ■ 

 

例 6.6 （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とする。 

Bを実数のボレル集合とする。確率過程（Xn：n≧1）に対して， 

¿(!)xinffnU1jXn(!)2Bg  

（ただし，右辺の集合が¢ のとき，inf(¢)x1 と定義する） 

とおく（すなわち各ωに対して，Xn(!) が Bに入る最初の時間である）。 

このとき，τは停止時間である。 

［証明］f!j¿(!)Tngx>kTnf!jXk(!)2Bg2 Fnである。■ 

 

命題 6.7 （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とし，¾，¿を停止時間とする。このとき，

次の(1)～(3)は停止時間になる。 

(1) ¾∨¿（＝Max{¾ ,¿ }） (2) ¾∧¿（＝Min{¾ ,¿ }） (3) ¾＋¿  
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［証明］任意の正の整数 nをとり固定する。 

(1) f!j¾（!)∨¿(!)Tngxf!j¾（!)Tng?f!j¿(!)Tng2 Fnである。 

(2) f!j¾（!)∧¿(!)Tngxf!j¾（!)Tng>f!j¿(!)Tng2 Fnである。 

(3) f!j¾（!)O¿(!)Tngx>n
kx0[f!j¾（!)xkg?f!j¿(!)xnPkg]2 Fnである。■ 

 

定理 6.8 （« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とし，（Xn：n≧1）を« 上の優マルチンゲー

ル，¿ : « ! f1,2,・・・g>f1g を停止時間とする。このとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) 時間をτで停止した確率過程（X ¿∧n ：n≧1）は優マルチンゲールであり， 

E(X¿∧n)TE(X1)  

が成り立つ。 

(2) 任意停止定理（optional stopping theorem）とくに，τが有界な停止時間のとき，Xτは可積分で， 

E(X¿)TE(X1)  

が成り立つ。 

［証明］(1) 確率過程（Cn：n≧2）を，各正の整数 n（n≧1）に対して， 

Cn(!)xÂf³jnT¿(³)g(!)  

で定義する。（Cn：n≧2）は命題 6.4の条件 ①有界 ②非負 をみたし， 

f!jCn(!)x0gxf³j¿(³)TnP1g2 Fn－1 

f!jCn(!)x1gxf³j¿(³)TnP1gc2 Fn－1 

であるから ③Fn－1-可測 である。また，（Xn：n≧1）は優マルチンゲールであるから，命題 6.4より 

Ynx

n

P
kx2

Ck(XkPXkP1) nU2

0 nx1
Ç  

とすると，（Yn：n≧1）は優マルチンゲールである。 

ここで，Ynについて， 

n≦¿のとき，Ynx
n

P
kx2

Ck(XkPXkP1)xX nPX 1  

n＞¿のとき，Ynx
¿

P
kx2

Ck(XkPXkP1)O
n

P
kx¿O1

Ck(XkPXkP1)xX ¿PX 1  

であるから， 

YnxX¿∧nPX1  

である。（Yn：n≧1）が優マルチンゲールであることより，（X ¿∧n ：n≧1）は優マルチンゲールである。 

後半は，(X¿∧n : nU1) が優マルチンゲールであるから定義 6.2の（注意 2）より， 

E(X¿∧n)TE(X¿∧1)xE(X1)  

が成り立つ。 

(2) ¿が有界だからある正の整数 Nがあって，任意のωに対して1T¿(!)TNが成り立つ。 

一方(1)より，任意の正の整数 nに対してX ¿∧n は可積分で，E(X¿∧n)TE(X1)である。 

とくに n＝Nのとき，¿∧Nx¿であるからE(X¿)TE(X1)である。■ 
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第 7 章 おわりに 

 

この章では 第 0 章 はじめに で提示した問題の解答を与える。 

 

問題を再度確認する。 

1 個のさいころを投げて，出た目を得点とするゲームを行う。ただし， 

①さいころは 10 回まで投げることができる。 

②出た目を見たうえで 10 回より前に止めることもできる。 

③新たにさいころを投げると直近の得点は無効になる。 

④止めたときのさいころの目が得点になる。 

このゲームでできるだけ高得点を狙うにはどのような戦略をとることが有利であるか。 

 

この問題の解答を与えるにあたって次のように解釈する。 

まずは基本的な設定をする。正確に言うと，この問題を解決するために， 

（Ⅰ） 適当なフィルターつき確率空間（« ，F，P ，{Fn}）と確率過程（Xn：n≧1）を設定する。 

ということである。次に，1 回目から 10 回目のうち何回目で止めるのかを次のように考えよう。 

（Ⅱ） 停止時間¿ : « ! f1,2,@@@,10g の集合T を考えて，E(X¿) が最大になる¿2T を見つける。 

 

この方針でマルチンゲールの理論を応用して問題を解決しよう。 

解答を 5 段に分ける。はじめの 4 段では（Ⅰ）の設定が行われたとしての一般論である。第 5 段でこ

の問題を解決するために適当な（Ⅰ）の設定を行い，前段までの一般論を適用する。 

 

Nを正の整数とし，（« ，F，P ，{Fn}）をフィルターつき確率空間とする。 

« 上の確率過程（Xn：1≦n≦N）は，各 n（1≦n≦N）に対して Xnが可積分とする。 

 

【第 1 段】（Yn：1≦n≦N）の定義と性質 

« 上の確率過程（Xn：1≦n≦N）に対して，確率過程（Yn：1≦n≦N）を， 

YnxE(Xnj Fn） （1≦n≦N） 

で定義する。 

 

補題 7.1 確率過程（Yn：1≦n≦N）に対して次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) 各 n（1≦n≦N）に対して Ynは Fn-可測である。 

(2) 任意の停止時間¿2T に対して，E(X¿)xE(Y¿) が成り立つ。 

［証明］(1) 明らか。 

(2) 任意の nに対してf!j¿(!)xng2 Fnであるから，定理 5.14(1)より， 

E(Yn : f!j¿(!)xng)xE(E(Xnj Fn):f!j¿(!)xng)xE(Xn :f!j¿(!)xng)  

が成り立つ。したがって， 
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E(Y¿) ＝
N

P
nx1

E(Y¿ :f!j¿(!)xng) ＝
N

P
nx1

E(Yn :f!j¿(!)xng)  

＝
N

P
nx1

E(X n :f!j¿(!)xng) ＝
N

P
nx1

E(X¿ :f!j¿(!)xng) ＝E(X¿)  

となる。■ 

 

補題 7.1 より，（Ⅱ）のE(X¿) が最大になる¿2T を見つけることは，E(Y¿) が最大になる¿2T を見つけ

ることと同じである。 

 

【第 2 段】（Zn：1≦n≦N）の定義と性質 

« 上の確率過程（Zn：1≦n≦N）を，n＝Nから逆向きに， 

ZNxYN  

ZnxE(ZnO1j Fn)∨Yn  （1≦n≦N－1） 

で定義する。 

 

補題 7.2 （Zn：1≦n≦N）は任意の 1≦n≦Nに対してYnTZn となるような最小の優マルチンゲール

である。すなわち，次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) （優マルチンゲール性）（Zn：1≦n≦N）は優マルチンゲールである。 

(2) （最小性）（Wn：1≦n≦N）を任意の 1≦n≦Nに対してYnTWn となるような任意の優マルチンゲ

ールとすると，ZnTWn （1≦n≦N）が成り立つ。 

［証明］定義よりYnTZn は明らか。 

(1) 定義 6.2 の（SM1）～（SM3）を確かめる。 

（SM1），（SM2）は明らか。 

（SM3）定義より明らかに，E(ZnO1j Fn) TZn であるから優マルチンゲールである。 

(2) 逆向きの数学的帰納法で証明する。 

n＝Nのとき ZNxYNTWN であるから成り立つ。 

n＝k＋1 のとき ZkO1TWkO1 が成り立つと仮定する。 

n＝kのとき 帰納法の仮定と定理 5.14(3)よりE(ZkO1j Fk）≦E(WkO1j Fk) TWk である。 

また，YkTWk であるから 

ZkxE(ZkO1j Fk)∨YkTWk  

が成り立つ。 

よって逆向きの数学的帰納法よりZnTWn （1≦n≦N）が成り立つ。■ 

 

【第 3 段】停止時間の設定 

¿0xMinfnjYnxZng と定義する。 

 

補題 7.3 ¿0 は停止時間である。すなわち，¿02T である。 

［証明］任意の nに対して， 
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f!j¿0(!)Tng ＝>n
kx1f!j¿0(!)xkg ＝>n

kx1f!jYk(!)xZk(!)g2 Fn 

であるから，¿02T である。■ 

 

補題 7.4 ¿0UnO1 のとき，ZnxE(ZnO1j Fn）である（1≦n≦N－1）。 

［証明］1≦n≦N－1 に対してZnxE(ZnO1j Fn)∨Yn であるが，¿0 の定義と補題 7.2 より¿0UnO1 の

ときはYntZn である。したがってZnxE(ZnO1j Fn）である。■ 

 

【第 4 段】主要定理 

次の定理が成り立つ。 

 

定理 7.5 ¿0xMinfnjYnxZng とすると， 

E(Y¿0) ＝MaxfE(Y¿) j¿2Tg  

が成り立つ。 

［証明］任意の停止時間¿2T に対して，E(Y¿) ≦E(Y¿0) を示せばよい。 

次の 4 点に注意しよう。 

1 点目は，補題 7.2 よりYnTZn であるからY¿TZ¿であり，E(Y¿)TE(Z¿)  …① である。 

2 点目は，補題 7.2 より（Zn：1≦n≦N）は優マルチンゲールであるから，任意停止定理（定理 6.8(2)）

よりE(Z¿)TE(Z1)  …② が成り立つ。 

3 点目は，¿0xMinfnjYnxZng であるから，Y¿0xZ¿0 であり，E(Y¿0)xE(Z¿0)  …③ である。 

4 点目は，E(Z1) ＝E(Z¿0)  …④ が成り立つ。実際， 

E(Z1) ＝E(Z1 :f!j¿0(!)x1g)OE(Z1 :f!j¿0(!)U2g)  

と分ける。ここで補題 7.4 より，¿ 0U 2 のとき，Z1xE(Z2j F1）であるから， 

＝E(Z¿0 :f!j¿0(!)x1g)OE(E(Z2j F1) : f!j¿0(!)U2g)  

＝E(Z¿0 :f!j¿0(!)x1g)OE(Z2 : f!j¿0(!)U2g)  

＝E(Z¿0 :f!j¿0(!)x1g)OE(Z2 : f!j¿0(!)x2g)OE(Z2 : f!j¿0(!)U3g)  

となる。再び補題 7.4 より，¿ 0U 3 のとき，Z2xE(Z3j F2）であるから同様に， 

＝E(Z¿0 :f!j¿0(!)x1g)OE(Z2 : f!j¿0(!)x2g)OE(E(Z3j F2) : f!j¿0(!)U3g)  

＝E(Z¿0 :f!j¿0(!)x1g)OE(Z¿0 : f!j¿0(!)x2g)OE(Z3 : f!j¿0(!)U3g)  

となる。以下この操作を繰り返せば， 

E(Z1) ＝
N

P
kx1

E(Zk :f!j¿ 0(!)xkg)xE(Z¿ 0)  

が得られる。 

以上のことより， 

①    ②     ④    ③ 

E(Y¿)TE(Z¿) ≦E(Z1) ＝E(Z¿0) ＝E(Y¿0)  

となる。■ 

 

系 7.6 MaxfE(Y¿) j¿2Tg ＝E(Z1)  

［証明］定理 7.5 と，証明内の③，④より得られる。■ 
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【第 5 段】解決編 

（Ⅰ）で提示したこの問題を解決するための確率空間（« ，F，P ）として， 

«xf!x(!1,!2,@@@,!10) j 1T!nT6 (nx1,2,@@@,10)g  

F＝2«  

P(f!g)x
1
2 6

 

とし，確率過程（Xn：1≦n≦10）として， 

Xn(!)x!n （!x(!1,!2,@@@,!10)2« (nx1,2,@@@,10) ） 

と設定する。明らかに Xnは各 n（1≦n≦N）に対して可積分である。 

（Xn：1≦n≦10）からフィルトレーション{ F n}を 

F1＝σ(X1)，F2＝σ(X1,X2)，F3＝σ(X1,X2,X3)，…，F10＝σ(X1,X2,X3,…,X 10 ) 

と定義する。 

第 1 段で設定したように« 上の確率過程（Yn：1≦n≦10）を 

YnxE(Xnj Fn） （1≦n≦10） 

と定義する。今の場合，Xnは Fn-可測なので，Yn＝Xn P-a.s. である。 

第 2 段で設定したように« 上の確率過程（Zn：1≦n≦10）を作る。Z10xY10 すなわち， 

Z10xX10  

であり， 

Z9xE(Z10j F9)∨Y9 ＝E(Y10j F9)∨Y9 ＝E(X10j F9)∨X9  

である。ここで，定理 5.11(1)より X10と F9は独立であるから，定理 5.14(6)より，E(X10j F9) xE(X10) で

ある。したがって， 

Z9 ＝E(X10)∨X9 ＝(1A
1
6

O2A
1
6

O3A
1
6

O4A
1
6

O5A
1
6

O6A
1
6

)∨X9 ＝3.5∨X9  

となる。 

同様に， 

Z8xE(Z9j F8)∨Y8 ＝E(3.5∨Y9j F8)∨Y8 ＝E(3.5∨X9j F8)∨X8  

である。ここで，定理 5.11(1)より X9と F8は独立なので3.5∨X9 と F8も独立になり，定理 5.14(6)より，

E(3.5∨X9j F8) xE(3.5∨X9) である。したがって， 

Z8 ＝E(3.5∨X9)∨X8 ＝(3.5A
3
6

O4A
1
6

O5A
1
6

O6A
1
6

)∨X8 ＝4.25∨X8  

である。以下同様に， 

Z7 ＝E(4.25∨X8)∨X7 ＝(4.25A
4
6

O5A
1
6

O6A
1
6

)∨X7 ＝4.66∨X7  

Z6 ＝E(4.66∨X7)∨X6 ＝(4.66A
4
6

O5A
1
6

O6A
1
6

)∨X6 ＝4.94∨X6  

Z5 ＝E(4.94∨X6)∨X5 ＝(4.94A
4
6

O5A
1
6

O6A
1
6

)∨X5 ＝5.12∨X5  
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Z4 ＝E(5.12∨X5)∨X4 ＝(5.12A
5
6

O6A
1
6

)∨X4 ＝5.27∨X4  

Z3 ＝E(5.27∨X4)∨X3 ＝(5.27A
5
6

O6A
1
6

)∨X3 ＝5.40∨X3  

Z2 ＝E(5.40∨X3)∨X2 ＝(5.40A
5
6

O6A
1
6

)∨X2 ＝5.50∨X2  

Z1 ＝E(5.50∨X2)∨X1 ＝(5.50A
5
6

O6A
1
6

)∨X1 ＝5.58∨X1  

となる。 

第 3 段で設定したように¿0xMinfnjYnxZng と定義する。つまり，n回目の目 Xnについてはじめて Yn

＝Znとなる時点で止める。すなわち， 

「Xn＝Znとなった時点で止める」 

のである。 

このように停止時間を設定すると，第 4 段の定理 7.5 より，その期待値は最大になる。 

したがって，次のように戦略を立てるとよい。 

（1 回目）Z1 ＝5.58∨X1 であるから，1 回目の目 X1について， 

1 回目の目が 6   ⇒ 1 回目で止める。 

1 回目の目が 1～5 ⇒ 2 回目に進む。 

（2 回目）Z2 ＝5.50∨X2 であるから，2 回目の目 X2について， 

2 回目の目が 6   ⇒ 2 回目で止める。 

2 回目の目が 1～5 ⇒ 3 回目に進む。 

（3 回目）Z3 ＝5.12∨X5 であるから，3 回目の目 X3について， 

3 回目の目が 6   ⇒ 3 回目で止める。 

3 回目の目が 1～5 ⇒ 4 回目に進む。 

（4 回目）Z4 ＝5.27∨X4 であるから，4 回目の目 X4について， 

4 回目の目が 6   ⇒ 4 回目で止める。 

4 回目の目が 1～5 ⇒ 5 回目に進む。 

（5 回目）Z5 ＝5.12∨X5 であるから，5 回目の目 X5について， 

5 回目の目が 6   ⇒ 5 回目で止める。 

5 回目の目が 1～5 ⇒ 6 回目に進む。 

（6 回目）Z6 ＝4.94∨X6 であるから，6 回目の目 X6について， 

6 回目の目が 5 か 6 ⇒ 6 回目で止める。 

6 回目の目が 1～4 ⇒ 7 回目に進む。 

（7 回目）Z7 ＝4.66∨X7 であるから，7 回目の目 X7について， 

7 回目の目が 5 か 6 ⇒ 7 回目で止める。 

7 回目の目が 1～4  ⇒ 8 回目に進む。 

（8 回目）Z8 ＝4.25∨X8 であるから，8 回目の目 X8について， 

8 回目の目が 5 か 6 ⇒ 8 回目で止める。 
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8 回目の目が 1～4  ⇒ 9 回目に進む。 

（9 回目）Z9 ＝3.5∨X9 であるから，9 回目の目 X9について， 

9 回目の目が 4～6 ⇒ 9 回目で止める。 

9 回目の目が 1～3 ⇒ 10 回目に進む。 

（10 回目）どんな目が出てもそこで終了。 

とする。つまり， 

5 回目までは 6 の目が出たら止め，出なければ次に挑戦する。 

6 回目から 8 回目までは 5 または 6 の目が出たら止め，出なければ次に挑戦する。 

9 回目は 4 または 5 または 6 の目が出たら止め，それでも出なかったら 10 回目に

挑戦する。 

という戦略を立てるのが最も有利である。つまり得点の期待値が最大になる。 

 なお，このときの得点の期待値は，系 7.6 よりE(Z1) を求めればよい。Z1 ＝5.58∨Y1 であるから， 

E(Z1) ＝5.58A
5
6

O6A
1
6

x5.65  

である。 
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