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電子書籍時代の教材作成

Mathematicaで見る数学の世界

Interactiveな授業・講習を目指す

北海道札幌北高等学校松本睦郎

xnteractiveという英単語は5年前の英和辞典には存在せず､近年のコンピュータ技術の

向上により、InterとActiveが合成されて作られた合成語である。最近辞書には、

④
１.お互いに作用しあうさま。双方向の。対話型の。

２.情報処理・通信などの用語で、双方向の□対話型の。 辱乞

蟻篭］鱗:f７$鰯雲感
問題集、宿題等の紙を媒体とした教材により理解してきた。これは素晴Ｉ

〃 、
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、
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問題集、宿題等の紙を媒体とした教材により理解してきた。これは素晴らしいことである。

時代が進みコンピュータ技術が進歩した現在､手で触れると動き反応するＣＧ教材等を活用

すると、より深い理解が得られる。現在、多くの数学ソフトが存在するが、やはり

Mathematicaは最強なソフトであると確信する。

昨年１１月にMathematica80日本語版がリリースされた｡Matllematicaで作成されたフ

ァイル○○○.ｎｂをＣＤＦ形式でエクスポー卜して○○○.cdfファイル形式で保存する。

事前にＷO出ａｍのサイトからＣＤＦぞP1ayerを無料でダウンロードPしておくと、

Mathematicaをインストールしていないパソコンにおいても、○○○・cdf形式のファイル

を実行することができる。

更に、「WblframDemonstrationPrOject」llttp:"demonstrations・wolfram・com／

には、７２３１のファイルがあり、多くの数学的現象等をCDFPlayerで見たり、触れた

りすることができる。今回の講演内容は、Mathematicaによって作成した

０部「Mathematicaとは？」

Manipulateの機能について

Ｉ部「大学入試問題」

大学入試問題から－立体図形問題へのアプローチー

Ⅱ部「微分積分の世界を見る」

ガリレオ→ホイヘンス→ライプニッツ→ベルヌイ兄弟→Brachistochroneの発見

カテナリーとトラクトリックス

振り子と共振現象の微分方程式

Ⅲ部「数学と画像診断医学との密接な関係」

フーリエ級数展開一世界は三角関数でできている－

単純Ｘ線断層撮影からＣＴスキャンとMRIの原理

について、話をしたいと思う。‘

で
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Ｍａｍｐｕｈｔｅのいろいろ

Mampulateを利用ずると､様々な点の動きを見る
ことができる。いくつかの例をあげてみよう。
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札幌医科大学2ｏｎ年

□
α,６を実数とし、xに関する方程式

cosZx＋αＣＯＭ＋ｂ＝Ｏ

を考える。この方程式がＯ＜ｘ＜Z汀の範囲で、２個の異なる実数解を持つためのα,ｂに関する条

件を求めよ。

【解答例】

２倍角の公式より、Zcos2x＋αＣＯＭ＋６－１＝０ｒ＝ＣＯＭとおくと、Ｏ＜jＫ２〃より－１＜r＜１

r＝1のときcosx＝１．Ｗ＝Ｏ（下図↓）

『＝－１のときＣＯＭ＝－１．．．ｘ＝〃（下図↓）

ノー－１において、解は１個存在

r＝±1のときは、解は１個持つ。それ以外の時は、－１＜r＜1の範囲で異なる解を持つ。

Zr2＋〃＋６－１＝Ｏ…（＊）－１＜r＜1の解について調べる。
▽

１

′



(ｉ）判別式Ｄ＝Ｏの時

ときｕ2-8(6-1)=０．．ｂ=上α2+'の時
８

つまり、（＊）が重複解を持つ

《川‐－‐Ｉｌｒｌ：十１卵ＩｒｌトーーｒｌＬｌＬｌＩＬＩＩトーｌＬ１１ＬｌⅢｉ１１／〈一Ⅱ－１鄙１－ＩＩＬ

（')=Ｚｒ2+〃+ら－１とおく

(,)=2(`+二1-言+ｂ－Ⅱ
頂意(-矛o)Ｍ
ｘが異なる２実解を持つためには、

－，＜r＜1の範囲で重複解を持つ。

－，＜２＜１より、．.､-4＜α＜４
４

このとき、Ｚｒ2＋伽＋６－１＝Ｏは

－，＜r＜1の範囲で重複解を持つ、

濠か;α'十Ｍ<α<4…(答，

Ｉ

１
１
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１
１
１
１
１
１
１
Ｉ

■

一一】｜■■■■■）

＋

ID 一一一Tl｢￣
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０ｓ

重複解の動く範囲に注意

●

＞Ｏの時ii）判別式、

つまり、Ｚｒz＋αr＋６－１＝Ｏ…（＊）－１＜′＜1の範囲で異なる２つの実数解を持つとき、

αﾕｰ8(6-,)>0...らくﾕα2+'の時
８

，，９．A】(1)=qバーI)=Oのｹｰｽについて
ｚ＋α＋ｂ－１＝Ｏかつ２－α＋６－１＝Ｏ

つまり、６＝－α－１かつら＝α－１

α＝０，CD二一１となり点を表す。

２



【Tb7peB】－１＜'＜1で解１個を持つケースについて

'(1)バー')<ｏ

(6+α+')(6-α+')<０
.．.ｂ＞－α－１かつみ＜α－１またはらく－α￣１かつみ＞α－１

６＝la2+1,4<α<４α＝0,ルー1となり点を表す
８

６＞－α－１かつ６＜α－１またはわく－口－１かつ６＞α－１
６
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回
1から〃までの番号が書かれた〃個の箱があり、各々の箱には2"本のくじが入っている。番号がノ

の箱にはJ本の当たりが入っているとする。この条件で次の(1),(2)を試行する。

(1)無作為に箱を1つ選ぶ。

(2)(1)で選んだ箱を用いて、くじを1本引いては戻すことを〃回繰り返す．

この試行でﾉt回当たりくじを引く確率をA("’た)とする。

(1)煙ｐｈ(2,o),煙ハ(2.1),煙ph(z,z)をそれぞれ求めよ。

(2)煙ハ(",'）を川を用いて表せ。
【解答例】

（１）’から"までの番号が書かれた"優の箱から､無作為にrつを選ぶ確率は､ｌ
〃

番号'の箱を選ぶ時淵Iから当たりくじを引く確率は､士

刎2ルー書('一士)．、
煙A(2昨ｊ('一三｢鮓士炉)興炸五

７

､．１２Ｆ１ユ「
、6．←

●

■■－

「

}か偽

iil
し､￣

①●■ ８
６
４
２

０
０
０
０ LMIllI,]，

~～、●●●巳■．

~由～､-･ｃＬ●①

[[、 ＤＯＮ￣－－～

（

｛

－ｍ■~帛閂叱一
■●■●ｂ－ｑ－●￣●■Ｐ

＿Ｌ－ｈ－ｈ－

ｌ戸Oユ

し ■

０２0４０‘０８ＩＤＩユ

当Hこりくじ1回、はずれ<じ１回をひくので。

必(ﾕﾙ器喜,ci(１－士)(士）
ＭルユⅢ三('一三)か；

－０２［

“［

1,,1,,''''''１１１il訂Tilllll 一趣

､△Ｏ⑥UDIﾛム＿0,0m

'５

〃Ｌ
夕 ．１

１
グ レ

グ

グ,

。-Ｏ２Ｌ．

〃



当たりくじ２回をひくのでｏ

必叫姜喜瓊q(士「
煙必(ﾕｭﾙＩ筈炸士

／
Ｌ

／′ 3卜０３「
卜

「
「

02F

／
〆 ／

／

／
〆

mJmmmlMID11iliI
’･ﾛ。

／
'

’

Tm=TTT｢’0.1「

Ｑ△Ｉ

1２1０0２ＭＯｐ０８1２0２0４０６ＭＩＯ

Ⅲ！ Ｌ
Ｉ
Ｌ■
Ⅱ
巳

１
－

〃

無作為に１つを選ぶ確率は、（２）１から〃までの番号が書かれた〃個の箱から、

番号Ｊの箱を選ぶ時

箱'から.当たりくじを引く確率は､オ

ハ("小繕鰯G(1-士丁→(士）
煙ﾊけﾙ"j三(i一三丁~'伽
r＝朕王とおくとﾙｰﾕ血

Z

1iHH必(川卜"P(1-')`鰄一'(2Ｍ

薑Z川里(M-L巾側"[芸‐剖薑:iﾆｰｲ;三三２

２

５



回
αを正の定数o<B<吾とし､行列xbβを

ﾙｰ|;!'(:繩)(13）
で定義する。また、Ｅを２次の単位行列とする。

(1)鰡冊裏i蝋蓋】こ＝鮒驚進繍蝋i;]l:#蝋き行列
ｘはＸ1,.,の形になることを示せ。

(2)ｑと塗を正の定数､ａとαを第１象限の角とする。
Ａ=x４月ルxb贄段とするとき(細)z＝Ｅとなるための条件をαi,亀,a,峨用い
て表せ。

【解答例】

(１）

~=に|(側)(;:） を展開すると、

"ピエニ::卯条件｡
x‐ヒル〈
(悪)(1)薑(?)は…限な…>肋０
(三:)(1)薑(3)…限なのでU>qM
Hami1ton-Cayleyの定理より、Ｘ2-(p+s)Ｘ+(伽呵)E=Ｏ
条件Ｘ２＝Ｅを代入して、

('+脚三'w)E=(p+s)ｘ
（A）ｐ＋峠Ｏの場合

ｘ=l±22二ZＺＥ
ｐ＋ｓ

〔三:'一|〒 崇’
９＝０，７＝Ｏとなるので不適。

６



（B）ｐ＋ｓ＝Ｏの場合

1＋バー卿＝Ｏ

連立方程式{I無二こ｡につい＜
〃＝１－ｐ２

ｒ＞０，９＞Ｏより、１－ｐ２＞０
－１＜ｐ＜1,ｐ＞Ｏから.．.Ｏ＜ｐ＜I

Cくa<吾よＭ<ＣＭ<'…p薑ＣＭとおくことができる。
p=cosas=－cosa

剛＝１－Ｐｚより、〃＝Sin2e

…M搾上甑､eとおくことができる9ﾙﾋﾞｴ::::）
（２）

と表示できる。

xLβ(;1に蝋)(;か展開す“
恥{；鰯:恥件､よい
卜隅色二:}B似翼鵬

ＡＢＩ騨戦測蝿｜
(紐)2-(lMBMB+det(紐)E=ｏ

(紐)z＝Ｅより～

(1MB)』昨('+dct(紐))Eと表示できる。

柵…噸亀十(量十言)圖刎'“
det(凪)=1から、

(ZMB)AB=zＥ

CMB)=Oとすると、２E=Oとなり、不適｡（fMB)≠Ｏ
ＡＢは対角行列となるので、

７



小iMkCOMMjsiMIcOs2＝OかつLsinqcOML-LsiMLcosa＝Ｏ
ｚＪ１ ｃＺ２

`J2sMLcosa＝`UisiMlcosa2…①

のsiMIcOML＝`JisiMhcosq…②

αi>･･αh>Ｍ<a<吾川<吾より
型＆=望Il2L
tanataML

tan2a＝tanz6h

taM(＝tan2

a＝＆①へ代入すると、α'＝α２

逆に`J1＝の，α＝ｑのとき

伽ﾙ比｡…+(二+誉)……抑…
z岨(棚や;･inや｡in劇ルルEを満たす。
.．.αi＝ｑ２ｂｑ＝＆
【補足】この問題の変換行列はどんな変換をするのか？

|;!'（蓋:翌皇)い）α)の表す一次変換は、どんな変換をするのか？

に|についく
α＝汀の時(右図→）

c)(;】c〕
Ｘ＝x

Y=Ｌｙ
ｘ成分は変化しないが、

ｙ成分は、αの値の変化
により、変化する。

α＜１のとき右図のように

拡大する。

α＞１のときは縮小する。

α＝１のとき変化なし。

(;:ﾙつい（

ＴＥＴｎ字1ＦI=1円0.7

1IlilMll
か｢｡ﾛ白､●■-■■①､､●－■U⑤～◆■①凸､■⑤■-□●のの一山■｡､■七二ﾛｮP－■■ﾛ■■ﾛ'のbe･IIVUＴ■古‐－－--jﾛL~■－－b▲｡｣CO●■-￣■ﾆｰ

８



Ｘ＝ｘ

Ｙ=｣LJ，ｒ成分は変化しないが､ソ成分は､αの値の変化によ
‘Ｚ

し、α＞１のときIま拡大する。

:)(洲(刃薑(}
り、変化する。α＜１のとき縮小し

α＝１のとき変化なし。

(:;i:襄呈）
この変換は原点Ｏを通り偏角

且の直線形伽ニス２

に関して対称移動する一次変換
Ｐ’

である。（右図→）

証明は色々な方法がある。

最も簡単な証明を行う。

P(Jい,)を直線ソ=tan2jr
Z

に関して対称移動した点

P'(x',J''）
とするとき、ＯＢＯＰ'の偏角を

回転角曼
ＤＢ●●●●●◆●■●●Ｂｂ●●

Ｉ１
ＬＪ

■０□Ｄ０Ｕ０Ｄ０Ｕ０か●００■ＣＢＧ０ＰＵ■弓■●ＵＱＤＤ凸Ⅱ●①０００●■ＦＤＯ▽■◆。●。■０■Ｂ０ｃＤＣＢＣＣ０●●●守守●■●●●■●０△い●●●０●。■Ｃ■●Ｂ■●●●●●●●●●●●●●●●●●●●・守り勺●●ＧＣＣ▲●●■●△●●●。●●●ＣＯＣ●？Ｔい●●●●●ｅ●▽ＢＢａ●●●●■０●■▽？■Ｃ●●、●●ＣＧ■Ｐ●●ＰＰＵ●０■●Ｂ、■ＤＢｐＧＤ■●・ＣＧ●ＧＯＰ■●●●●●●●ＣＣＤＰＣ●●●●Ｐ□０▽い●の、。●●いり巳●ＤＤＤＣＤ０ＢＧｏ●ｐＧ０●■①ＣＯＤ◆●Ｏ●●かｏｏｏＣ●０●０８●■●ＯＰＣ●Ｃ０ｇＣ▼８－

１
１
１

ｅ
ｌ
ｚ

β
●＋
２

ａ

α,βとすると、

β＝ｅ－ａ

Ｇ１)薑(欝腓(藍|:二二Ｉ）
可(鯛二二鰯霊:）
-(謡:期C蓋二）
薑(:霊:期ＣｌI
これらの３つの変換を合成した変換

|;!'(::制(;:）

ａ
く
げ

［，

は、右図（→）のような奇妙な

変換を表す。

，Ｎ

９



四
Ｏ＜ｘ＜αで定義された２つの関数

'(x)=(a-x)ず

g(x)=ｍ２

を考える｡ただし､α,bは定数とし､αは'<α<2を満たすとする。さらに2曲線J'=（x)と

y=g(x)が（x)の最大値をとる点で交わるとする。

(1)曲線ソーバx)の概形を描け。
(2)みをαを用いて表せ。

(3)不定積分し２重愈奎求めよ，
(4)２曲線形（X)とJﾉｰg(X)および兀軸で囲まれる図形を兀軸の周りに一回転させてできる
回転体の体積をαを用いて表せ。油

【解答例】‘

（１）ｏ<x<αで定義された関数（x)=(a-x)ざ，’<α<ｚ

（x)=-(ｘ+1-α)eネバx)=oのとき､x=α-1で極大値e､-1をとる。

（x)=oのとき、ｘ=α-コ
－Ｆ■■■■－ｍ

■、■■■■Ｐ■ｍＦ－印､■■
、、■■Ｐ■、■■■■■■可■■

■■Ｆ■■■、■■

6０

5０

Ｉ
4０

１
１

3０

2０

10

、■。Ｉロ、=
０
0 Ｉ ２ ３ ４ ５

（２）

g(x)=肱2が点(α－１,＠.－１)を通るので､＠.-'=6(α-1)’

於合
1０

￣

Jに ０ ●●●

α－ ２ ●●●

α－ １ ●●● ａ

（x） ＋ ＋ ＋ ０
￣

（工） ＋ ０ ￣ ￣ ￣

八Jr） ａ 〆 変曲点 〆 ｅ
α－１

、． ０



（３）

部分積分法により

１Ｗ鴫=三2塗‐二膨炸(三一%)ﾊﾟ＠は積分激
（４）

回転体の体積を求…rl6w膿+"Ⅲ１W,ｊ薑片よ’
‐弐・塾･一興(宛塑+4＠-29)燕

60［6０

5０5０

4０4０

3０3０

2０2０

101０

0０
５４３Ｚ５０４２ ３Ｉ

蟻
1１



}瀞Iii鶴蝋｜
東京大学理系2010年

回
四面体OABCにおいて、４つの面はすべて合同であり、ＯＡ＝3,ＯＢ=行，ＡＭであるとする。また,３
点０，Ａ，Ｂを含む平面をLとする。

（１）点Cから平面Lにおろした垂線の足をＨとおく。ＯＨをＣし4とＯＢを用いて表せ。

（２）Ｏ＜r＜1を満たす実数rに対して、線分OA,ＯＢ各々をr:1-rに内分する点をそれぞれ〃,ｇとお

～く。２点〃,９を通り，平面Lに垂直な平面をＭとするとき､平面Mによる四面体OABCの切り口の

面積s(`)を求めよ。
（３）ｒがＯ＜r＜１の範囲を動くとき，

【解答例】

（１）

BC=3,ＡＣ=ﾍﾉｦ，ＯＣ=２

０`4＝α,ＯＢ＝６，０Ｃ＝ｃとおくと、

lzil=31石|=河三|=２
AＭより|面｢=’
'万一斗４
１万'２－恥+'三｢=４
フーユαの＋９＝４

．．．α心＝⑤

s(′)の最大値を求めよ。

Ｃ

4つの面はすべて合同であるので、ＢＣ=３，ＣＡ=７，となるので以下同様にして

BC割より|所'2=リ
F一三'２=９
１三'2-二旗十|ろ'2-,
４－功。c＋７＝９

．．．６．ｃ＝１

AC-、ﾉｦより1両｢雲７
１三-512=７
１zil2-=5．三十'512=７
D-2coα＋４＝７

－．.C･Uz＝３

０Ｈ＝ｓα＋ｒ６とおくと

ＣＩＴ.α＝ｏかつｃＨ心＝ｏから連立方程式

誤

1２



０
０

一
一
一
一
１
．
一
切１
’
３

一
α
一
心

Ｌ
Ｊ
ｌ
ｊ
１
－
３
一

脈
脈
胸
旧
』
効
ｇ

い
い
伊
仙
５
帝
一
峰 く：

（２）

直線Ｂ２上の点をＸとすると

両=α面+(1-α)つ豆「（o<α<')と

所=α、+(ﾉｰ〃)而
一５－１－

前間（１）よりＯＩＦ＝－０乱一一ＯＢなので
９３

点〃が直線Ｈｇ上に存在するとき、xとＨが一致するとき

α、('‐")而一:而一:元臺而
相で

班一石
形角●一一一

×

４
’
９

な
×

似
２

で
８
－
３

相
の
Ｊ

き
と
ｌ
１
ｊ
Ｆ
ｌ
ｌ

－切
な州｛ゴーィ》一四柵一》紳加一ルー”‐》 小脇両

一
一
．
’
’
１
１
ノ

，
’
’
２
’
９
１
面
ｊ
｜
｜
可
司
２
『
，
ｚ
－
９

－
Ⅲ
〃
岸
伍
柵
叩
一
切
Ｉ
ｌ
Ｂ
ｌ
，
１
列

s(r)=3,/、２

1３



Ⅲ:≦`<]のとき
切断面は台形Ｅｇ＆ｑ

Ｅ９＝ＭＢ＝ｚｒ
△ＡＢＣにおいて

ＳｌＲとＡＢは平行なので

slE:〃＝、l:似＝ＢＥ:Ｂａ

＝r-z:Ｚ=9,-z:７
９９

sルユス竿
高さをH1とすると、

〃:ｃＨ＝ａｕｌＭＨ＝、?:岻一,_ｊｉＺ
５９

作2(,-`)cH-竿('‐`）７

s(ｵﾙ;(2`+￥灘z)澱乎x('一'）
叩)一等(`HⅢ）
（３）

O<r<三のときS(r)=3,/ろ'２
＝９

三く`<'のときs(,)薑等（９＝

右図より

`薑旦のとき最大値;､/志１６

8r-1)(1-r）

Ⅲ

，，３９９３９９

１４



Ｉ第で話断面を分析する技術

４

Exe唾ciSe12OO3年信州大学.工学部

〃平面内の放物線ツーｘ２－２ｘ－１と直線ｙ＝一万＋１で囲まれた部分を
底面とし､川軸に垂直な平面で切り口がつねに正三角形であるような右

図の概形をもつ立体の体積を求めよ。

朧答例］

やStepｌ；断面積を求める。

ソ＝jr2-Zr-1…①
ｙ＝一万＋1…②の交点を求める。

x2-2x-1＝１－ｘを解くとｘ＝-1,コ
、’

P(x,jr2-ルリ
CCC,1-x）
ＰＱを１辺とする正三角形の面積をｓとすると

８－手ＰＣ。
=手伝-2炉'一(l-x)ｒ
＝亨維+Ｍ’

、’

<jii3Iiii 塗
ゾ

ノンユ

tep2；断面積を積分すると体積を求めることができる。

に

ﾉllii
～

,/そ

作
Ｚ

''一ｊＭ
－１

薑ユニル１
－１

，/三２１２１

liL
ﾉｭ
ﾉ:，

元蓋,)!(2+')2割

一等Ⅷ答） 芦,
j:，

磯｢で△
＜ミア￣ｱノ

1５



Exe唾Cise22oo4年札幌医科大学
次のような直円柱Ｋと三角形｣UBCを考える。

直円柱Ｋは底面の円の半径１，高さが２である。三角形ＡＢＣはＡＢ=ＡＣの二等辺三角形であり、辺ＢＣ

の中点をＭ、ＡＭ=ＭＣ＝２とする。また点り,Ｅはそれぞれ辺ＡＢＡＣ上をＡＤ宝ＡＥを保ちながら動くとす

る。三角形ＡＢＣを直円柱Ｋの側面に辺ＡＭが母線、辺ＢＣが底面の周の一部となるようにはり、線分

、が通過してできる曲面によりこの直円柱を二つの立体に分ける（下図参照)。このとき、点Ｍを含むほ

うの立体の体積を求めよ。

僻答例］

Ointl；右図立体を底面に水平に切断する方
Ａ

い Ｅ，

Ｂ Ｍ Ｃ

線分ＤＥと線分ＡＭの交点をＦとする。三角形ＡＢＣを直円柱に巻きつ

ける。

上図の三角形ＡＤＥにおいて、ＤＦ＝Ｂとおくと

右上図の直円柱を真上から見た切断面（右図）において、弧、Ｆ＝ｅと

なり、扇形ＯＤＦの中心角、どDOF＝ｅ

（i）ｏ＜⑧<Ｚのとき
＝Ｚ

扇形ODEの面積-a△ODEの面積-;釦､2つ
切断面の面積")=e一二sin2a
（ii）空くｅ＜２のとき

２

扇形ＯＤＥの面積＝⑧，どDOE＝2〃－２Ｂ

△ODEの面積-全Sim(2"-2⑧)-;`in〃
△切断面の面積”)=e-Lsin2a

Z

(Ⅲ､の場合も断面積はs(B)=e一二．in2a

丘(B-;副M)，作信+;噸"1-竿

Ｆ

，

Ｆ

，

1ｓ



Ezems・３札幌医科大学2003

oを原点とす…穰空闘内M(÷叩)が…は線分Ⅲ上の点とす…手順で正三角形s雌
作る｡Ⅳ平面上において.Pを通りy軸に平行な直線と放物線炉ﾆｰﾝｭとの交点…とする。
線分ＱＲを一辺とする正三角形SQRをxy平面に垂直な平面より45°だけx軸の負の方向へ傾けて作る。ただ

し、Ｑのy座螺が０以下、Ｓのz幽票が０以上となるようにＱ,Ｒ,Ｓは定める｡

（１）正三角形SQRがyz平面と共有点をもつときの、Ｐのx座標の範囲をＯ＜Ｘ＜αとする。αを求めよ。

（２）ＰがＡからＯまで動くとき、正三角形SQRが通過するyz平面上の部分の面積を求めよ。

〔解答例〕（１）

Step’正三角形sQM1辺の長さを求める。

線分OA上の点Pい@)(0ｺ≦:)とおくい÷ｈ…㈹

入M-±,厚地M)p(`,-,Fp)R(ぬ,F,O）
正三角形SQRの1辺の長さQM1F〔．≦『≦;）
teP2正三角形SQIEの点Ｓの座標を求める。

ｓＭ】ｑＭｗ－姜朏,Ｆを１Ｗ仏阿
点Ｓからｘ軸へ垂線を下ろし点Ｓ'とする。どSPO-45゜より

sP-…｡一方阿一凋、
職

ﾄ偏△何）｢ハ〔J’一Ｔ･'

-1.-0.75-0.5-0.25０．２５０．５０．７５１

tep3点ｓのｘ成分がマイナスになる範囲を求める。

<鉦iつく軍〉
点Ｓのｘ成分が負になる正三角形SQRがyz平面と

共有点をもつ

験ﾄ屑≦CD≦膠≦;の共通部分の範囲を求めるM≦1E1r
r2<１－当
＝２

２１２＋勘－２＜０

１７



(2r-1XF+2)≦0
１

－２＜r＜－
＝＝２

o<r<三との共通部分を求めると
＝－３

o<`<上よってﾛｰﾅ…(答）＝＝Ｚ

~－－．－－－了！

２３

(２）

pｌ線分ＱＨの長さをｔで表示する。 Ｓ

正三角形sQRにおいて、

sP＝､/三=三7,zP＝､/ﾌｸﾞより

sT＝､/三二hF-β’
三角形ＳTRPは直角三角形であるから

TＸ，＝STxtan30o

m=念応-厄'）＠Ｗ薑念G/三=１Ｍ『）
＠

顔 陰
△

p２正三角形SQRが通過するｙｚ平面上の部分の面積を求める。

炉鴇…(答）1． 1［

/J1へ
-ユー0.75-0.5-0.25０．２５０．５０．７５ユ-1-0.万－0.5-0.25０.変0.50.75１－ユー0.75-0.5-0.雷０．２５０．５０．７５エ

ロ‐

、＿

-1-0.だ－０．５．－０.麹０．２５０．５０．７５１剋心.万⑩.５つ.2５０．２５０．５０．７５1 】＿

1８



Ｅｍｃｉ菖ｅ４回転体の体積2003年中部大学

曲線y=ハinx（0≦x≦")と態軸で囲まれた部分をx軸のまわりに'回転してできる回転体の体
積を求めよ。

〔解答例〕

回転体の体積の公式

ソーノ(x)のｸﾞﾗﾌとx=α,jに=6いくb)で囲まれた図形をx軸のまわ
りに回転してできた立体の体積Ｖ

Ｐ=r刀(/柵止

-重Sim了倣

亟
亟
麩
壹
ｅ

Ｆ
化
ｒ
－
ｅ
ｌ
ｅ
Ｐ
Ｉ
Ｌ
如

〆
脇
銅
弧
覗
到
圦

一
一
一
一
一
一
一
一

倍角公式

cos2x＝１－２sin2Jcより

sin2x＝'二22塁｣〔
２

0５

eﾃﾞｭｴsin2Jr此

一つ＿l-cos2x

0.5エユ.５２２．５３

雫【／ＩCf［
Z

e-2z`ｆ[－ 〃｣:八・山)`ＭＡ）
処１９

ｕ」

｡､婚IGe-塗cos2xの計算方法
･望璽CosZルー2e-2垂c､s〃2Ｇ-2曇sin2jM
P

配，

邑一DLS 1.ｓ

僻sin2jcﾘｰｰｭﾊin邸+z八・s2〃ｏ
②－①

4八｡s2jF隈sinルハ｡s2x）

八｡szJFナレ甑､ルハ.s2xl
竃巴

…日日■珀遮

「

I:`-鯵伽鰍制い血

十二mn2x三八o=xl
I:…EI藝苧
③④を（A）へ代入して

(A)一芸(苧-'二;三）

鰯

1９



Ejnemise5回転体の体積2003年東京理科大学理工

2つの曲線Ｇ:ﾂｰsinJr,Ｇ:J,=･･肌（0≦x≦2")を考える。
（１）ｃｉとＧの交点のx座標を求めよ。

（２）Ｃｉとｑで囲まれた図形のｙ三０にある部分をｘ軸のまわりに1回転してできる立体の体積を求～
めよ･

〔解答例〕

〃５

（１）ｃｉとＧの交点のjr座標は、ｘ＝万'五〃
（２）求める立体は右の太線の部分をｘ軸のまわりに回転させたものでｏ
ある。

ｙ＝sinxの空から汀までをｘ軸のまわりに回転させた立体Fig￣’
４￣ｏ

Ｊ,＝ＣＯＭの空から空までを兀軸のまわりに回転させた立体Fig￣２
４２

【、9－，の体積】＿【Ｈｇ－２の体積】＝【求める立体の体積】

▽

【Ｈｇ‐１】 【Fig-2】

求める立体の体積=庭"sin2鰍一睡．｡s２噸

ご蕊瀞:ii:｜
一等＋吾…(罰～

ｒ１－ｃｏｓ２ｘ
ｓｉｎ２ｘ＝

z

cos2jﾋﾞｰﾕ土竺且§二｣［
２

を活用せよ。

2０



Exemise6三角形の回転問題

空間内にβ点涙(,÷｡)Q(L_÷.)R開き頂点とする正三角形の板Sがある｡S…
わりに１回転させたとき、Ｓが通過する点全体のつくる立体の体積を求めよ。

〔解答例〕

癩軸に垂直な平面科(｡≦`≦手)で正三角形sを切断し切断面々
考える。線分Ｐ,Ｑ,をｚ軸の回りに回転すると、ドーナッツ状の断面が
完成する。

Ｑ､一一Ⅳ．､雛三十・嚢;＆
０．５１ ’

tlr
lO⑪

凸.､Ｃ

４ＲＩ・
lDOp

lToX
甲もの
㈱●｡α

，ｉｔ.．

ｂＤＢ６Ｑ

０
『
０
学
凸
ｊ
四

当Ｉ

〆
●

ﾄﾞｰﾅｯﾂ状断面積=羅〃'2-髭CM'2＝泥(ＤＰ'2-0M'2）■U

ピタゴラスの定理ＯＰ'２＝０Ｍ'2＋A〃'２により

ドーナッツ状断面積＝兀几〃D'z…①

三角形の相似比を利用するＭＰ，:Ｍ､＝ＲＭ:｣UＶ

β
丁

石
丁 冨琵…

il=ごＩ

一一

詞、

｛Ｉｌ００ＢＩＬ０Ⅱ００卜００１０トーｌＩＩＰ０Ｌ０ＩＰＩ５ｌｌ０ｉＬ１｛ＩＬＩＬ‐し００：７０』Ｏ０ｒ０ｒ’Ｄ◆小卜０ａ一一

堂一》
へ~~、

盤

讓錬

〆八

三吋

霊亀塞富

0.1

,の動く範囲が｡≦f≦字より． 求める体積Ｖは

侮

亨｢ｒ`｢伽一半Ｉ
霧霧

創亨
石

y=l;Ｗ)虚＝

＝過兀…(答）
４８

２１



Exemise7円盤の回転に関する問圃

ｚ軸上の点』(0,0,2)を通る平面αが､原点Ｏを中心とする半径1の球面に接しながら1周する(接点を
ＰとするとＯＰＬα)。このとき､接点Ｐを中心とする平面α上の半径１の円盤が通過する部分をＦとする。

Ｆの体積を求めよ。

ｔｅｐｌ作図する。〔解答例〕

～

■

tep2回転軸に垂直な平面ｚ＝tによる円盤を切断する。

断面積をＳｃ)とする『

Ｓｃ)="価2-〃ｺﾙ① Ｉｉ－－Ａ空墜芝－Ｐ
弓蓮.Ｌ巴,針

ｐ３ＴＣとＴＢを求める。 IPO

ｏｒ＝ｒ

〃＝2-,,tan3O｡＝Ｚより▲￣

Ｌ
ＣＰ
０

Ｔ
ご‐－国詮

ＡＴ

Tc-(2ｲ)方②

『
□
←
｜

‐
。
Ｊ
一
・
凸

●
。
⑥
』
『
ｊ

Ｕ０・柤沖可□■

■
■
Ⅱ
▼

雛
秤

印
ら
●
む
ぴ
■
。

■
●
？
⑪

／
・
・
・

ご
｛
二
■
ｆ

■
凸
こ
り
■
》

Ｓ
一
■
■
●

ｓ
ｄ
４
ｊ
ｐ
ｐ
も
印

□
Ｂ
Ｇ
ｆ
１

ｂ
⑪

可
●
ゾ

△OTBは直角三角形より

7ｚ２＋ＯＴ２＝ＯＢ２

ＴＥ２＝OB2-OT2…③

③④よりＺＥ２＝２－’2…⑤
②⑤より

sい="(７１B2-7℃2）

‐〃(÷肉:'十;）
一汁-'一;） １ ど

△OPBは直角三角形より

ＯＢ２＝BPZ＋Ｏｐ２

ｏＰ＝11ＢＰ＝１…④

ＯＢ２＝Ｚ

OB＝､/三

一

面－－

空

2Ｚ



海栗の形みたい

tep4図よりｔの範囲を求める。石
丁十

’
’
２

く
一
一

く
一
一

石
－
２

１
－
２

１．

Step５断面積より体積を求める。

伽

１
－
２

減
Ｉ
叩
Ｉ

ｆ
ｖ
４
’
３

儲
汀
儲
万

一
一
一
一

Ｖ

０．

＄
ｍｍｒ(x-αﾙｰβ)ぬ一:(１Ｍを活用する。 ､＿⑤皿一ｍ

ｒ２－ｒ－Ｌ＝ＯとおくZr2-2r-,＝０

，=上士週
２２

β薑;+等α薑圭一字

伽)IMM-ｔ(ﾙﾙｰ:(二十祭十亭）
－ｔ鮪ﾄﾞｰｷﾞ．

-０．５１

４
’
３

童
外側と内側の合体形

■ＬＡＪ

〉Ｐ再

2３



、ロ

第３話バウムクーヘン型体積

ＥＺｅ唾cise82003年信州大学

媒介変数aで表されたｻｲｸﾛｲﾄﾞx=α(e-Sina),泥α(1-.Ｍ）(0≦x≦Z")とjr軸とで囲まれた
図形を、ｙ軸のまわりに回転してできる立体の体積を求めよ｡ただし、αは正の定数とする。

〔解答例その１〕教科書とおり、体積を求め正面突破を試みる。

(ｉ）〃α＜刀のとき（大きい回転体の体積yl）

Ｈ:｡"ｘ２の一匹爪2器〃～

臣
(ii）ｘ＜〃αのとき（小さい回転体の体積昭）

ｚ薑ji｡"”-1f厩凰完α，

ユ．

０．
０

１２３４５６

厩
求める立体の体積Ｖとすると

NG-z=臓器ル

/鑪篝ｶﾞﾐiiiiiiiiiiiii鐘，
r凧器〃 '

一一

《｛一一一一一

勤伽丁岬
減
・
伽

一一一’一》一一一才

〃｜・麺
⑩
｜
〃
や

．
－
Ｚ
α

〃
〃

一一一一●●。．●一一’一一》●。．●“《一
一
一
一

一
一
一
一

r凧器〃
柵難しし、

ﾊﾞｳﾑｸｰへﾝ型立体の体積ﾊﾞｳﾑｸｰへﾝ型立体のバップス.ｷﾞｭﾙﾀﾞﾝの定理(PappMGuIdin）
平面上に面積Ｓの図形Ｄと直線Jがある。Ｄの重心Ｇとノとの距離

をＬとする。ノがＤの内部を通らないとき、ＤをJのまわりに１回転
してできる立体の体積Ｖは

ｙ＝ＺｊｒＬｘＳ

● 川"修沁)ぬ

長方形ＡＢＣＤをｙ軸のまわりに回転してできるパイプ状の立体〔右下
図〕の体積〃とする。

2４



パップス・ギュルダンの定理より

"－２"(x+等)ｘＭ)=2"エル)&+〃ﾙ)肱,
豊=2Ｍo+〃
鵬2"rx巾)伽

Bi［－＞Ⅱ

題H露11函

〔解答例その2〕

このバウムクーヘン

ルユォr棚=2士rα⑱-sM脚cosB)完〃
-醐暉⑯-sM)(l-cM)2〃
〔解答例その３〕

パップス・ギュルダンの定理を利用す

断面積s-L-x1ﾙｻｲｸﾛｲﾄﾞの対称性よ’三塁芋L…
重心Ｇと回転軸であるｙ軸との距離Ｌは、Ｌ＝〃α

長方形ＡＢＣＤをｙ軸のまわりに回転してできる立体の体積〃とする。

バップス.ｷﾞｭﾙﾀﾞﾝの定理より、

〃=2"Lxs＝z"2咽＝2"2α(x2-x,)の.・・①〃=2"Lxs＝z"2咽＝2"2αい－灘､)の.・・①

川"刎壽2"ｚｑｒ”

－２歳ary完〃
－２兀謬ａｒｑ２ｃ－ｃＭ)2〃

-2"ｻﾞ[:⑧-2.M+;駒M1蝋。．
＝伽3α３．．．（答）

①以降の別解左右対象性に注目して、ｘ２－ｘ,＝２ｊＭ－

〃＝2"2α(2〃－２x,”，jに,＝α(a-sine)を代入して
＝4"2α2(’ｒ－Ｂ+sinBMj,=αO-cosa)よＭノー

=4"2α3("-B+ｓＭ)sinB〃

=4"2α‘しsM-asiM+sin2e)〃．.②

ｌＷｓＭ#[‐c･州=２

ｌｆａｓＭ朏脚･se];+lIrcos"h

lf．w小｣(f(3-三・.棚)〃[ニター全鬮Ｍ１：

虻

堪

，ｉｉ
ｏＬ

－下

５２ ３ ４ユ

注目して、ｘ２－ｘ,＝２ｊＭ－２ｘｌ

Ｊｒ,＝α(a-sine)を代入して
Ｊ,＝αO-cosa)よＭ,＝ａｓin〃⑧

腓[ニター全鬮Ｍ１:一芸
②へ代入して

v=jf4"2.3仏珈
＝６"3α3…（答）

+ｓｗ)"=4"ｺハヱ
２

ｅ－ｅｓｉｎＢ

2５



E函emise9x軸y軸以外の回転軸の回転体聖ﾏﾘｱﾝﾅ医科大学2003

円澱璽+ｊＨのy≧-:なる部分を､直線y-;を回転軸として1回転させたとき､囲まれる立体の体
積Ｖを求めよ．

〔解答例〕

円ｘ２+j,z='よりx=､/I=戸円を右図のように分割してｸﾞﾚｰの

長方形部分をソーーユを軸として回転したﾊﾟｲﾌﾟ状の立体の体積〃と
Ｚ

する。パップス・ギュルダンの定理より

ﾊﾞｯﾌﾟｽ･ｷﾞｭﾙﾀﾞﾝの定理(Pappus-Guldin）
平面上に面積sの図形Ｄと直線ﾉがある。Ｄの重心Ｇと此の距離

をＬとする。ノがＤの内部を通らないとき、、をKのまわりに１回転
してできる立体の体積Ｖは

ｙ＝２汀ＬｘＳ

"-2催の)ｓ＆鯛
"=２帖十評形祠謝
－４帖)、+2"､/ｗ，
筈薑冬"(ｙ+二W、2"､/i｢=ﾌﾞｽか｜
⑰今ｏ 髭

爬Le,Ｍ=ｱﾖ+2"、『ル①

ＭＴ=ｱてり,を置換積分で求める。

脂ｗとおく姜一幻

方形の面積ｓ=2,/T=ｱｾｳ，

)２

あとは計算です。

-1淑寄伽含這伽等Ｍ=ﾌ戸！‘F1ｿ噌伽一三“
L､/T=〕戸tb'の部分を繊分で求める。

y-sinaとおく影=剛’■
L/丁孑IHiicwm

-眞塑晉二"~吾+手①w
v-4"等+2毛+字）
＝塑兀+三"’
４３

①へ代入すると

Jノ -上→ｉ
２

『 三→ｏ
４

ソ 」→，
２

０
〃

－－－〉

６

〃

２



ExemdSe1O任意の直線を回転軸とする回転体の体積2003年岡山県立大学

αを正の定数とする。ｏを原点とする座標平面上に、曲線ｃ:ツーｘ３－ｎと直線ノリ＝王を考える。
ＣＪ

Ｃと／の交点のうちｘ座標が正であるものをＡとするとき、以下の間し､Iこ答えよ。

（１）原点Ｏから点Ａまでの距離を求めよ。）

(2)ｃ上の点PC,r3-a）し≧o)を通１Ｍに垂直な直線がＪと交わる点をQとする｡線分PQの長さ
をrを用いて表せ。また線分ＯＱの長さをｓとするとき、ｓをｔを用いて表せ。

（３）ｘ＞Ｏの領域において、曲線Ｃと直線ﾉで囲まれた図形を、直線！を軸として回転してできる回転体

の体積を求めよ。へ

ｴ.５
〔解答例〕連立方程式

uに瓜を解､…
xb2_しﾕ+,)|=ｏ－ｏ,太藝=竺三土１

砿，-し2+'ﾙｰ0
ユ

俘測x＝

0.5

｡(停会用
122土111丘…(答）

α２
0,4＝

囚。ⅡＺ

-０．５

（２）

点P(L`３－帥)と直線ﾉ:ｊＭ),=ｏ

P二一'鶚】
」､篶劇L(答）

点と直線との距離公式
点(ｊＭ'｡)と直線鮒勿十c=ｏ
との距離

｜伽｡+by｡+Cｌ

JﾋﾞｱｮT戸

点P(『,'，‐")を通ってノリ=王に垂直な直線を求める。､
α

傾き-.より、ｿｰｰα(ｗ)+'3-〃
この直線ｐＱ：倣十ｙ－ｒ３＝Ｏと原点Ｏとの距離ｓは

。＝鵠二六K答’
（３）

"藝勿PwF〃姜作ＺＩＬ箸１睾竺'三声〃
曲線Ｃと直線ﾉとの交点Ａのx座標をαとすると、α２＝竺土且

α

1＋αユーαα２１こ置き換えることができる。～

朏珈篭諾…"筆舌鍔`’
2７

。転体の求積の基本回転軸に垂直に分割する。



ユ.５

[竿-竿+書Ｉv-r〃篶伽‐c+二諾奎夛'零-１
=(,+二蒜壽(;÷+;)α・－鵠一

１

(答） 0.5

□

>'

、－０．５

α１+tan2e…、/T羊石戸
tane＝上，cos2e＝＿｣＿よりＣＭ＝－２－

ＭMr(二一x'十砥ル
ー満rIe+･州芸+･)ｘｗ}亦

一涛問÷2(苧)濾筈+手Ｉ
卜鵠…(答）

8α〃

lo5､/雨戸 1.5

！トンガツハット.ｺｰﾝｽﾗｲｽ法とは？ ｎ
ｌｌ

１

右図の様に、回転軸に平行な平行四辺形に分割する。

平行四辺形をJのまわりに回転してできる回転体は
トンガリハットの形をしている。

このトンガリハットの微少体積を〃とする。 （､]
０．５

。
．
Ｉ

Ⅱ

０
０
０
今

1.２５１．５ユ.7５２

びりグー『長方形ＥＦＤＣの回

ａｙ＝元ｘＥＣ２ｘＣＤ

＝宛×他Ccose)2×-旦笙＿
＆ｃｏｓｅ

＝元ｃｏｓＤＡＣ２＆

＝宛ＣＭ(gQ-'し))2＆

-0.5

Ｆ＝〃CＯＷ

【トンガリハツト】

Ｄ６ｉｒ

ＺＳ
，



第４話くりぬき立体図形の体積

Exemi8e112OO3年武蔵工業大学
底面積3m高さ３の直円錐がある。その頂点Ｏを中心とする半径１の球が直円錐から切り取る部分の体

積を求めよ。

〔解答例〕

底面の半径ｒとすると、'2万＝3"よりＡＢ=「＝､/三
OA=3とﾋﾟﾀｺﾞﾗｽの定理ｏｆ+乱B2=OB2より

OB=z石
△OBAco△OQPより

ＯＱ:ＯＢ＝１:Z､/三一
ＰＱ:AB＝１：２個 ０

ＰＱ：石＝’：2石 Ｂ

PQ-：
OP:ＯＡ＝１：２石
ＯＡ＝３より

｡P=ﾕ垣
２

円錐部分の体積昭

～石〕
Ｆ１薑;”"oP-〃２４

球面による切り取り部分の体積庇

OQ=２PQ＝１，中心Ｏ半径１の円Ｘ２＋ｙ２＝１より
●･･●'●

'寺 ．←他四とひ

同
Ｐ
．
Ｐ
Ｄ
Ｐ
画
］
Ｌ

称州侮郡、－胸ｊ
砺
櫛
侶
畔

祓店弩 一
一
一
一
・
一
一
一
一

-'二一等｣〃￣
２石

求める立体の体積P'i＋Ｚ＝す"-丁『

Z９



Exemise12半球面の体積
原点中心、半径１のｗ平面にのる半球面において、極座標の領域α≦ｒ≦６，α≦e≦βと真上の曲面によ

って囲まれた部分の体積Ｖを求めよ。

半球面はx2＋ｙ２＋ｚｚ＝１，ｚ＞ｏと表される。

xy平面上の極座標の点に）,)=(rcosaｧsine）

炉,/Iｺﾋﾞﾖｰﾆｧｰ､Ｆす
曲座標の鮴,B)に対応する曲面上の高さ加⑧）
極座標の領域△：α≦ｒ≦６，α≦B≦β
と真上の曲面によって囲まれた部分の体積Ｖ

を求めよう。

tepl；下図の微少体積〃を求めよう。

1IｌｉＬ 回転すると

モフL。

この微少立体を'回転した立体の体積はバウムクーヘンの面積定理

を利用してａを固定して２"Ｍ･”…①
微少立体の回転角は、１回転2刀ではなく〃でしか回転しないので、

"薑(｣i'雌の小)〃と表す。

池)=砥'加⑧)"とおくと

y=ｌＩｌｉ'(Ｍ
－ＩＰ化販伽

△

これは２重積分の概念です

極表示の体積公式

v=〃ルタ)ａＭ

3０



Exemisel31g98年東京大学前期･理科一

噸空間に5点』(1,110)LBL1,1,0)LC(-1,-1,0
をみたす部分の体積を求めよ。

町

)LDOI,-1,0)P(0,0,3)をとる｡四角錐EABcDのjF2+y2三１－

Ｐ

四角錘の側面上の線分PEの方程式;ｴ+二弐…①
これは側面の方程式でもある。

極座標で表示すると、ｘ＝rcose,ソーァsinBを①へ代入して

'ＣＭ+臺臺1より=ルCM）
従って､曲面の方程式を北⑧)=3(1-川s肌して、

領域o≦,≦Lo≦③≦吾での体積を求める。
俳正rルタ)〃

＝｢3「(ｌ－ｒｃＭＭｹ． Ｐ

2"r,'し州
＝丘3小川Ｍ)‘

－倍L…ｌ
＝ニーＣＯＭ

２

y=｣1Ｗ)αｅ

－底(二一･M)〃

-E卜.M]１
０〃厄
８２

Ｖを８倍して四角錘と円柱の共

の体積Ｔをもとめると、

T＝SV＝３宛－４，/三
これ四角錘の体積から引くと求

が出る。

求める体積一三x血3-e"‐
＝4+4,/三一3ル.(答）

γ(e)=丘,(rル

リ'=｣【'1,(`秘

3１

〔解答例〕 ●の

Point；対称性に注目して四角錘の８等分の１つと円柱との共通部分の体積
を求める。



Exemisel42003年東京大学前期･理科
収空間において､平面z=O上の原点を中心とする半径2の円を底面とし､点(0,0,1)を頂点とする円錐

をＡとする。

次に､平面z=0上の点01,0,0)を中心とする半径1の円をH、平面z=1上の点(1,0,1)を中心とする半径
１の円をＸとする。ＨとＫを２つの底面とする円柱をＢとする。

円錐Ａと円柱Ｂの共通部分をＣとする。.

o<'<1を満たす実数rに対し､平面z='によるｃの切り口の面積をsいとおく。

(1)Ｏ<ｉｆ<空とする。ｒ＝l-cosaのとき、
＝＝Ｚ

(2)Ｃの体積lSC)｡#を求めよ。

Ｓｃ)をaで表せ。

Point;導入に従って解法する〔解答例〕

(１）

題意の立体の等高線を作成すると右図の様に

円と円の重なった図になる。

ｗ平面に平行な平面ｚ＝ｒによる切り口は、右
壜中央図の円と円の重なった部分となり、

rttど騨ゴミ
ｒ＝１－Coseより

filt」Iﾄ頼安
交点のｘ座標をαとするとａ－２ｃｏｓ２Ｂ
交点のｙ座標βとするとβ＝ZcoSesinB

３

２

且＝tana
α

扇形の中j心角＝２元－４０

扇形の面積＝元－２０ 鰈
１

0

０

,／
－１

三角形の面積今ｉｎi(2"-冊） 丑

＝一ｓｉｎ２③cos2a
-コ

グレー部分＝兀－２８＋sin2acos2e…① Ｓ－２－１01２３

翁
半径Zcosa，中心角２０の扇形に

ついて

〈
扇形の面積＝４０ＣＯＳや

三角形の面積＝４SineCOS3e
乱.５

屯グレー部分＝4ecOsze-4siMcos3⑧…②

①+②により断面積sいを求めることができる.
Ｓい＝2⑨cos2e+"-sin21

（２）

11sいめ=廓)諾〃'='－．Ｍとおく
=ｒ(zBcos2BsM…M-sin2esM)”…③

鰯

3２



汀

｣Pacos2化in〃ｅ積を和に変換する公式より第１項＝

=厚錐inMsM)`Ｍ部分積分法を利用して

=[B(一十…+…)]了-1;(一十・・"+・帆)ﾙｰ'2
第2項－FsinMツー”

第3項-好い剛.M)小[-÷wr-；
③=第１項十第２項十第…一等…(答）
〔解答例その２〕

Stepｌ;側曲面の方程式を求める。

曲面上の点仏y)はz軸上の点を中心として､半径2(1-`)の円を描く。

に'二WよMﾗﾒｰﾀｰ`βを消去…
、ﾉﾌﾞ丙孑

jr2+y2＝4(l-rHr=Ｚ曲面の方程式;ｚ='-－

llllliiililliliiiilllli1illiiilStep２；２重積分を利用する。

｣上型写２１” ．④求める立体の体積＝

ヤコビ行列

に注意

ヤ
Ｂ－

Ｉ
ユユ

直交座標から鰹標への変換公式 箪笥/
～ｊＬルj')鋤一mトルOsa'ｓＭﾙldMe

直交座標から鰹標への変換公式 箪笥/
～ｊＬルj')鋤一mトルOsa'ｓＭﾙldMe

０．５

ｂ５５－￣1--－五百~－－

中心（１，０，０）半径１の円を極座標表示すると、右図より７＝ZcosB

④ヘエーァcose,ｙ＝rsineを代入して変数変換すると

④-曾雇"『･いふ-圏';問:~,Ⅲ
-0.5

-1

-2附藝e-:･･･製⑧)…倍角3倍角の定理よ’
=2底(･柳+'-1..Ｍ｡M)〃

-2E･in2B+e-寺…M]7
-2(÷iM÷芸-;珈著-甑in芸)-2(吾-:)-"÷(答）

iニニニミｉ

1ｍ

班
3３



E】…ise15立体を座標で分析
直交する半径１の２本の円柱の共通部分の体積を求めよ。

〔解答例〕￣

直交する２本のl円柱rHglとＦｉｇ２を合成すると、ＦＲｇ３になる。
求める問題である。｡

Ｆｉｇｌ Ｆｉｇ２

更に、ｘ軸、ｙ軸、ｚ軸と座標を導入して作図する。
この共通部分の立体は、どうなるのだろうか？

この共通部分をｗ－平面に平行な平面でスライスする。

Fig3

z成分を`とすると、，辺力ＷＴ=7丁
の正方形が断面となる立体である。

断面積能4('一’2）

y=正ＭＭ=211ＭJ

一隅Ｉ
|i蕊霧雨冒鳶≦

随
一
３

鐵篝鑿！

鱸

〔解答例２〕
Point重積分を利用する方法

ｌＭｘＪ')軸
△

Ｗ平面上においてｘ三０，ツーxとJノー－ｘで囲まれた部分の領域におけ

る曲面の方程式x2+z2＝'よりz=､/ｒ;戸

､/T二三す曲面ｚ＝

力…CＤ

蕊

、刀乃ｔＢＩＭｄ冠

3４



Exemsel6交わる3本の円柱の共通部
半径１の円柱が３本ある。どの２つをとっても中心軸が互いに直交するとき、

積Ｖを求めよ｡

3本の円柱の共通分の体

[解答例１］

前間同様にｚ成分をrとすると、

,辺が２１/戸戸の正方形が断面となる立体である．

一一Ｉ

韓
ＩＨＵ

ﾛ、圃TI面

岩=府く1のと＝
つまりＮ<士-とき
sina=r,ＣＭ=､/I=7三，
扇形の面積＝０

三日月形の面積＝扇形の面積一三角形の

＝O-Lsin2e＝O-sinecosa
２￣

断面積Ｓ

＝円の面積－４×三日月形の面積

＝元－４０＋４sinecose

r＝sineとおいて置換積分すると

昭=lFM-lis莞α，
汀

＝｣FscoWe

-附設化M+に-冊)ＣＭ)`’
求める体積-16-8厄…(答）

Ｉ 観ば

７
－
３

随
一
３－－

⑧

3５



重積分を利用する方〔解答例2〕壜積分を利用する方濁
くりぬいた立体を幻ｸﾞｰ平面で切断した上の部分は、右図のような立体
になる。

重積分法を利用して２つの部分に分割して

咋膝伽1ivT=;57ｔわ，
!;､/'三;ﾋﾞﾖｈＨＰｊ,1；

＝j､/T=戸

卜蕨,hＰｔＭ

０
■
■
Ｄ
■
Ｕ
Ｂ
０
Ｃ
■
■
□
■
▽
０
０
◆
ｏ
０
ｌ
Ｌ
ｚ
Ｖ
Ｂ
■
●
ｏ
Ｇ
０
ｂ
Ｆ
０
Ｂ
■
■
□
■
■
Ｆ
Ｂ
０

ｌ
頤
、

蕊蕊
綴

■0.5 0.50.5

■０．５

『＝ｌ－ｘ２と置換積分すると
、 紗

凧
脾

‐‐一一ⅢＺ祁忰熈桃
刑
蝿
ｒ
一
一
迫

、

肝

極
万十

個
－
２

２
’
３

１
１
｜
恒

１
１
Ｊ

沼
－
３

ｒ
ト
ー …②

艤積を求めるた！
求める立体の体積はＭｘ(,_空）

ｱニニニニミニ

￣

=16-8枢…(答）

座標を利用する方〔解答例３〕

2直線ツー－ｘ,ツーＸとで囲まれる領域における曲面の方程式は
／

z=､/T=天蚕を極幽票表示すると

ｴｰｧＣｏｗを代入してz=､/T=亨百両ヨフ

゜≦e≦茅o≦『≦'の範囲で積分する。

l;姻丘ﾊ辰夷55ｍか
を計算すると良い。

3６



平成22年11月３０日（火）北数教石狩支部研究会

第１部大学入試問題

空間認識の技術 －立体図形問題への感覚的アプローチー

高等学校数学科教職員にとって、欠くことができない仕事の一つとして「大学入試問題の解説」が

ある。立体図形の入試問題は、多くの大学で出題されている。多様なＣＧを見ることによって、イメー

ジから大切な情報を読み取り、「普遍性」を発見することが大切である。自らの発見がモチベーション

を高めることになる。数年後の「電子書籍・電子黒板時代」を意識してMathematicaで教材を作成し

てみた。

北海道大学200⑨年
かすことができる。立体図形を仮想体験するこ

とができる。

日本語機能も強化され、プレゼンテーションも可

能となった。

図はある三角錐Ｖの展開図である。ここで､ＡＢ

＝４，ＡＣ＝３，ＢＣ＝5.どＡＣＤ＝90.で・ＡＢＥは

正三角形である。このとき、Ｖの体積を求めよ。 碑》課‐輻、》窪一

！：

：

cuI11l言；
立体図形の効果的指導方法として視覚に訴えて

数学的空間イメージを育成することが必要である。

MathematicaMから立体をあらゆる視点から見

る機能が標準装備された。マウスを動かすことに

よって自由に視点を変化させることができる６

〆 Stepｌ図形的イメージを体験する。

各平面のスライダーを動かし、図形変化や視点を

変えることにより３Ｄ図形を見ることができる。

i-Padlでは指を触れるだけで動かすことができる

であろう。

グラフィックの動的インタラクティブを作成

Manipulate機能も新しく加わり、それぞれの

平面のスライダーを動かすことによって独立して

=三三』:lii鍵iＬ二三EqJ4111ii雲i議霧ｉ
観察することにより、個々の空間イメージを育成

3７



平成２２年１１月３０日（火）北数教石狩支部研究会

することがで、図形のイメージから「ひらめき」

を引き出す。この「ひらめき」がモチベーション

をたかめる

StepＺ座標を導入する。

札幌医科大学２０１０年

α,ﾉｸを正の定数とし、０．＜Ｂ＜ｎｏ・とする。空

間内にs点AいＭ１』(一二亭o）

ｂ(÷隼o)があ壱…上で鮒
Ａ,ＢＰを原点中心にＯだけ回転させた点をそれぞ

､れり,E,Ｆとする。さらにＳ点り,E,Ｆをｚ軸方向に

〃だけ平行移動した点をそれぞれＸ,ⅢＺとする。

（１）点りと、直線ＡＢの距離をαとＯを用い

て表せ。

（２）三角形ＡＢＸの面積が最大となるときのＯ

を求め、そのときの面積をαとAlを用い

ＣB2＝Ｃ,42＋AＢ２より

とＡＣＢ＝90.となるので、△ABCは直角三角形と

なるので、ＡＢをｘ軸、ＡＣをｙ軸にとって座標を

導入すると良い。

て表せ。

（３）下面が三角形ＡＢＯ上面が三角形ＸＹＺ

側面が６つの三角形ＡＸＺＢＹＸＣＺＹ，

ＸＡＢＹＢＣ,ＺＣＡであるような立体を考

える。（２）で求めた０に対して、この立

体の体積をαとんを用いて表せ。

ｐｌ問題のイメージを把握する。

|惠議茨
Stepl

△ABEは正三角形なので、この三角錐の頂点Ｇ

のｘ成分は２である。

△ACDはどＣは直角とする直角三角形なので

三角錐の頂点Ｇのｙ成分は３である。）

f-qﾖ

ｂｄｒ５

０－ﾖｺｰ－－－－－』：

G(ｚ,3,2)と表示できる。

く片乱一steps高さを求める。

ＡＧ＝４より

２２＋32＋ｚ２＝４２

ｚ２＝３

ｚ＝J三

Step４体積を求める。

ルユ×lx3x4x石
３２

J'＝ｚ、/三

oulWu二

、

ＩＤ

Manipulate機能を使ってスライダーを動かし

問題の状況を把握する｡へ

3８



平成22年１１月３０日（火）北数教石狩支部研究会

ロ０

Ⅲ■■-

-..1,

Ｓｔｅｐ２必要な部分をＣＩｏｓｅＵｐする。

必要なものを明確にしておく。

点りの座標を求める。ｘｙ平面上において、

而薑(蓋:灘)(;)薑(:蓋:)…①
直線ABの方程式;ｙ－÷(炉α）
ＡＢ；掴x+3J'一α石＝O…②

………………………………………………….………………………………….…』

点(αcosaasine)と直線②との距離αとする

点と直線の距離公式により

三-'五α,o､篶凰M-aL(答，
αlcose+仏Ｍ－ｌｌ

α|cose+仏ine-l
α＝

２

-α'“州箇M-1’■卜α|伽(e+吾)－１ｌ
ｂ..（答）

Ｚ

（２）

しo<⑧<苧より吾<B<:"となり～steps座標を導入する。

Aぃ｡)β(_姜學｡)x(α…､aん)e+晉薑芸のときe=吾のときαは最大になる。
二のときJ_二|伝in芸+-.箸十二杜一声だので＿八ＡＨＸの高大巴しするしんは一定なので、△ＡＢＸの高さｅとすると

Step4圖値な条件を発見する。

０の値を変化させ図形から同値な条件を発見す

る。

ｅの最大値骨αの最大値

三角形ＡＢＸの面積が最大となるときは

αが最大になるときである。前問題（１）より

ﾑﾙ珊加薑屈
一●

…③

ＡＢ＝

石α…④ＡＢ＝
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平成２２年１１月３０日（火）北数教石狩支部研究会

三角形ＡＢＸの面積の最大値＝

二石川原~《答）
（３）

Opacity-立体図形の透明化

Mathematica60以降Opacity機能が加わり立体

図形を透明化することができるようになった。

SteP5立体構適を把握する。

条件を変えて立体図形を観察し発見することがで

きる。

筑波大学２００９年

JEyz空間内において、〃平面上で放物線

z＝y2と直線ｚ＝４で囲まれる平面図形をＤと

する｡(1,1,o)を通りz軸に平行な直線をＪとし、

！のまわりにＤを１回転させてできる立体をＥ

とする。

（１）Ｄと平面z＝`との交わりをＱとする。

ただし、ｏ＜'〈４とする｡点ＰがＱ上を動くと

き､点Ｐと点(Ｗ)との距離の最大値,最小値

を求めよ。

（２）平面遍=『によるEの切り口の面積s(/）Ｉ
(Ｏ＜r＜４）を求めよ。

（３）Ｅの体積Ｖを求めよ。

StePl初期条件の図形的イメージ

平面図形Ｄを作成する。

ぴ

前間（２）よりＢ＝ｚであるので、求める立体
３

の体積は、高ざん、１辺の長さαの正六角柱の体

積から､三角柱APPXZの体積を６個分引いた体積

に等しい。

正六角柱の体積一二=`舵in空=塑α贄胸３２

三角柱A-PXZの体積

＝上a2j,sin型－週α2A
，３３６

求める立体の体積

＝正六角柱の体積－６×三角柱ＡＰＸＺの体積

＝型α2,,一過α2〃x‘
２６

行αコル.(答）
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平成２２年１１月３０日（火）北数教石狩支部研究会

(1)

Ｓｔｅｐ２動的イメージにより最大値・最小値

を発見する0

'+(Ｍ)’Ｍ=ＡＨ＝

Ｄは、x＝０，ア2≦ｚ≦４を満たす領域である。

ｚ＝ｒとおくと '+(Ｍ)’ｍ=ＢＨ＝

-,/7二兆､/７ 矼smDem〈､/7〈zのとき￣

ＱはAい-ん)β(ｏｗ)を両端とする線
分である。点Ｈから直線ＡＢに垂線をひき、交

点をＣとする。

Ｈ(1,1,r)，Ｃ(0,1,！)とする。

Step３２つのタイプが存在することを発見１

ＰＨの最大値をＭ，最小値を、とする。

IimPeI､ﾉｱ≦1のときつまりＯ<,<1のとき

つまり１＜r＜４のとき

】+(Ｍ)’Ｍ=AII＝

ｍ=ＣＨ=１
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平成２２年１１月３０日（火）北数教石狩支部研究会

鱸
（２）ｓｔｅｐ４ｚ＝rによる断面を見る。

s(`)="(M2-㎡)である。

（３）SteP5回転体を見る！
HbmpelO＜r＜１のとき

￣￣

y=rs(`)鋤

-4"jﾆｫ+"ルー';+１㎡
s(')-"{(2Ｍ+')‐(z-zい)｝

〃

妬一つ一
一一

８
ｔ

rf．,、

町pen1<'≦４のとき

s(，)‐"{(z+z､/7+`)-'｜

="(１Ｍ+'）～

一
口
５
』
｜
■
▼
●
□

｜
■
■
●
Ｄ
Ｂ
●
●
■

●0
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名古屋市立大学・薬学2009年

収空間内の２点P(0,-1,1)とＣ(1,0,-1)をｌ

通る直線を比し、直線Ｊをｚ軸の周りに１回転

してできる曲面と２つの平面ｚ＝１および

ｚ＝－１で囲まれた立体をＡとする。次の問いに

答えよ。

（１）立体Ａを平面ｚ＝Ｏで切った断面Ｂの面

積siを求めよ。

（２）立体の体積Ｖを求めよ。

（３）立体Ａを平面ｚ＝ｘで切った断面Ｃ

､糊

の面積ユを求めよ．

Stepｌ初期イメージの作成
bへ55.,.W;./、．

１＋ｒ
Ｓ＝－

２

x(旱一学）
Jがｚ軸の周りに回転してできる曲面を平面ｚ＝ｒ

Ｃ

で切断した断面は円である。

胸|(￥｢+(等)1-"￥
｢＝Ｏのとき

咋晉０

（１）線分ＰＱ上の点をｘとおく。

両=`可】+(1-s)面ｏ≦s≦’

＝s(0,-1,1)+(1-s)(1,0,-1）

＝(1-Ｍ,〃'）

z軸と垂直な平面z=‘（-1≦'≦')と線分PQの

交点を求める。

Ｚｓ－１＝ｒ
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平成２２年Ｕ月３０日（火）北数教石狩支部研究会

I~Ｌ５リ・Cod。｡』１０．，０．
も(,｡0,-.+-－

Step２断面を積分すれば体積になる｡

(川=､…且￥咋雍LI('+涙)伽 ｴは塑点EGI'三ミルH1三三１

〃

４
●
百
Ｊ

一一

を両端とする線分である。

EFの中点をＭとする。Ｍ(r,0,'）

1M『',EjLz厚．
ユィ…j2停等〃
-212仔伍小4【凧

(3)平面zｺﾞ上の円2Ｗ≦￥=
平面ｚ＝ｘの交線をＬとする。．

`'+'≦￥よ〃≦￥

厚≦ｿ≦厚

〃一一◆

〃
ｌ
４
ｐ

ｘ４
Ｄ－－
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第Ⅱ部微分積分発見の前夜

Brachistochroneの発見_ガリレオ.ホイヘンス.ﾍﾞﾙﾇｰｲｰ

１６世紀の後半ガリレイ（Galileil5“～1642）は「振り子の等時性」「サイクロイド」「運動の法則」を

発見した。ホイヘンス（HuygenSl629～1695）はサイクロイドの等時性を数学的に考察し、このサイクロ

イドを道具として活用し当時の航海術に必要な「振子時計」を考案した。ヨハン･ベルヌーイ（Johan

Bernoulm667～1748）はニュートンとライプニッツに続いて、微分積分学の第３の発見者となった。ホ

イヘンスの等時曲線が最速降下曲線と同じであることを数学的に証明した。ルネッサンス後期に生きた３

人の生涯と、３人に研究された「サイクロイド」について調べてみた。

会の基本的理念であるアリストテレス哲学を暗記し

なければいけなかった。

ガリレオは、アルキメデスとユークリッＦの書物

に影響を受け、身の回りの様々な形態を持つ運動に

ついて興味を持った。

で１日抵抗勢力との闘争Episode

１５４３年コペルニ

クスの「天体回転

論」（地動説)、バサ

ルウスの｢人体構造

論｣、タルターリア

「アルキメデス著

作集｣､1545年カル

ダーノ「アルス・マ

グナ」が公表され：

レオ・ガリレイは、

:iii;:iijililj1l1
iiliiiiiilIillimljljiiillll1,蕊lilili

グナ」が公表される。自然科学の萌芽期の中、ガリ

レオ・ガリレイは、1564年２月１５日音楽家ヴイ

ンチェンツイオ・ガリレオの長男としてイタリアの

ピサで生まれた。

１５７４年（１０歳）フィレンツェ近くの修道院に入

る。ラテン語、ギリシア語、哲学を学ぶ。

1579年（１５歳）フィレンツェへ戻る。

1581年（１７歳）医師になるためにピサ大学に入学

した。

当時のピサ大学はトスカナ地方の学術の中心であ

った。1640年には、レーフェンフー夕による顕微鏡

の発明によって、マルピーギ（1628-94）毛細血管を

発見し血液循環説を完成し、1661年『肺の構造につ

いての書簡』を出版し肺循環における毛細血管につ

いて発表するなど、やがて医学の中心になる大学で

ある。

ガリレイは医学の勉強を始める前に、キリスト教

１５８３年ピサ大学大聖堂のシャンデリアの動きを

自分の脈拍を用いて観測した。当時、機械的な時計

はなく、時間を計る手段として、医学生らしく脈拍

を用いた。シャンデリアが長い弧として揺れる時間

と中程度の弧として揺れる時間短い弧として揺れる
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教会側が太陽中心説に抵抗した理由として

（１）地球が宇宙の中心でなくなった事は、アリス

トテレス宇宙論の消滅を意味する。

（２）天球の存在が消滅して天国の存在が消滅す

時間は同じであるアイデアに閃き、更に、実験室で

振り子の実験を実施した

「時間計測方法」として落下する水滴を用いて時間

を計測（水時計）し、一定の長さでは振動の周期

は振幅に依存しない(振り子の等時性)を発見した。

1585年ピサ大学を退学し医学を断念しフィレンツ

ェへ戻る。

1587年ローマへ行き、天文学者で数学者のクラピウ

ス神父を訪問し認められる。

1589年ピサ大学数学教授となった｡特に､運動論｢自

由落下と振り子」に興味を持つ。

大学での旧抵抗勢力であるアリストテレス派の支配

する考え「落下運動の速さは物体の重さに比例す

る｡」に対抗する手段としてガリレオは、

実験や観測による検証の意義を確立した。

1590年ピサの斜塔で公開実験を実施

る。

【教会側プトレマイオス宇宙上図】
０

【ガコレイ側コペルニクス宇宙下図】

「実験的にも理論的にも落下運動の速さは物体の重

さには依存しない｡」ことを説き、アリストレレスの

運動論が誤りであることを主張した｡

1591年父ピンツェンチオが死亡し、経済的に困窮

状態に陥る。

アリストテレス派と対立し、大学と昇給交渉が決裂

しパドヴァ大学へ。パドヴア大学には斜塔がないた

めに落下実験ができず、自由落下運動を斜面に沿っ

た運動で実験した。自由落下加速度を導入しないで、

比例計算+で解明した。斜面が同じ高さのとき、滑り

落ちる時間は通過距離に関係する。

教会と対立が深まる中、事件が起こった。

ジョルダノ・プルーノ

（1548～1600）宇宙の無限

性を確信し恒星は無数の太’

陽であり、太陽系を考えた。

1600年２月１７日ジヨルダァ

ノ・(プルーノは「裁かれてし叩

る自分よりも､裁かれているしｉ

あなた方のほうが､真理の前
コペルニクス宇宙説が正しいことが、広まってき

た。「コペルニクス宇宙説」とは

（１）太陽は宇宙の中心である。

（２）地球は宇宙の中心ではなく、また不動でもな

く、運動するもので１日１回転する。

におののいているのではないか」と言い残して、ロ

ーマ教会に捕らえられて火刑にされた。

1604年斜面に沿った加速度の法則を発見｡（不完全）

1608年オランダの眼鏡師Dツペルスハイムは望遠
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地動説を擁護すること、教授することを禁止された。

1618年１０月～11月３つの彗星が出現ドイツでは

新教徒と１日教徒が争い３０年戦争になる。

彗星の件でイエズス会の神父と対立

163Z年『天１文対話』を出版

神学者は「天文対話」を禁書にする計画をたてて、

ローマから回収してしまった。

1633年ガリレオ裁判始まる。自宅監禁を命令される。

ローマの異端審口問所において、聖書の上に手をとり

自説の廃棄を誓わされた。『それでも地球は動く』は

ガリレオの有名な言葉である。デカルトは、身の危

険を感じコペルニクス説を支持した論文を隠した。

1637年盲目

1638年７月『新科学対話』オランダから出版

1642年１月８日フィレンツェ郊外のアルチェトリの

別荘で、ピピアーニとトリチェリらとの助手ととも

に『新科学対話続編』を編集し『落体の法則』『慣性

の法則』を発表している。この時期に「サイクロイ

ドについての２つの発見」をしている。

（１）サイクロイドの弧の長さが、生成円の直径の

４倍であることを、ひもで弧の長さを計測して、円

の直径と比較した。

（２）サイクロイドの面積は、円の面積の３倍であ

ることを、鉛の板を切り取って重さを計測して比較

した。

鏡を発明し、新式眼鏡として発売する。

１６０９年自由落下運動は時間に関して一様に加速

する原理を発見。

原点からｙ軸に沿って落ちる自由落下物体は

v=､F豆亙速度を増加することを発見。

投射体の運動は、一様直線運動と自由落下運動から

成立し放物線に沿って動く(ガリレイの法則）

1609年ベネチアのサンマルコ広場で実験した倍率

I±９倍であったが､ガリ

レオは倍率を３０倍に改

良し､木星の衛星を発見

し､太陽の黒点も発見し

自転していることも発

見する。コペルニクス説

を決定的に確信させる

証拠を発表した。更に、

ケプラーが｢火星は太陽

を焦点とする楕円軌道を動く｡」と「新天文学」を発

表した。

1610年『星界の報告』を出版木星の衛星を発見し、

コペルニクスの予言が的中したことを示す。

１６１０年トスカナ大公首席数学者･哲学者としてフィ

レンツェへ行く。フィレンツェでは大学で講義する

必要はなく、研究と著作に専念した。

1611年ローマへ行き、法王パウルス５世と会見する。

ローマのリンチェイ学士院の会員になる。

1610年～1633年の間、コペルニクス宇宙論が正し

い事を証明する研究を行うことになる。コペルニク

ス説を擁護することは、ローマ教会に深刻な打撃を

与え、スコラ哲学や教会と徹底的に衝突することに

なる。更に、イエズス会の神父と太陽の黒点に関す

る論争をする｡教会側からは、「数学は悪魔の術だ。

数学者を追放せよ｡」と攻撃される。

1613年「太陽黒点とその諸象の沿革および証明」を

出版｡

1614年ネイピア「対数の驚くべき法則の説明」を出

版する。

1615年ガリレオ異端審問所に告発される。

1616年ローマの審問所でコペルニクス学説の禁止

『地動説』を否定命令が出される。コペルニクス説

は聖書に反するとされ、異端宣言された。

ガリレオは実験と数学を体系的に結びつけようと試

みた。実験では正しいが、数学的証明をすることは

当時の数学ではできなかった。

１６４２年弟子達と数学の対話をしながら死亡した

とされている。この年１２月ニュートンが、誕生して

いる。ガリレオは、近代力学の基礎を完成近代科学

の父と呼ばれた。実験と観測から得られるデータを

数学的に確かめながら理論化する方法は、この時代

にはかなりの進歩的思想であった。あまりにも進歩

的だったため、宗教社会や保守的な学者から攻撃さ

れた。ガリレオのこの新しい手法は、イタリアでは

じまりドイツ・フランス･イギリスへとヨーロッパ

全体に拡散していった。
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製作。「振子は等時である｡」というガリレオの主張

は誤りであることを発見し「振子が等時である性質

をもつのは､垂直方向からわずかな角のときであり、

60°では適用できない｡」と指摘した。振子時計を改

良することに強い関心を持つ様になり、より正確で、

誤差の少ない時計を製作するためには、始点の高さ

に関わらずその点が同時に底に到達する曲線（等時

曲線）を探さなければならなかった。

こうして、ホイヘンスは望遠鏡や時計の製作技術

者としてデビューし、時計製作の過程で、等時曲線

の研究がテーマとなり、物理学者・数学者として成

長していく。

当時サイクロイドは、初等的方法で解法できたの

で、数学者達に熱心に研究されていた.

トリチェリはガリレオの投射体の運動論を発展さ

せて、「接線延長法」を発見した。

Episw2サイクロイドの実用化

クリスチャンｏホイヘンス

（Huygcngl⑥29～1695）は

1629年４月１４日オランダ

のハーグで生まれる。

父は政治家であり､フランス

のメルセンヌやデカルトと

親交があった。１６歳まで、

父親と家庭教師に教育され

た。

1645年（１６歳）にライデン大学入学し法律と数学

を学ぶ。この頃から、数学的閃きを持っていた。

ガリレオが発表した「２つの爪から釣り下げられ

た鎖は、放物線になっている｡」の説は誤っているこ

とを発見た。この「鎖の曲線問題」はライプニッツ

（１６９１年）とヨハン・ペルヌーイ（１６９２年）によ

って、カテナリーとして解かれるまで未解決問題で

あった。

1647年(１８歳)プレダにある学校に２年間学んだ、

以後研究生活に入る。

1650年（21歳）「液体に浮かぶものに関する３巻」

1651年（22歳）「双曲線・楕円・円の求積に関する

諸定理」を出版。

1653年（24歳）｢屈折・望遠鏡に関する論文」

1654年（25歳）「円の大きさに関する発見」

1655年（２６歳）レンズの新しい研磨法を開発し、

解像力が増加した９２倍の望遠鏡を製作して､土星の

衛星タイタンを発見し、土星の輪の存在を示すb

l65e年（27歳）「水平な直線上における完全弾性衝

突の法則」を発表。

精密な天体観測や実験をするためには、時間の測

定を正確にする必要になった。航海用時計も待望さ

れ「時計製作」が軍事的かつ経済的にも重要になっ

てきた。

以後、ホイヘンスは１６５６年～１６９３年の間、時計

の完成に従事することになる。

１６５７年（２８歳）確率に関する最初の論文「賭博に

おける計算について」を発表。

１月１２日振り子の等時性を用いた「振子時計」を

2コ【

加
凹
川
佃

ｌ
ｒ
』
Ｌ
卜
』
し
Ｌ
Ｌ
Ｌ
Ｌ

Ｐ
、
）
へ
叩
》

刊
引

１２３．４５６

３１ Ｚ

「サイクロイドの各点では、その点と生成円の頭

頂点にある点とを結ぶ線はサイクロイドに接する｡」

ホイヘンスも、サイクロイドを中心に研究している。

１６５８年６月サイクロイドに関する６つの懸賞問

題に参加し４問を解く。その競技後、「等時曲線」を

探していたホイヘンスは、
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Ｏは中心、Ｃ'は乱'の鉛直方向の直径への射影で「質点がどのようにして、逆さまのサイクロイド

に沿って回転するか｡」をテーマに研究し､「サイク

ロイドが等時曲線である｡」という結論に達した。

ホイヘンスの説明は以下のものであった。

Ｐ

質点が直径〃の円のまわりを速度ｗで頭頂点か

らスタートし一様に移動する。

時間rにおける高さ〃(r)の点における速度の垂直成
分を求める。

－２５ｔ

’;生成円半径，Ｈ；円上の質点の高さ

ゐい;時間'における質点の高ざ
ん(O)=Ｈ,どADC＝Ｉ 州刎了州

帆幽似洲一Ｈ
恥
棚
恥

Mrl=､/遍匠.『で】リガリレオの理議より、

『速度の方向はサイクロイドの接線方向である｡』
Ｏ

（トリチェリの接線延長法）によって、

鉛直方向の成分が等しい

つまり、しVj,＝V，と仮定すると
'四=ﾉbC）

１Ｆ|,(`)ＩＣＣＳ⑧,、=Z,ＣＯＷ

等,ｌｉｍ二万ｍ写vim二万i可
つまＭ'wM仔oと1反定するならば川
のまわりを回転する点の鉛直方向の射影は、サイク

ロイドのまわりを回転する点の鉛直方向への射影と

同じ運動をするだろう｡」と考えた。

腓…川｡｡w薑厚
『信xJj;UFm
み(ず)=ｏとなる時間『を見つけることは､現代に

おける「微分方程式の問題」へと帰着するのだが、

完全な解法には、更に20年余りの日時を要した。

微分方程式の発見されていないこの時代、ホイヘン

スは、「補助運動」という独自のアイデアを思いつい

た。これによって、「サイクロイドに沿って回転する

点が底に到達する時間は、その始点の高さには依存

しない｡」つまり、「サイクロイドが等時曲線で

ある｡」ことを発見した。

円周上を一様に移動するので

lwlT=H〃

順筈とない①を代入し（

巖=ｚ"仁 となる。
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双方の点は時間膵兀,尼 で底に到達する。
時間からＨが消去されてしまう。

サイクロイドに沿って回転する点が底に到達する

時間では、始点の高さＨに依存しない。

『サイクロイドは等時曲線である｡』ことを見つけ

た。ただし、これは厳密な数学的証明とは言えなか

った。

以後、サイクロイドに従う振子が等時であることを

利用して振子時計を作成を試みた。そのためには、

サイクロイドに沿って動く振子(サイクロイド振子）

を製作することがテーマになった。この問題を、「展

開曲線の問題」として解いた.

曲線Ｌ（円）があり糸が巻かれている。Ｌ上にある

点Ｐに、糸の端があるとする。Ｐから、Ｌのまわり

に糸を緩むことなく張ったまま解き開いていくとき

糸の端点によって曲線Ｍが描かれる。

ホイヘンスは、曲線ＭをＬの展開曲線（伸開線）

と呼び､伸開線と縮閉線の理論を実験的に展開した．

【ホイヘンスの方法】

ロ

上図のように周期が元ずれた同じサイクロイドがあ

る。半径１の２個の生成円の接点をＣ、Ｃ,,Ｇ，を生成

円の直径上の、Ａ，Ａｉをサイクロイド上の点とする。

下部生成円の弧ＣＯ"Ａと直線ＯＣの長さが等しい。

上部生成円の弧ＣｌArと直線０℃，の長さが等しい。

孤AFC,＝孤ＡＣ,，

どＡ?ｃｃ，＝二ACC，,

点Ａ1,0Ａは同一直線上にある。

AiCは上のサイクロイドの接線､ＣＡが下のサイクロ

イドの法線になることを示せば良かった。

0

肱
－
２

鯰
－
２

池
－
２

■
・
分
●

]丘刀

－０

-２

－３

『ピンと張った糸ＡＢと伸開線との接線は垂直であ,割

る｡』『伸開線の縮閉線は唯一である｡』『Ｍの法線が

縮閉線Ｌの接線である｡』ことを推測し、サイクロイ

ドの縮閉線は、半周期移動したサイクロイドである

と推測した。
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1693年ライプニッツ「トラクトリックス曲線」を求

める。

1695年（６６歳）ハーグにて死亡

ホイヘンスはガリレオの間違いを多く指摘してい

る。ホイヘンスの主な業績は「天文学」「力学」「光

学」の３分野であり、ガリレオの研究を発展させた

後継者と言える。

ホイヘンスは航海用時計の実用化を試みたが、結

局サイクロイド時計は、航海用時計として実用化さ

れず、1735年イギリスのジョン・ハリソンが平衡輪

1659年｢遠心力に

ついて」「土星の体

系」「サイクロイド

の等時性を発見」

を発表した。その

中で、時計の振子

の運動を調節する

ためにゼンマイを

利用し、振子の等

時性からのズレを

補正するためサイ 付きゼンマイ時計

を航海用時計と

して実用化した。

船が出港時に母

港の時刻に時計

を合わせ、その時

計が正午を指した

時の太陽との角度

を測定することで

経度を測定した。

しかし、サイクロ

の研究を通して、雪

＝て丁f)ﾆｰｦてごi三Ｗ２１》isw二irli【〉
ヱｲﾑご云う｡ﾋﾞﾋﾞｰfAr>生〉ｆフゼlfhr云うごﾛｰffir>学、ご

クロイ脹形の振幅抑制装置（左図）を考案した。

「サイクロイド振り子を製作するための当て板はサ

イクロイドである｡」という結論に到達した。

1663年ロンドン王立協会会員になる。

1664年複合振子の振動中心を一般的に決定

1ｓ66年パリ王立科学学士院会員になる。

1672年～1676年ライプニッツに数学を教える。サ

イクロイドの等時性に関する問題も話題になった。

1673年『振子時計一あるいは時計に応用された振子

の運動についての幾何学的証明』を発表した。

1678年方解石を通過する光が複;屈折することから、

偏光の現象を発見した。

1682年プラネタリウムを設計・製作する。

1684年ライプニッツ「微分積分法」を発表-

1687年ニュートン「プリンキピア」出版

ﾗｲﾌﾟﾆｯﾂは『物体がある曲線y(jr)に沿って滑り

落ちるときその鉛直方向の速度劣がどこでも一定
な－ｂであるような曲線（ライプニッツの等速降下

曲線）を求めよ｡』を公開問題として提案した。

ホイヘンスは、解を証明も説明もなく求めた。

1689年ニュートンと会う

1690年『光論」「重力原因論」出版

ヤコプ・ベルヌーイ「ライプニッツの等速降下曲線」

を微分方程式の理論を使って解く。

1691年ヨハン･ベルヌーイ「カテナリー」を求める。

しかし、サイクロイド振り子を活用した時計製作

の研究を通して、等時曲線、縮閉線、伸開線等の曲

線理論を考案し探究をした‘彼は、サイクロイドの

みならず、

２１－１ 0-２

放物線形兀禦の縮閉線はy壱+，(三)颪である。
これは単なる振り子の思考を超えて曲線理論の誕

生を意味していた。やがて、この曲線研究に第２次

導関数が導入され、微分幾何学へと発展していく。
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EpisodoS人類の革命的アイデア 【例１】ライプニッツによるスネリウスの法則

の証明

フェルマーは、光の速さがvi’昭である２つの媒質

がある。ＡからＢまで最短時間で光が到達する角α，

βとすると、三I型【=§i型(スネリウスの法則)の
ｖｉｌＺ２■

証明を考えていた。（フェルマーの原理）

ライプニッツはこのフェルマーの原理を３行で解い

た。

Ａ

１６７２年から１６７６年パリ

lこおいて、ライプニッツは

ホイヘンスから数学を学ん

だ。この２人の交流は、ラ

イプニッツに大きな影響を

与えた。

ライプニッツは１６８４年

「微分積分法」を発表した。 α‘

１６８ｓ年６月「深遠な幾何学および不可分と無限の

解析について」を発表、その中において「逆接線の

方法」は、現代の微分方程式の解法にあたる。

ライプニッツは、独自の記号法を導入し微分・積分

の概念を誰にでも簡単に扱えるようにした。

ヤコプ･ペルヌーイ（`UmmbBemouml654-1706i）

は３３歳にして、数学に目覚めた。ライプニッツの論

文「新しい数学」を熟読して、この新しい数学を自

分のものにした。その後、バーゼル大学の数学教授

になり未解決問題に微分積分学を活用した。特に、

身近な自然現象に現れる曲線を研究した。弟のヨハ

ン･ベルヌーイ（JOhannBemoumil筋7-1748）

も兄の影響により数学を勉強した。１６９０年パリでロ

ピタルに微分積分を教えた。積分記号はライプニッ

ツが作り、「積分」という用語はヨハン・ペルヌーイ

が作り、兄ヤコプ・ベルヌーイが発表した。

応
６

Ｂ

【フェルマーの原理］州侭一

ｶﾐ最少となるxを

求め馴遙で微分す:と

鍔z声十七7誉f三+;デ
ーーー

万十Tﾃﾞｰ〒よ，sinaT戸車二三,sin作

幽臺型のとき芸薑oになる。ｖｉＶ２

更に、２回微分すると、

ａ２Ｔ１α2１６２．

伽’昭(α2+x2)洲(α２+(J-x)ﾕ):>ｏ
３＋－

つまり§i112L-2i旦旦のとき､Ｔは極小値になる。
ＶｉｌｌＺ

ライプニッツは、1684年この計算を行った。

JｍｍｂＢｅＴｍｍｍｉ】⑪DmnnEeTTDmlUi

ヨハン・ベルヌーイは、ライプニッツの微分積分学

を幾何学へ応用した。微分方程式を自然科学の問題

に適用した。ライプニツツとベルヌーイの研究した

例をいくつか挙げてみよう。
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【例２】等速降下曲線’

1687年９月ライプニツツは「文壇ニュース」誌にお .r－ケ一丁－－６~~~す－－弓ｂ

いて『物体がある曲線J'(工)に沿って滑り落ちていく ■２

ときその鉛直方向の速度弩がどこでも､与えられ
た－６に等しいような曲線を求めよ｡』

ライプニッツの等速降下曲線（Isochrone）という問

題を出題した。

１０月にはホイヘンスが証明なしの解を求めた。

1690年ヤコプ・ベルヌーイが一般的な解を求めた。

「積分」という言葉が初めて便■われた問題である。

、Ｇ■４

燭16i心

⑪即自n通

-６

珂蝿

-８

-10

［等速降下曲線】

このようにして、ヤコプ・ペルヌーイは微分積分法

を利用して解を見つける方法を見つけ、バーゼル大

学は当時、数学の最先端を研究する大学になった。

この方法によって、未解決問題を解いていった。

【例３】カテナリー曲線

ガリレオは１６３８年に｢２つの爪から釣り下げられ

た鎖が放物線になる。」と提案した。１６９１年このカ

テナリー問題をライプニッツとベルヌーイによって

微分積分を使って解かれるまで未解決問題であった。

ｶﾞﾘﾚｲの理論ｖ=Ｐ面示より

(訂一
血2＋の２
－＝－Zｍ

ｃｌｉｚ

の両辺を(篝｢で繩

(寡ｆ
酊化-首
鉛直方向の降下速度が一定なので、

ghL=－６を代入
伽

(姜)犯箸

(差１－１－誓

差－，F=蓼
微分方程式を解くと

jF釜(-1-箸),

－４ －２０２４

微分方程式を作成して、釣り下げられた曲線は、双

Ｚ工

曲線関数cosh王＝cﾆﾋﾞｰ±三-二（カテナリー）である
ＺＣ

ことを示した。
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【例４】円の焦線問題加今Ｏのとき、２本の直線の交点は包絡線上の点

l6g2年ヨハン･ベルヌーイ『平行な放射の円の焦線』になる。

によって、包絡線を研究した。包絡線とは、直線束この交点は、ｘを固定し、、

が覆っている領域の境界になっている曲線の方程式２α2－１１

Ｊ'=2α､/'三5京Jc一三７７=言言をαに関する関数と見を求めることですb～

半円兀鬮+y制，≦oの上から平行な光が照射なＭに関して微分した編導関数茎を導入した。
される。この光がこの円で反射されるとき、直線束

が得られる。この直線の包絡線の方程式を求めた。

１ ＩＩ
ﾛ1Ｍ

！

グ
ジ
■

夕
。
■
二
■
■
■
■
■
戸

口
■
二
■
■
■
一
■
■
『

□

〃
ｒ
ノ
グ
ノ
ｒ
ユ
〆
グ
Ｆ
ジ
ジ
ニ

＄、

、

『

魯
豈

輿､､蝿 戯

古唾巳

｡…霞電､圃麿蕊､壇…し…鐵国錘､露鍼Tｌ

中心Ｏから距離α離れている点Ａに垂直に照射する

光が半円と接触する点をＰとする。

α３＋Ｘ

が極大値となるとき､嘉一oと

の
一
助 ■■■■■■

￣

Ｚ

ｑ２)ラＺｑ２(’
`薑､、,､α壽芸
反射光線の傾きは

伽(z俳姜)=歳薑鶚;三L;(芸一芸）
反射光線の方程式は

y-b+二(芸-:)(ﾙα）
Ｚα2－１１

ツー三三コ『=宣言x~三ﾏｱｰ言夛へ

１
－

なるときは、ｘ＝ｑ３のときであり、つまり、α＝工3を

2α２ １

２､/T=Z戸へ代入すると､包絡線、

１ ｘ｜両ツー
２６Ｊ

y-e+x;)厄
を得ることができる。

刀色

‘
‘

－１＜α＜1の範囲で動く時､この直線族の通過領域の

境界線の曲線（包絡線）を求める問題に帰着する。

1694年ライプニッツは「偏導関数」という概念を

導入して、この問題を解いた。

αとα＋肋に関する直線を作成する。（上図）
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【例５】「最速降下線の研究」(B】Pacllistochrone）

ガリレイは1638年、「ＡからＢまで滑り落ちる物体

は､円がすべての曲線の中で最も速い」と主張した。

フェルマーの原理

ＶＶＤＶ〃Ｖ”

§i'五三=百i71z7=5IITZｱﾗｰ孟了＝ｘ及び

ｶﾞﾘﾚｵの降下速度の法則v=､/三豆を活用した。
Ａ

伽α雨－１１Ｗ妬~【
痢臺念…2…Ｂ

［ガリレイの最速降下曲線］

1696年ヨハン･ベルヌーイは、このガリレオの間

違いを指摘するために､公開コンテストを開催した。

「垂直な平面に２点Ａ，Ｂが与えられたとき、粒子

ＭがＡを出発して、自重だけの影響下で降下し、最

短時間でＢに到達するような道ＡＭＢを決定せよ｡」

を出題し最速降下曲線を発見する公開コンテストを

実施した。

このコンテストにニュートンも匿名で参加した。ヨ

ハンは「ライオンが誰であるかは、その足跡からわ

かる」と述べていたことから、匿名参加がニュート

ンであることを見抜いていたと言われている。

締切日にまでに、数人の参加があり、その解答はど

れも正しかったが、ヨハンの解答が最もエレガント

であった。

ヨハン・ペルヌーイの思考法は。Ａ,Ｂを含む垂直

な平面を水平な多くの層にスライスし、各層に対し

て光の屈折に関する「フェルマーの原理」を類推し

た。下降する質点は、層を次々と横切って行く。

速度は層から層にかけて変化するのだから、力学

的問題を光学的問題に置き換えて考えた。

'+(髪)藝薑急より(藍)鵠-１

F壽三よ'{悪昨亟

一一

の
一
成

厩一<--釜と…
后俳亟が得られる｡…㎡"と置繍

分する＆劣壽2Ｃｓ…M薑…

催１，E雲i'三劣勘
炉騰Ⅶnコ紬

〃=Cl(l-Cos2mM`となる｡

'二難…ﾁｲｸﾛｲﾄﾞを得ム
ベルヌーイは｢最速降下の曲線はサイクロイドであ
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底まで到達するのに要する時間は、スタート位置に

よらないことを微分積分によって証明する。.

”)=(J［(B〃(⑧))とパラメータ表示された曲線上

の2点八日｡)と（＆)を落下する小球を考える。ガ

リレイ理論の位置エネルギーと運動エネルギーの法

則により、曲線上の点(Jい')にあるときの速度は、

,/玉⑮Ｆｱﾘである｡ただし､ｇは重力加速度､ハ

はスタート位置のｙ座標である。底に到達するまで

一番上から

スタート（左下図）しても、途中（右下図）からス

タートしても所用時間は同じである。

この発見により、1697年ホイヘンスの等時曲線と

最速降下線が同じであることに驚く。ガリレオが礼

拝堂シャンデリアの揺れの観察から、１１４年の年月

が経過し、結論がえられた。ヨハンは、ライプニッ

ツの微分積分学を幾何学へ応用し、ヨーロッパ全体

に広めた。

ヤコプが1705年に５１歳で死亡すると、バーゼル大

学の数学教授となった。当時、牧師になるためにバ

ーゼル大学に入学したオイラーを数学の研究を勧め

たのはヨハン・ベルヌーイであった。ヨハンは８１歳

で死亡して、オイラーの時代となった。

x'(eγ＋ルア
豆の所要時間は、 ａｅである。

290'｡-y(⑧)）

つまり、パラメータａＯで与えられるサイクロイド上

の点をスタートした小球が底に到達する時間を積分

を使って求めることができる。半径１のサイクロイ

Ｍｅ)=e-sinMa)=cose-1とすると、
小球が最初の位置から底まで落下するのにかかる時

ＩＩＥ三三三三二t〃方亘間は、

凡
下
－
－
－
－
－
－
－
－
血

Ｊ

‐
｜
拒

一一

sin2rcosrosin2r。■

－１＋COS'0＋ ＋

(l+・OSF)ｚ(1+・卿)２
２

【1775年作成されたサイクロイド模型】
〃

、/盲
小球がサイクロイドの底に到達するまでの時間は、

サイクロイド上のどの場所からスタートしても二匹
■､/Ｚｒ

となる。

亀
●
●

ｌ
ｊ

所要時間が同じ。
’

’

／
●

、

●、

／
"

'

'

u０℃－．－．－｡...･･よ餌＝
5６



第１話鐵トラクトリツクスnactrix追跡曲線

ExemiSe1HoundXurW問題猟犬曲線問題
パリの医師であり解剖学者、フランス王立科学アカデミー会員のクロード・ペローはズボンのポケット

・から鎖のついた銀の懐中時計を取り出し、テーブルの向こうまで引き出し「どんな曲線に対して、各点Ｐ
での接線とｘ軸との間が一定の長さαになるだろうか？」この問題を提出した。（1672～1676）
当時、フェルマーもこの式を求めることが出来なかった。

1693年ライプニッツがHoundKurw値oundlCurve)猟犬曲線と名前をつけて､微分方程式を用いて解法
し発表した。

『Ｗ平面上の原点O(0,0)に飼主Ｍが､点り(0,α)α>Oに犬が伸縮しない長さ一定のαの紐でつなが
れている。今、飼主Ｍがｘ軸正の水平方向に沿って犬を引っ張ったとき、犬の歩く軌跡はどのような曲線
になるか？』

》》｛一》》昏竪■■■■■■■■■●●■

可

ピタゴラスの定理より、ＪＶＭ2＋ＤＡｒ２＝ＤＭｚ

Ｍｗ=､/万iiｱｰﾆ万１戸

Mw=,/Zｱﾖｰｰｱ
点Ｄにおける求める曲線の傾きを求めると

簔臺-器よ’■

差一万呈夛…①

－，

１
１

１

０．８ これは、典型的な変数分離型の微分方程式である。

0.6 １
ｊ
》

府
の
｜
伽

府
一
か
脈Ｍ

１
０２１ １Ｆニア,の…②い=-），

ソ
３

Ｍ
０．５ ユユ凸 ＺＺ､5

1693年ライプニニッツが解を発見した。
両辺を２乗すると〃２＝ｚＪ２－ｙ２

ｙｚ＝α2-"２よりｙ=､/房~ニアァラＪ,>ｏ

これを卿で微分するど嘉一▽簑夛＝

Z匂ｐＺｊ麓分方溜云Cをﾌﾟﾘ坊ｉする。

Dogの座標ＤＬ氷して微分方程式を作成する。
ＤＭ＝αは紐の長さ、Ｄからｘ軸へ垂線を引き点Ｎ

とする。Masterを点Ｍとする。

5７

SUap2蕊蝋分鰯鹿璽撒分方溜三℃盈鰯醤する。

SZ己p3 "=､/Zｱﾖｰｰｱ と置き鍾塑､涜分を行う。



卿７熱醐占達黛鹸し茨とめ乱②より

x=-}｡声夛の ｇ
卵
囎

角
２
２
１
忽

杯
府

屏
一
一
一
一
一
一

ZⅡ－勺’Ｚ

＋Ｃ
五一■Ｚ

伽刈（購陶 α－１/三ﾖーニア
一二Iog ＋Ｃ

ｙ２

α-31ｱﾇｰｰｱ
＋Ｃ

〃２－α２＋αＺ

｝
ｙCIbU

α２－３．２ ”８弓固灘脳&定窪ｉＣ達戒め乱》》・一一一
一

x＝Ｏのときｙ＝αより
Ｃ＝O

Jr=-,/ZJ百二アーａ１Ｏｇａ－､/ZＺ７
ｙ

･･･③

纏憂半 する。 ．，

α２ 』Ｂ
＝－＋－

〃＋ａ〃￣α

_い+B)"+α(B－４）
し+αルーα）

Ｃｕ+αルーα）
分子の係数を比較して

{_耀二2を解し宛‘－-三ルー
x-牌J厩云i百J伽
――し+二喘伽-姜陦伽

⑦ｎ句■勺■｢Ｕ■

皇。
ユ

0.8

ＦＬＬ０ｒｒｒＩＦＬ‐鵬‐膿‐ｒｒＬ‐鵬」

0.6

0.4

0.2

”ら舘月馳肱注日蜜して狙旧か達夷A宣する。

…二１画…|-二1.91脚-91+ｃ
Ｃは不定積分定数冊

縣
慌》淫 －ｍ

，－－

字、△－－－－－－

３２ 2.50.5 ユ Ｌ５

0.8

＋Ｃ

0.6

”ｅ好号途チェックする。
064

鷲』， 0.2

１１５２２．５３３．５４

α＝,のときのTtactrixのグラフ

0.5

Ｎ

この点(0,α)にｶｽﾌﾟを持つ曲線をTmcmという。
日本語では「追跡曲線」，「猟犬曲線」とか「牽引曲

線」と呼ばれている。
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ツーαsinlとおくと

下図よりⅢ薑αのとき`=芸より､苦≦`≦m
cosKOであることに注意しておく。

ﾊﾟﾗﾒｰﾀｰの範囲を吾≦嘘からo<`<〃
に拡張して表示すると、

■＿

ﾛｰ■

ＭｕｋＫＬ】

Ⅱ－F
Ⅱ＿

１．５２

`Ｍｱﾖｰﾆｧ
２．５３

へ〕ノーαsinl

０．５Ｍ１．

x=-行=ｱﾖｰαｌｏｇ

を代入すると iIJ
L」

Jノ

一一二一ニーッヨα一 ■－m

q2-CU2Sin2r 一ﾛlogＸ＝－

αＳｉｍ s麹pnZvUワパラメーター鰯冒諺宣&底する。

-Ｆころ享ＭＯｇﾙ:需
１－ICCS'｜

＝-αlcosrI-qlog-颪I77-
cosKOであることに注意して絶対値を展開する

_αcOsMIog署等
倍角公式

・oszL2cos2二-M､z曼臺zsin二棚二Ｚ ＺＺ

を利用して

，＋Ｚｃｏｓ２Ｚ－１

－ａ棚MIog恥inｴ.姜三
ＺＺ

ｃｏｓ２Ｚ
ｚ

＝αcｏｓｒ－ａｌｏｇ６ｒｒ
ｓｍ－ｃｏｓ－

Ｚｚ

ｒ
ＣＯＳ－

=ｑｃｏｓｒ－ａ１ｏｇ－二＝αcosr-alog」－－
伽旦･ｒ

ｓｍ－

Ｚ Ｚ

=αⅧ`+α,｡9個､二

ツーαcoslとおくとｔの取り方は下図のような

３Ｚａ５

〃o･５ ユＭユ･５

０＜ｒ＜－よりｓｉｎｒ＞Ｏ
＝＝Ｚ

ツーαcosrを③へ代入すると

ａ２－ａ２ｃｏｓｚｒ
一qlog2二ａ２－ａ２ｃｏｓｚｒＸ＝－

αCOS『

＝-m/5iFﾗｰｺ,｡gα二α､/5Ｆ了
aCOSr

sin'＞Ｏより符号に注意して

＝-αsinr-alogと§巫竺
COSオ

ーーasinr＋αIC窒当旦旦Ｌ
ｌ－ｓｉｎｒ

－ａ・inl+αlog(,鶚:鵲ii
--伽Ma1ogoo鵲苧`）
＝－αsinr＋a1ogcosr(1＋sinO

coszr
■ﾄﾗｸ１Jﾉｯｸｽのパラメーター表示■

仁亘笈;-1.g剛圭…④
′くうﾒｰﾀｰの範囲芸≦'≦〃

=_αSim+ｑｌｏｇＬ±三iユニ
COSr

-aoin`+αｌｏｇ(志+伽`）

5９

SU己pZOパラメーターの周り画『達避爵する。SU己ロタトラクＨノッス書パラメーター涜示する。



Ezemise＝2Ｍ年旭川医科大学後期一

"平面上の曲線c…｡川_伽+,｡={伽(三+芸)}(O<`<吾)で定義する。
(1)芸夢戯で表せ。
（２）曲線ｃ上の点Ｐにおける接線とｙ軸との交点をＱとするとき、線分ＰＱの長さは一定であること

を示也

１伽;）
~伽inMOgF三i
tanZ＝１であることに注意して

-α伽+…g鰻，
ｔａｎの加法定理を使って

－圏in`+,｡=(､(≦+吾)｝
旭川医科大学に出題されたトラクトリックスの式

であることがわかる。ただしｒａｙの変数が逆になっ
ていることに注意しよう。

α＝１のときMatlnematicaによるアニメーションを

この問題はトラクトリックスがベースになってい

ることがわかる。ただし、④はｙ＝αＳｉｍとして変

数変換したが、この問題はツーαcosrとして変数変

|則十m｡g(志十町)-⑤
伽藝伽zxL三竺三±

z1-tan2竺

剛…鰍三一酌｡多多１
x…ｍＭｏｇ(志十伽')■

=刑.wOgl毒十篭Ｉ
作成すると下図のようになる。

2．５．

ＣＯＳﾕｴｰ’より
ztan24,

Ｚ
２．

－伽mMol篭+篭１
－α血ＭＯＩ三二ｔ壹二＃二｜
■（'+伽到！

＝－αSim＋αｌｏｇ－－－－－

Ｉ－伽;)('+…二）

1．５．

1．

0．５．

Ｑ

－０

6０



点p(.…､+log{f肌(二十芸)})(｡≦,≦吾）
における接線の方程式を求める。

血=二tanlより
伽

接線；

ﾉｰ_伽(x_Ⅷ)-.in＃+log{"(≦+訂｝
ｘ＝ｏを代入して、ｙ軸との交点Ｑを求めると

〔解答例〕

伽
一＝－sinr
的

１
－×－

Ｚ
ｃｏｓ２

１

(;+芸）虫＝_ｃｏｓＨ
的

伽E+芸）

y薑……Mlogl伽(≦+吾)｝
-log{函(二+壬)｝

点c(Qlog{函(≦+芸)}）
距離公式より

PQ2＝cos2r＋sin2ノ
ー１．

線分ＰＱ＝１となり一定の長さになる。

１
‐－×－

－壜｡帥+ユ
１

方.｡.;-士.iｎｆ１
1＋伽旦

Ｚ

r
１－ｔａｎ－

Ｚ

１

.｡壱一．in;「（
＝－ＣＯ帥十一

ｒ・ｒ
ｃｏｓ－＋ｓＩｎ－

ＺＺ a１ｉ
ｉｉ
ｉｌ

銅
０１１

ｒ･ｒ
ｃｏｓ－－ｓ１ｎ－

２２

ｉｉ
ｉｉｊ
ｉｉｉ

２．５$）
：：ｻﾞ

トミ

２．５

r･’

１pos三一smZ
＝－COSｒ＋

｛･一言-圏in;ｱ悪宅 ２

'１

．．２

ｉｉ

ｉ
`４

ｒ
－
ｚ

。、

ｒ
ｌ
ｚ

伽
Ｉ

ＳＯ
ｃ

ｃ

＋
＋

ｓ
ｓ

ｏ
Ｏ

ｃ
ｃ

《

1．1.５

R、

Ｔ
４

０
０

１

ＦＰ》●●の■

。虫一・・s朴一１
血=』＝ｃｏｓｊ－ｃＯｓｒ， ・

へ
Ｐ

Ｃ苧圭一ら■一

も》宙憂ＱＢ令追１

０0.5

伽此一s1nrsinlsinrcosr

clr

COS2r-1Ｓｉｎ２ｒ
－－－＝－tanか。.（I

sinrcosrsinrcosr

P

Jq6畠
､ｈも

￣､_＿

■で

~弓

.．』拘,､…
0.8１0.2０．４０．６

(答）

≦(差)＿
ｌ
￣

COSＺｒ

諄-鑑)‐ 伽
一
成

●

－ｓ１ｎｒ

１
･･･（答）

ｓ１ｎｒｃｏｓ２ｒ
●

6１



■

第２話縮閉線…．極率円との関係について

皿醐ciseSⅧ4蝿古屋市立大．医学部

曲線Cﾘｰｪ2上の2点P(''12Ｍ+施北+〃)')においてそれぞれの法線を引く｡法線の交点をＲ
とし、〃今ＯとしたときのＲの極限をＲｏとするα

（１）Ｒｂの座標をrを用いて表せ。

(2)点Pが曲線C上を動くとき､点R､の軌跡をツー’い)の形で表せ。
(3)(2)で求めたJ,='(J値)のｸﾞﾗﾌの増減､凹凸を調べて概形を書け。

(1)ま=2xより､ｗ)における法線の方程式'±
y--士(w)+1１ルー士川興+;…０
同様に､点gいい)')における法線の方程式は

）-癒工+いげ+;…②
①,②を連立方程式として解く

１

ｘ=-1'(r+ルル'+〃ルー(r+")(二'+〃)+'2＋三
概兀=煙{-z唯+脆沌r+〃)}=-4`，

獣㈹(2kM)+内卦=諏藝+;ｊ､.(－４`w+;）

②|;二妻i告から脚を消去する凪
一'よ川薑(二三丁…=+:-代入する。

点Rbの柵の方程式はた3(一三)司十÷"．

「１

Ｊ

-２Ⅱ.５趾①.５ ０．５エユ.５２

（３）

,‐(-;):元:+全よ，
ソ－２(-%)瓦兀÷

ノー:(-;)可x÷

皿■Ｆ■■■
「

－２趾.５－ユ幻.５０．５ユ１．５２

３

２．５

2１
１

率
ぺ
“

０ｍ

-２－m.５．１－０．５０．５ユユ.５２

6２

Ｘ ●●● 0 ●●●

ソ
’

－ ＋

ソ
”

＋

ソ ､‘

１
－
Ｚ ／



【微分法による包絡線を求める方法】

点ＰＭにおける法線の方程式;>一士x+'2+ﾅ…＠
Fをパラメーターとして①をrで微分する。

芸薑余x+昨茅嘉一oのときx－４'ﾙ⑤

脂(一芸丁…⑥⑤を④へ代入する上y-3n告…⑦

⑥を⑦-代入するごγ=，(-打十台…⑧
毛－１．５皿幻.５０．５11.５２

【比較；③と⑧は一致する｡】

KeWvo唾。曲率円曲率中心曲率-
1671年出版されたニュートン署『流率論』によると、

られたとき､αの近くで曲線ツー'(x)を円に近似する。
半径の逆数を､Ｐ(α,加)）での曲率と定義する。

曲線ソール)と曲線上の点P(`u,'(α)）が与え
この円を曲率円、中心を曲率中心、曲率円の

ツー'いの点x=αにおける法線：
１

ﾂｰｰｧ;(三）し-α)+加)…⑨
疑問点；αをパラメーターとして法線①の通過領域の包絡線は何
を意味するのだろうか？

右図よりαを無限に小さく動かすと、法線は動かす法線と曲率中心
で交わる。

法線の包絡線は曲率中心の軌跡を表している。

①をαについて微分すると

藍ｲや)+綴(Ｍ１+ﾌＦｆｔＪ
嘉臺oを満たすxを求めると

＝｡=小｣し±Ｌ１ｉｉＩ:１１;↓型…⑩■
⑩を⑨-代入するとﾊｰﾙ)望辮…．
⑩⑪は曲率中心を表す。

L(二|:Ｉｌｆｏ(x「α)2心０－ル))２曲率半径７＝

Ｋ"WＭ 縮閉線

曲線J,=巾)とαをパラメーターとする曲線上の点Pい巾))における曲率中心の軌跡を縮閉線と定義
する。

The･随Ｓｍ縮閉線と包絡線■

縮閉線が曲線ｿｰﾙ)の法線族の包絡線である。６３



第３話ルーレットRouMte回転する正多角形について

“IRoulette"とは“MathematicamAction”に記述

されている多角形の回転である。

ｶﾃﾅﾘｰ曲線ｼ=一三(．:+・壱)~を正多面体”
滑ることなく回転している様子が描かれている。

鐵
繊電

鞠
､鰯畿鰯剰鏑霞霧

http:"matllworlCLwOIfiBamcomﾉnotehocks(Curvesノ

Rou1ette・ｎｈｌ〕ｙＥｒｉｃＷ・WeissteinMay2,２００４
には、正三角形,正四角形,正五角形,正六角形が曲線
上を回転している様子がある。

鰊､八Ｍ''鋳，
鞠

,輿=霧雪Ｉ 麹
鬮鞠鰯

【正三角形】

Z匂ｐＺｊ正三ｿ:i/膠ﾚヮｴ辺０つ長さ："eある。

、

【正四角形】

は辺ＡＢの中点

ａ

【正五角形】

この正三角形は原点Ｏを中心とする半径αの円に外

接する正三角形であることから

0Ｍ:ＯＡ:ＭＡ＝１：２:､/三

1辺の長さＡＢ＝/とすると、ＭＡ=､/Jbuよりエ

ルユ石ａ

忠

【正六角形】

上図から、多角形の中心のｙ成分が一定の値をとり
ながら回転している様子が理解できる。

“MathWMdl”とはｘ軸と線対称なカテナリー

ソ一二(亭+e者)の下髻正三角形が滑ることなくロ
転する場合について分析してみよう。

鎚醐:…,,鱗`ｶﾞヅ

､胸,八鑪鰄i騨,`,'’,、 篭

iii蝿､蝿 M､=川=LとなるP川座標~を求める５

ｶﾃﾅ,-曲Ｍ)一三F+ざ:)とおく
6４

SU笹口彦翅ＭＰ＝Ｍｄなる点ＰＺ〕鰯雲を求める。



rVT手ｱ;同三山=ねαなるpを求める。

微分する±'匂薑;同
Ｚ工 Ｚｘ

１+''(x)2＝'+三．－z+ｅｏ
４

２五’２ｘ・

ｅｑ＋２＋ｅａ

４

１三ii芋二iｌ 乳
i芝ii;）iｌ

ＸＸ

α
α

州
僻

》’２二一
〃
－
川
ｒ
Ⅲ
「
。
Ⅲ
‐

妙』Ｍ腰)羨紛をCHGsezr旭びるノ
ｐｐ

ｅｚ－ｅ~万＝z､/三

e筈一上＝2石
ｐ

ｅａ

ｐ

ｘ薑．｡とおくとx一一2石
X２－２，/ヨヱ-1＝Ｏ

ｘ＝石±ｚ

ｘ〉ｏよりｘ＝石+ｚ
ｐ

ｅ万＝､/三十２

号薑log(､/三十Z）
p=αlog鮪+2） ＤＣ･ｚｓｏ･ＤＣ

－ｐ≦ｊＥｐの範囲のカテナリー上を正三角形は回

転する。このとき、辺ＡＢの中点Ｍの軌跡はどうな

るのだろうか？

２

1.5

エ

'
蝋

0.5
蝿凸

Ｂ

０．２５０．５０．７５ユユ.251.５１．７５２

０

予測catemm風zyとⅢ…i工
TiPactrixの縮閉線がCatenaryになる。

Catenaryの伸開線がTractmEになる。
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E…ｉｓｏ４カテナ1Ｊ－とトラクトワックスとの重大な関係

ｶﾃﾅﾙｿｰ…:一二(ん壱１脚ﾗｸⅢﾂｸｽ{削十α,｡g伽；
｜吾≦`≦")の繍線になる。

法線の方程式；

ソ一志(ｴｰｰⅧＭ１ｏｇ伽二)+α圏in′
展開してまとめると

y--鶚兀+鶚log伽姜+論…(法線）

ｶﾃﾅ,-曲線c:ｼ薑:F+ざ:）

ﾄﾗｸⅢﾂｸｽT;|鯛二M｡…皇
を重ねて作図してみる。

２．５「
３

2.5

２
ﾕ．

1.5

１

O、

0.5

カテナリーがトラクトリックスの縮閉線になってい

ることが予想される。

０．５11.５２２．５３

３

”Ｚハラク`ﾉしソックス上の銭｡；漣Uy6ある。
2.5

ﾄﾗｸⅢﾂｸｽT二|鯛MOgm三上
の点Ｄにおける法線の方程式を求める。

１１

ＺｃＯｓ２Ｌ

劣薑aco肌嘉--ｑｓＭａ－

２

1.5

１

0.5

06511.５２２．５３

α

＝－αsinl＋－
ｓｉｎｒ 〃２ハラクノリノックズの鋤蘂rゆ､､を易eゆる・

(鶚)－歳('｡g伽二)-赤

(赤)－器を活用し＜
この法線を［に関して微分してみよう。

馨--(-赤)x+α(-歳)log伽ｉ
＋α鶚×赤十十器）

一一

⑰一巡倣一ｊ剛
一一

の
一
成

αＣＯＳｒ αｓｍｒｃｏｓｒｓｍｒ
－Ｉ

~不二三if了司『丁雨一ａｓｉｎＨ－２Ｌ
ｓ１ｎｒ

接線ＤＭの傾き＝tanr

l
法線ＤＰの傾き＝－－

ｔａｎｒ
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ｒＣＪＣＯＳｒαCOSr

-繭-歳Iog⑱､三十耐Ｗ７
Ｘ

x-aIog伽；
￣

露
ｓｉｎ２ｒ

ＱＬ＝oのときが極率中心を表すので、
ａｒ

ｘ－ａ１ｏｇ伽二
（法線）へ代入して

y臺一α鶚Iog伽二+α鶚log､二+為 Ｊｒ０．５ユユ.５２ｘ２．５３

１oge｡＝IOgmn量猷薑伽;…①α｜伽

tan姜訓とおくと、

伽薑器をY臺孟へ代入し（
Y=21L土１１２）

２〃

①より〃＝ｅ・を代入すると

Y-U綱分=に駅をかける±
２×ｅ＠

画('+・苧|×・箸（･筈+･÷）
Ｙ＝ｘＪｒｒ＝－〒

Ｚｘｅｑ×ｅα

となり、曲率中心の軌跡はカテナリーである.

各点の座標をまとめると

､(α･伽+ｑ１ｏｇ伽÷鵬in,〕
PClog伽姜誌）

曲率中心P(ａ１ｏｇ伽猯）
曲率半径『

ん(α､｡即+α,｡g測量-α,｡g伽二)』
+(α伽〒誌１

a2 a2COS2jZJ2
Ppz＝＿α２＋－－－－－

sinzrsin2ltan2r

α

ｒ＝－－－－

ｔａｎｒ

〃 UｑＤＬ～

￣－重Ｆ-－

0.511.５２２．５３

Z三ｐ３」d蝉r与可心の鋤ｉｒ２鉤eめる。
曲率中心の軌跡の方程式､’をパラメーターとする法

線の包絡線の方程式を求めてみよう。

ルαlog伽≦ル為より`を消去する。

エーlOgtan三
ｒ

α

空,｡g・=,ogtan≦ａ

▽
0.5エユ.５２２．５３
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自然現象のモデリング

数学的振子と共振現象について

微分方程式をMathematicaで見る

微分方程式を活用して、`様々な自然現象を解析して、その数学的にモデリング化してみよう。

今回は、最も単純なようで複雑な振子の運動について
ｅｎｓ

ｇ
ｌ
Ｊ

〃｜が実験１振子の実験

今･簡素化のために÷'として考える。
＿=ｖ２ｈＬ=_sＭａｅ

ａｒＵ〃

■ⅡロⅡⅡ

‘小

生=瓦=二目i旦旦より、(v,-sine)として
ＣＩＢＣ！Ｂｖ

“

時間ｊに関する動点(e(`),γ(`))の速度を指定し

EPisodel数学的振子についてｍｇ

重力の影響を受けながら鉛直平面内にある半径ノ

の円周Ｋ上を運動する質量、の点Ｐについての

運動方程式を作ってみる。

､半径Ｊを振子の長さ、円周Ｋの最低点を原点Ｏに

設定する。 ろベクトル場（↓）として見ることができる。

＿－－－－－－jＬ－－－－－－時間'によって変化する点Ｐの座標をﾀｰﾀ(r)で 一
一
一
ニ
レ
』

一
・
一
一
一
・
ア
ワ

一
一
一
》
ブ
イ

一一一一レジ
一
一
一
』
心

一
一
一
』
へ
く

一一一二二△
１－一！』」‐１１つＩ’一」ｉｉ岸

２

－
－
４
－
テ
プ
ヴ

一
一
一
ワ
ワ
イ

一
一
一
一
・
戸
ロ

一
一
一
一
』
」

一
一
一
二
△
Ａ

一
一
一
一
△
△

一
一
‐
一
一
し
』

表示する。

点Ｐは鉛直方向にＰ＝ｍｇの外力を受けている。

この外力の円周Ｋの法線方向の力は、円運動する

ための遠心力とつりあっている。

点Ｐにおける円周Ｋの接線方向の力は－ｍｇＳｍ０

ニュートンの運動方程式により

"'窯－噸副ｎＯ

ｌ窯十９．M-⑨
２階微分方程式が完成する

-=;万~ﾄｰｰ寿方-悲一jF-十一←￣砦ｆＲ－ｚ:｢－．
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ベクトル場と解曲線を合成すると（↓）の図が得

られる。

Ｖ

、ﾉ

ｭヱｰｭｰﾆ§璽旦
α,ｃｌａｖ

伽

を満たす曲線をMathem8Iticaに描かせた。（↓）

4卜

０
０

Ｃｌｊ・ｂｂ・Ｄｌ０Ｄｂ■●０．口。』廓■０

斗
毛

振子の微分方程式

型=_皇sｉｎａ
ｗ２ノ

は初等的計算では、解くことは、困難なので

楕円形の曲線（↓）は振子の振動の様子を表して

いる。，，

Ｉ
Ｆ
Ｉ
’
１
．
ｌ
ｕ
０
ｌ
Ｆ

△
毎
可
（
〃
』

型=_皇ａ
ａｒ２ノ

一方-Lｅ(三三〉 として、０のとる値の範囲 Ｖ

を小さくＯに近い範

囲で、ｇ=9.8,ノー１

として６

横軸を０，縦軸をγ

として解曲線を描い

た（→)。

楕円曲線になった。

０が十分に小さいの

で、

体操選手の大車輪

回転にならず、単純

な振子運動になる。

この図を相空間とい

う。

汀
ゴ

三角関数のような曲線（↓）は体操選手の大車輪

のような振子の回転を表している。

liill
Ｖ

}

ⅢＮ聞叶

6９



EpiBode2振子の微分方程式を解く

の2＝且として微分方程式
ノ

窯--の汐を解いてみよう。
セル+(》〃
(=淋要］
ｗ為(-鰄要に）
(二鯛二Ｉ

⑧いを求める。

ﾊﾞﾙ等と定義すると、

連立-階微分方程式等訓署一掬
ベクトル表示すると

|;}（
０(‘)=xbcos〃+ｈｓｉＭｒ（↓）

ＣＤ

の‐'内=吾,，b=ｏとしてｸﾞﾗﾌを作成した。lJor
r

ｌ

ａ

ｖ
が

島に)臺似 ;)に）
０５

ハ ハハ
x(峠(:ﾄﾞﾙおく卜偲I）

0０

Ｖ 2▽ Ｖ ▽
８６

－０ｓ

微分方程式を行列で表示すると

島x(r)=ax(H）
ｘ(/)=段ｘ(o）

固有値α，βを持つ行列Ｍの指数関数は

ご噸=竺二E2LM+〃-α竺Z■

-10

振動角が周期的に変化していることが見ることが

できる。

γ(r)=-xb伽in〃+MOcoM’
＝

↓v('）
「

Ｌβ-ａβ-α

と表示できるので、Ｍの固有値は

|M-組|=Ｏ胸の2'2=ｏ鵬±伽

．L{等(_二J ＧＩ｝
e極＋‘”

r）Ｚ
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窯一の洲．｡Ⅷ'一一一一一一瓠一一ィ

ｉｔＧ－－雲一一回困日

易に)薑Ⅲ)(:)+い,）

卜似汁⑭薑(i(3)

g(`ルー")とお化
微分方程式を行列で表示すると

島x(')=』x(`)+Q('）

x(')=段x(o)+膿-,1℃(9)dロ

１．．．．．．．．．．．．．．．．．．－．－．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．゜、－．－．．．．．．．．・・・・．・・・．・・・・・・・一・・・・・Ｐ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

Episode3振子の共振現象について

振子の微分方程式

型=_且sＭ
ａｒｚＪ

一に蝋二釜に）
＋志し弍鰡鯛伽）

の2＝且として微分方程式
／

窯一の砂であった。
この振子に、強制的に周期的な外力

′coMbrが加わわった振子の動きを分析しよ

う。このときの微分方程式は、

窯臺-のｗ･OMV
の＝cqD,ノー1のときの、Matllematicaで解くと

下図（いのように、爆発的に振動する。

特に、

cUb＝181のとして、cUb＝ＬＭとして、ＣＤとctbを極めて近く設定して、

微分方程式窯=-Ｗ+'．｡…
Mathematicaで解くと、下図（↓）のように、「う

なり」の現象が発生する。

１５Ｆ
「
し

｝．

ザwwww'JIMIWlMm
5０

Ｆ
Ｉ
Ｆ

'''''１，lll IllWll''w''ｌｌｌＩ 奇Mｌ
０

Ｉ

Ｉ
-50

この現象を､振子の｢共振現象｣(強制調和振動子）

と呼ぶ。

-1sし

【実験】 振子の共振現象を見てみよう。
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第Ⅲ部2k樵交代と革命的思想

世界は三角関数でできている－フーリエ級数展開へのｱﾌﾟﾛｰﾁｰ

１８２２年フランスのフーリエが『熱の解析的理論』を発表した。その著書でフーリエは「どんな関数

もフーリエ展開できる。逆に､フーリエ展開できるものは関数だ。三角関数で表現できない関数は存在

しない｡」と主張した。当時の数学の発展状況から考えると、関数の概念を根本的に考え直す革命的な

主張である。近年コンピューターの進化に伴って高速フーリエ変換ＦＦＴのアルゴリズムの発明．１９６０

年代にスーパーコンピューターが出現し処理速度が向上した。特に医療分野における画像診断技術や音

響工学において実用化され、人類に大いに役に立っている。、

EpisoCielフーリエの生涯

ってから起き出し自習室に入り、問題解法やペ

ズやクレロを読んでいた。「聖職者よりも数学にお

いて影響力のある人間になりたい｡」と思うように

なる。

１７８９年２１歳のときバスティーユ監獄が発端と

なったフランス革命は起こる．

JeanBaptisteJDsephnuriGrいわゆるフーリ

iIil1liI1I1Illiii
エは１７６８年３月

１８日にフランス

オーゼルの仕立

て職人の子とし

て誕生した。父は

最初の妻の死後、

３人の子供を伴

って再婚し、その

後９人の子供が

蹴轤錘ｉｉｌｉ

誕生して１２人兄弟の９番目の子供がフーリエで

あった。９歳のときに母親が死亡し､翌年には父

親も死亡し孤児となった。オーゼルのカトリック

教会のオルガニストであり音楽の指揮者であるパ

レに引き取れ養育された。ラテン語とフランス語

を学んだ。その後、同郷の女性の好意で、1780年

オーゼルの王立陸軍学校に入学し文学に才能を発

揮した。

１３歳のときから数学に興味を持ち、１４歳まで

には６巻からなる“Coursdemathematiques”を

読破した。身分制度が厳しく陸軍では将来の展望

が見込めなくなったフーリエは聖職者になるため

に、1787年サン・プノア・シュル・ロアル修道院

に入る。ニュートンやパスカルの影響を受け、数

学に関する興味は更に大きくなり、人々が寝静ま

１７９０年ベネデイクト大学の教師となる。

１７９３年革命の精神に共感して地域革命委員会

に参加する。フランス革命の混乱に巻き込まれな

がら政治活動を行い郷士の民衆をリードした。

’１７９４年モンジユの招待でEcolePO1ytechniqUe

の教師になる。

フランス革命によって、身分制が廃止された。

生まれによって一生が決定されることはなくなり、

原則として、人々は、自己の意志と資質と努力に

よって人生をえらぶことができるようになった。

自由で平等な個人の確立、所有の権利の確認は、

7２



ＣＦ

ｌ:!「本主義的な経済活動の基本の条件であった。そ

して、入学試験の成績だけで貧富、貴賎を考慮し

ない「教育制度改革」が実施された。

1795年国民議会が設立したEcoleNOrmaleの教

師になる。当時EcoleNOrmaleには、ラプラス、

モンジュ、ラグランジュが居た。

ここで「フーリエの定理｣；代数方程式の実根の

個数に関する定理を発表した。

1798年ナポレオン『数学の進展と完成は、国家

の繁栄と密接なつながりを持っている｡』という信

その日も生活の糧もなくなり、餓死の手前まで

追いつめられる６昔の教え子セーヌ知事シャブロ

ルが統計の仕事を与えた。

１８１６年科学士院に推挙されるが、ルイ１８は拒

否した。

1822年「熱の解析的理論」を発表する。

熱伝導という物理的現象を微分方程式で表現し

た。

１８２６年アカデミー・フランセの会員に推挙され

る。

１８３０年５月１６日パリで、死去。条の下ナポレオン

のエジプト遠征に

従軍した。

1802年グルノー

ブルのイーゼル県

知事に任命される。

グルノーブルから

トリノヘの道路完

成やブルゴアン沼

地の干拓を実施。

1807年に熱伝道

Episode2波を感じる実験

【クントの実験】

用意するもの

傘袋（細長いビニール袋)、発砲スチロールの粒

Stepl図のように、４０センチ程度のビニール

袋に、発砲スチロールの粒を入れ、紐で縛る。

辮孟jl1詮j曇ijililli
の問題をフーリエ、

展開で解いた最初の論文を発表したとき、ラプラ

スやラグランジュは「厳密性を欠いている｡」とし

て論争になった。当時、誰もフーリエ変換の重要

性を発見することはできなかった6

1808年男爵の称号を得る。

1811年パリの科学アカデミーが｢熱伝道の法則

の数学的理論を与え、この理論の結果と精密な実

験結果を比較せよ｡」という懸賞問題を出題した。

１８１４年ナポレオンがエルバ島へ流刑される。

ラプラスとともにルイ１８世に忠誠を誓う

１８１５年ナポレオンがフランスへ上陸し､パリへ

進軍した。との途中グルノーブルでナポレオンと

再会し、再び「皇帝」に忠誠を誓う。

１００日後､ナポレオン失脚。

ルイ１８世により「裏切り者」として、すべての

公職から追放される。

Step２「ラ音」440Ｈｚ程度の声をビニール袋に

向かって直接出してください。発砲スチ

ロールの粒はどのような動きをするので

〆しようか？

Step３１オクターブ高い「ラ音」880Ｈｚの声で

は、発砲スチロールの粒はどのような動

きをするのでしょうか観察しなさい。

Step４様々な音ではどうなるのか観察する｡粒と

粒の間隔はどうなるのか観察せよ。
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の音を聞くことができる。
●

この音はテレビの時報の音でもある。

鯨竺』１罫8000Ｈ２

【実験２】同じJ,＝Simの波形ではあるが、周

波数を420Ｈｚにしてみよう。

【結論１】クント（物理学者）が１８６６年に行

った実験です。

クントはガラス管にコルクの粉を入れて、ガラ

ス管の一端に金属の棒を取り付けました。金属の

棒をこすって振動させると、粉も振動して、波長

の測定ができました。我々の声は波である。

ＵＵＤ【Ⅱ ＩＢＵ ＯＩＩ Ｉ塊

藤iiil鑿鍵震霧iiii1霧蕊Ｉ
音の違いを聞き分けることができるでしょう

か？

【電話音の実験】

単音の発生実験

パソコンで作成した様々なグラフの音を聞いてみ

よう。

【実験１】周波数440Hzを発生する。
瞳製 １ｓ８Ｄｎ０ＨＥ

このように、ある特定の周波数成分だけででき

ている音を『単音』といいます。

単音の例「音叉」「時報」

【実験３】440Ｈｚと438Ｈｚの正弦派の音を合

成した音を聞いてみよう。

nnmI ulI ｍＵ DnIu

ｙ＝sinxを単に発生させただけでは人間の耳

で聞くことはできない。

コンピュターで１秒間に４４０回の振動数(ＨZ)、

つまり､周期志秒にすると､ｽﾋﾟｰｶｰから｢ﾗ」

ＵBUM UHH ＵＨＨ 、6ｍ

７



合成音の例「心臓の鼓動」「パルサー電波」

逆に、身近な『合成音』をｙ＝sinhを用いて

作ってみましょう。

【実験５】６９７Ｈｚと１２０９Hz正弦派の音を合成

した音を聞いてみよう。

440Ｈｚと438Ｈｚの音は見たグラフで表すとほ

とんど変化しないが、２つの波を合成してスピー

カーに送ると、今までにはない音が発生する。

ロ
ロ
ロ
囚

ロ
ロ
ロ
ロ

ロ
ロ
ロ
□

697Ｈｚ

Ⅲ■ＤｕＨＤＵ ｐＨ ＤＵＢＵ

770Ｈｚ

S25PUz

へ一寸P－章魚￣￣－章一－－－￣－－←

941Ｈｚ

鱸鰄 i電鍵霧iiiill議
l209Hzl336Hzl477Hz

釘－－＃ず､－－句

i＞｜；国！
～＝_＝ｊＬ－－－Ｚ １ｓ８０，０腿

【実験４】440Ｈｚと420Ｈｚ正弦派の音を合成し

た音を聞いてみよう。

440Ｈｚと438Ｈｚのよりも変化があることがわ

かる。どこかで聞いたことのある音だと思う。

ｎ
ｓ
０
５

２
１
１
０

ＭＤＭＨ５znDm ⅢⅡ

-０５

－１０

－１５

ｕ■Ⅲ 【、 DnDI

￣￣---4--■－－－－__ﾆｰｰｰ＝単---－－－句－－,‐－－－－－－－－

回囲 １ｓ－８３，０比

繩《|議辮lliM》《’
この音はプッシュホーン回線の電話の番号

この音はプッシュホーン回線の電話の番号『１』

を表します．電話のプッシュホーンは２種類の正

弦波の重ね合わせを利用したものである。へ

Ｌ囚回’ｓＭＵＯＨ２
このように、いくつもの周波数の波が混ざりあっ

ている音を『合成音』といいます。．‘
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(xト書十二(…竿十恥in竿）
r+伽兀)･◎･(竿)伽

EpisoCIeS波は三角関数の和

【実験８】波形の違いによる音の違いを比較する。

ﾑｰﾅL(x)･in(竿)“■
としてフーリエ係数`UhAを求めることができる

と主張した。しかし、数学的な厳密性が欠如して

いたので、当時の数学者達の反対が大きかった。

八Ｊr)がﾌｰﾘｴ級数で表示するとき､｢収束する」

か「収束しない」か、大きな疑問があった。

区間[－，Ｍ]で定義された関数九(x)が（x)に

収束するとき、「一様収束」「平均収束」が存在す

ることがわかって来た。

【実験９】鋸（のこぎり形）の波形を三角関数の

和として表示してみよう。（一様収束の例）

(x)二一;工(-"≦x≦")について

`F二匹(－妻)…-±い…
＿(－１)”

〃．

(x)=ii】L二ｌＺｓＭ
Ａ=1A

(1)三角形の形をした波の音､周波数は440Hz

WavefOznm[Triang1e，ユ，２］

￣…－－－…………￣……~￣…寧宇…・ｑ

ｍｎ､ＡｑＬ、o滝■９℃､閂《.q凸栓岱叔〆〆〆 〆ヘ、､へ"〆〆/へ．。Nト

；ｉｉＰｉｉ■！ ２ｓ８『l駆鵬
矛`－－．－』`－－いふ

（２）鋸の形をした波の音、周波数440Ｈｚ

Wav色fOZJMSawtooth，エ，２】

一・一・》

｜是・艇 ．－Ｊ

■

（３）短冊形をした波の音、周波数は440Hz

Wave2ozm[S⑩ﾕaze，エ，２】

－－｣￣Ｌ－Ｉ－－Ｉ
翻量２Ｓ棚Hｚ

【結論】波形が異なると聞こえる音も異なる。
-----割]倉。ｎ

ｉ－
ｉ.

1807年フーリエはフランス学士院へ｢固体中の熱

伝導の理論」を提出し、「どんな波も三角関数で表

示できる｡」と主張した。当時の関数概念を根本的

に覆す革命的な論文であった。

{棚竿}(釦､苧}は周期差の単振動を諭
ので､周期ﾕﾉの関数（x)は １

１
１
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"＞恥となる妬が存在する。「一様収束」とは加

九(x)が八Jr)とピッタリと一致することである。、 [ﾄｰｰ
ＰＯＤ。｡●･●ＣＯ■■･･P｡●●◆●●qDqUDD･炉･ＰＣ白OCP～｡｡￣･◆の､････････････－ウロ■O･■■■■･白･←■｡･･ＤＰ････〆bbUq---｡｡､･･■-●●ＳＦＣ･ＣＯ。､●-cIpCQ･ロＣＧＳ･●-.■●･-■､｡△￣Ｃｓ゛･Ｃｃｃ－ｏｓｏＣ･9.戸｡ご゛--べゎＵ－ＢｅＯｒ￣●■六●P･ﾛ－－．－◆－－．.■9口●●･ロー●■･Ｃ－ｃＦ････ｑ－－ｎ－…U■凸凸゛･●｡■｡､■Ｓｃ･●－．.●

大学の数学では、任意のＳ＞Ｏに対して、

－〃＜ｘ＜汀を満たす、すべてのｘに対して、

'九(x)一八x)|<ｇ,〃>恥となる''0が存在する。
Uear【Ｇ〃sawuuave]；

扇（-ﾕ)題迅
G似,麹ﾙｰｰＺ－ｓｍ[“】；

矩迅腱・

samUave【xL.］：＝Eabﾕｅ【Ｇ【、，ｘ］，い，ユ，５)】；

ｎｏｔ[図▼aﾕuate[sawuUaveIx]］，い,￣３汀,･３ォ)】

１４

Ueaｴ[Ｇ，ｓａ廓wav＆]；

｡…脆昊裏声圏､Ⅸ…M〃
sam9walre[姫］：＝Tabﾕe[Ｇ[凪,鰯山（露，ユ，５)】；

Pﾕot[gvaﾕmate[sanwviave[剣ル（x，－３兀，３派)］で７
%い貝/イリ
、白.〆ｌｒｊ

．:;&ＷＩ
ＨＶ

【実験1o】短冊波形を三角関数の和として表示し

てみよう。（平均収束の例）

(x)~{-11(''二〈二ml）
牛士吟MmlV+会い…■

一念(1-(-1)鰯｝

(x)臺離{'一(-')伽)紬

一二書病`in(2凡小
「平均収束」とは、

差の面積の平均値がＯに収束する。山や谷が存在

しても、やがて小さくなるので無視する。

任意のｅ＞Ｏに対して、－〃＜ｘ＜〃を満たす、す

べてのxに対して､Ｅ|((x)-ﾊﾞｪﾙ<&

上図のように、不連続点があるとき、最終的に

線分が残る現象を「ギブスの現象」という。

|ｉｌＩ蕊M雛iｻﾞ………劉卿趨痢Mrl竃鱗､､鐵iＭ

「フーリエ級数で書ける関数は本当に存在するの

か？」と・・・厳密性を追求する過程で「関数」

「極限」「一様収束」「平均収束」等について今日

の微分積分学を整えるきっかけになった。
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免三士僻三
ｌ

ｒ誌は一・i`一志伊]：

一志(…-1｝
";奇数のとき・ﾙｰ÷

〃J〃

";偶数のとき９，＝０

Episode4・複素形フーリエ級数へ

周期2元の周期関数（x)のフーリエ級数展開は

(x)壽書十三(…､+…）

咋士い)･…

牛こいx)`…であった⑨
オイラーの公式ｅ“＝ＣＯＭ＋jsinxより

ｅｊｍ＝coMx＋isiMxとなるので

e殖は周期壁の関数である。
〃．．

(x)÷会皇丙副艸
これは複素数世界なので実数世界に変換すると

CJD＝Zcb＝１６Jb,＝ch＋cL"＝O

-i6h＝ch-c-〃

〃;奇数のとき

６ルー二塁二三堅=一二
Ｊ汀〃

６m＝ｏ〃;偶数のとき

実数世界に変換すると、

（xﾙｰ+二言病･in(zlM)エ

に::i:1二t}:ｌｌｗｗ≦よ，●●◇

'二鋲｜■
…､+坤伽薑苧･棒+苧僅-…

r署『竿,圷梺とお化

(x)÷+善(“OMM+咽ｉｎ川）
＝Zche赫十

r苧薑士延八x)(6.Ｗ_畑n通)伽

２３３－２－１

薑試八Ｘ脚『

'例Ⅱ)-ＩＣＩ園）
を複素フーリエ級数展開する。

！
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R(の)=Ｍｘ)"Mxuh
とおくと、

F(の)=R(の)+Ⅸ(の)=|F(の)'＠雌仁l

lF(の)|は､（x)の｢ﾌｰﾘｴｽﾍﾟｸﾄﾙ」

e",(j（)は､プ(x)の位相ｽﾍﾟｸﾄﾙ

Episode5フーリエ変換へ

周期関数のフーリエ級数展開は、正弦と余弦の重

ね合わせで表示したが、実際に分析しようとする

関数は、周期のない非周期関数が多い。非周期関

数は、周期関数のＴがＴ→｡｡になった極限として

扱う。

周期関数；

バェ)＝Ｚ｡,e岬

q､÷咳八x)乞陶［ 胴Ⅷ十;燭をフーリエ変換する。

非周期関数；

'(工)薑去区F(の)…

F(の)='二八兀咋…伽

一
Ｉ
Ｉ
Ｐ
・
Ｉ
Ｌ
Ｉ
１
ｒ
Ｉ
・
」
；
Ｌ
ｌ
ｌ
ｒ
Ｌ
‐
－
１
－
‐

虹
ｏ
⑨
〃
｜
、
一

宮
Ｌ

ｎ
ｍ
Ｕ
一
ｍ
ｍ
》

F(の)を､（jに)のﾌーリエ変換
０４＝

F(の)：空間周波数スペクトル

，その逆変換

'(x)壽士'二'ｗｗ①
オイラーの公式e-jmJF＝coMDx-isin伽より、

|‘…|=､/扇rHii扇F壷高三;='から、

Oユ１－

…１．－．－．．」
s－２－１

F(の)='二'(x)・-…伽

７ ３

ワｍＬ－~

(x)e…|=|(x)Ｉ

区|'(工)|血='二|(刀)e-繊忰が有限な脳

F(の)=Ｍｒﾙｰ…伽も有限である。

＝'二(x)(coMHsiMx)`f”

x(の)=Ｅ(x)sin鯛

▲▲▲
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フーリエスペクトル（↑）

八jr,氷e~〃をフーリエ変換すると

F(吉")=伝多等となる｡(途中計算省略）
（↓）

EPisoCle62次元フーリエ変換

平面座標(刀,y),Ｘ線吸収係数’(〃)から空間周

波数領域(4Ｗ)への２次元フーリエ変換F(鋤）

毫覺1111蕊i篝＝
について

F(４Ｗ)='二｣Ｍｘ,y)e-j(卿)軸
含＝のcosa〃＝のsine

八Ｊい')。F(ﾆﾜ)～

【例】 八Jﾋﾞｳﾙe一三-'２より、ややつぶれた曲面になる。

6０

ﾖ０

4０

釦

釦

釦

皿

釦

０

０１０釦３０鋤釦釦

MathematicaはＦＦＴ高速フーリエ変換を装備し

ており,フーリエ変換の結果、低周波数部分の画面

を中心に配置し、高周波数部分の外側に配置して

いる。

'(jrbJ,)をフーリエ変換すると､Ｆ(誉,j7）

F(ご")を逆フーリエ変換すると八Jｗ）

直交座標(4Ｗ)を極座標(Ｍ)に変換

4０

3０

2０

、

0ｍ２０麺４０釦。、
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についてフーリエ変換してみよう。

（x,y)=e-"ｗのｸﾞﾗﾌ（↓）
F(省")=、ﾆﾊﾞxj')e－１(剛鋤

=Ｆ(のcosa伽肋）

=Ⅸﾙｿﾙｰ鰺(……９１伽

平面座標(x,y)を角0回転し､新座標(x,Y)とす

蕊:鬘〉ると．

に鰍;鶏
２

△…嘉一團肌芸訓皿劣－．ＭCLX
6０生
〃
妙
所

批
菰
の
一
Ⅸ

ヤコピアンノー ﾖ、

００

{jj二麓繍：
積分の変数変換より

釦

F(のＣＯＳ⑧,川畑)員

'二Iこ(XCM-YSinMSM+j,coSMtjY

p(〃）

='二八xcM-YsMxsM+YcM)〃
とおくとｊｉＪ

Ｆ(伽oSaのSime)－１二p(X,舵棚肛

p(｣Ｍ)からF(のcMb伽Ｍ)が求められ

釦

、

０

0ｍ釦到㈹．釦切

フーリニヱ変換した、画像（↓）

釦

釦

4０

o<e<z"まで変化すると、Ｆ(ご")が求められ￣￣

功

る。／(x,J')｡Ｆ(菅"）

ＣＴの基本的な数学的原理である。

【例】

､２０

1０

バェ,y)=e-㎡-『
０ 、

０１０釦郵４０釦６０

８１



医療と数学の関連について

Ｘ線画像診断の数学 医学の進歩に数学はどのようにして関わってきたの力。

1895年11月「Ｘ線は可視光線を通さない物体を透化すること｡」を発見し、実験室で手の「Ｘ線写真」

を撮影したWmlelmConradRoentgenは､６年後1901年に最初のノーベル物理学賞を受賞した｡１９１０

年代には、ＧＥ社が装置を改良したクーリッジ管や増感紙をフイルムを併用し､Ｘ線診断法は実用化さ

れた。現在、医療現場においてＸ線画像診断は、医療現場において最もポピュラーに活用されている。

単純Ｘ線撮影

Ｘ線撮影は､Ｘ線の持つ次の性質を利用している。

（ｉ）Ｘ線は体内に入ると、減衰（吸収・散乱）

する。

（ii）写真作用、蛍光作用、電離作用、着色作用

人体内の各組織のｘ線の減衰する差が、透過した

ｘ線の量を変化させ、フイルムを用いて画像とし

て観察する。減衰割合は

①原子番号の大きい物質は減衰が大きい。

②同じ原子番号のとき、密度に比例する。

骨格はＰ（リン）Ｃａ（カルシウム）を含んでいる

ので原子番号は大きいのでｘ線は減衰するので、

白く観察できる。肺は空気を含んでいるので密度

が小さいので減衰しにくいので､黒く観察できる。

聯
霞
醗
霞
…
… Ｉ似.:J、

吸気時（↑）には、気管支内の空気は、正常な位

置にある。呼気時（↓）に右肺が収縮できず、収

縮可能なのは、左肺である。右肺がより放射性透

過性であることがわかる。

右気管支から、ピーナッツが見つかった例。

11,1嚢鐸霧騨

rZi

参
…

Ｓ
ｃ
●
‐

ぬ
訳
認
鰯 巴幽

(Ｘ線単純撮影THgoo1）
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断層撮影

・Ｘ線単純撮影は、Ｘ線が体内に入ってから抜け

出るまでに通過したＸ線減衰の総和として２次元

平面に投影した画像である。（FHgoo1）

,断層撮影は、目標とする特定の深さの層のみを明

瞭に撮影して、他の断層面以外は、ぼかしてしま

う方法である。

Ｓ,：Ｓ

(単純撮影↓FHgOO3）

ii轤議議蕊蕊霧

lliili
に投影される。

Ｐを含むフイルムに平行な断面以外の点Ａ，Ｂの

投影像は、α－α'，ｂ－〃となり、ずれてしまう。

結果画像は、ボケてしまう。

【質問１】上の写真FigOO2とFigOO3の違い

は？特に、鎖骨部分を比較してみよう。

上の写真HgOO2は断層撮影で､鎖骨がはっきりと

投影されているが､写真FigOO1は､全体は投影さ

れているものの、鎖骨が不明確に写っているのが

わかる。（繭9004↓）

α らｂ’ｐｐｍα’

Ｘ線発生管ＳがＳ,に等速に移動する時に、フイル

ムＦをＦに移動させると、線分ＳＦと線分ＳＦの

交点Ｐは､常にﾌｲﾙﾑ上にある一定の点山,）

（断層撮影↓FHgOO2）

Iiliiw

I,ORF‐ＵＬ￣・
ＬｑＰ◆ｑ－ｄ

１即ｳｰﾉｰ′・or■
’｡。

」（0 |iii
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ＩｎＩ１１鐸Doneitymot【Sin【Ay2l2心,一元,派),(y,‐宛,派)］ＣＴスキャンの数学一画像も波である

【実験】コントラスト伝達関数 ３

２

１

１0

0

oLItI1】二０

0
-１

0

-２

-３

-３－２、－１０１２３

【結論】「画像I土２次元の世界である」

Ｘ線は身体に入ると減衰する。一般的に原子番号

の大きい物質を通過するＸ線の減衰は大きい。人

体の骨や歯はＰ（リン）やＣａ（カルシウム）を含

んでいるため、減衰し「白く」見える。肺は空気

を多く含んでいるので減衰が少なく「黒く」見え

る。このため、Ｘ線は各組織を透過した強度に差

がある。このＸ線の減衰値を関数の値として、

医療用のＣＴ画像が作成される。

明るい時の値＝’、暗い時の値＝ｏとして（

y訓iM(o≦x≦吾)をｺﾝﾄﾗｽﾄ伝達関数上’
して表現した明暗を現すグラフである。

Ｏと１の間を値とする２変数関数として画像を表

現することができる。

【実験gリバxjI)=sin2(x2+ｿ2)の2変数関数Ｉ
をコントラスト伝達関数として真上から見る等高域

線の明暗を作成してみる。

１，【21:=山勘【Sin【終2･y2l2,(鞭,‐元,冗卯(y,_宛,,r)］

１００

OuM21= gｏ

四０麺 1００0

このＣＴ画像を、横軸ｘ軸、縦軸ｙ軸として、Ｘ

線の減衰値を関数の値として､２変数関数を作る。
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【実験】CoHHDuterTomographyの原理

ＣＴは１９７３年イ

ギリスのハウンス

フイーノレド

Ｇ､Ｎ,Hounsfieldと

アメリカのコーマ

ックＡ・ＭＣｏｒｍａｃｋ

“職
襲露：蓬199h.91塞譲醤

篝鬮§蕊藝蕊蕊議露騨譲i蕊、
５ によって発明され

た。

1979年彼らは､ノーベル生理学･医学賞を受けた。

ＣＴはいろいろな方向からＸ線を照射する。患部

によってＸ線の吸収率が異なるのでＸ線の分布影

像が投影される。これらの影像は互いに重なり合

ってボケた影像になるので、波長の逆数について

フーリエ変換を行う。これらの変換は重なり合う

ことはないので、積を計算し、全体のフーリエ変

換を合成して、最後に逆変換すると断層写真が完

成する。ＣＴは、実質臓器の診断に有効であり、さ

らに､病巣の立体形状についても情報が得られる。

その後、人体中の水分子の水素原子核が電磁波を

吸収する比率をフーリエ変換により求めたＭｍ

の発明も続き、医用画像診断が急速に進歩し現在

の医療には欠くことができない機器となった。

さて、このＣＴの数学

０

.．一一－－．．－－－－－－－－~Ｆ-----.--...－－ｆ

０９

ソ成分を固定して、変数ｘを横軸にするグラフを

作成すると、下図のような波が得られる。

=－－[}－－－ｙ

！
‐
１
１
１
！
‐
１
１
－
－

■
■
、
■
Ｄ
０
０
Ｄ
Ｄ
Ｄ
ｐ
■
●
●
●
●
●
●
白

ＩＤＦ

８
ｌ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
ｌ
ｊ

Ｂ
Ｃ
ｌ
０
０
‐
●

さて、このＣＴの数学

的原理はどのようなも

のであるのだろうか？

どうして断面図を作成

することができるのだ

ろうか?

「ロの字」を数式処理ソ

フトを使ってパソコン

で画像処理してみよう。

ＣＴの原理は数学者ラド

ンJohannRadon（18Ｗ

～1956）が１９１７年に発

表した『すべての角度か

■
Ｂ
●
ｐ
Ｄ
Ｄ
Ｃ
ｐ
Ｂ
■
■
ｐ
Ｃ
Ｄ
Ｂ
Ｄ
■
Ｐ
Ｂ
Ｆ
ご
Ｃ
Ｐ
の
ｂ
ｅ
ら
●
Ｃ
●
Ｄ
Ｐ
Ｓ
Ｄ
Ｐ
⑪
■
、
■
◆
●
■
●
Ｇ
Ｂ
の
■
ｐ
Ｄ
Ｂ
Ｓ
Ｃ
Ｐ
Ｇ
ｂ
Ｐ
ら
●
Ｂ
ｐ

●１

鐸2０４０⑪８０IＯＯｎＯｌ４０Ｉ⑪

AＩ

「どんな波でも、周期の異なる三角関数の和で表

示できる｡」とフーリエは説いた。ならば、どんな

画像も、いろいろな周波数（周期）を持った三角

関数で表示できる。その、周期を求めることを

スペクトル分析という。周期を変数とする関数に

変換することを、フーリエ変換という。

表した『すべての角度から透視したときに、得ら

れる無限の投影データから２次元、３次元の画像

を一意的に再構成することができる｡』との数学的
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に平行な直線上のデータを積算したものである。

Ｘ線撮影で得られるデータそのものである。
Ｆ－－￣－－－－－－－－－－－－－言－－－￣－－－－－－一－－－－－Ｆ￣

定理が基礎となっている。

底百五五~I5ZI5i5Ir室調 一一４０．．．８．（’三口》ラドン変換とは、断層面をＪＣＪとし、Ｘ線の吸収

係数をルジ)とする。
2.5:.

２

Ｕ

Ｌ５？

'Ｉ

０．５１

．Ｌx軸から反時計回りに角ｅだけ回転させた

し,v)座標を考える。

蝿四Ｈｚz亡HEO型

」

上図I蝋軸1劃、職ihに觜Ｂ誉qとりftado聟変換し

たグラフを２次元化したα

このあらゆる角度から得られたＸ線の分布グラフ

から、断面画像を再構成する方法が問題である。

BackPrOjection法（逆投影法）が最も簡単な断面

の再現方法であるが、原点付近での投影枚数が重

なりボケてしまい原画像に戻ることはない。

け(:霊:期)(つ
ｖ軸上にＸ線発生装置があり、〃軸上へＸ線を投

影する。

Cザル,e）

=｣Ｍ`cosa-Ⅶ川船Ｍ+vcosﾀﾞル
・・・①

′の〃軸上のRadon変換という。

'５厨N『雨孟忘蓼調
そこで、波長の逆数について

フーリエ変換を行う。波長分布に変換する方法に

より、独立に扱うことができる。各波長別に変換

の積を合成してＷ最後に逆変換すると断層写真が

得られる。１９６５年クーリーCooleyとチューキー

TMKeyによって高速フーリエ変換(FFT)のアル

ゴリズムが考案され、コンピューター技術の進歩

に伴い、リアルタイムでの多量の処理計算が可能

-,0凶75戸5０２５２５５０７５１００

、LjiV
と

．》｜》
郵
画
茄
釦

上図のグラ夢は､や＝仇RA8Ion菱換塊ｸﾞﾗﾌ
を数式処理ソフトMathematicaで高速フーリエ

変換ＦＦＴしたものである。

－１０８F75-5025２５５０７５，０

､Ｘ線の吸収係数をｖ軸つま 。⑥、'5,掴
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、:ＦＷルワ).､(…)物

=r"IPW昨osa州M)e;(……脇
・・・⑤

③⑤より.

縦軸を角８，横軸にｒをとり、フーリエ変換し

たグラフを２次元化したグラフが下図である．

印

5０

ルル(2")‐:r"IFwv比e)‘
巨砿一ｦﾗｱﾌi二戸。～

Q(ｒ,B)=ＷＷ?/)Ｍ）」

"(xcos僻ysinB)'ｚｊｌ．4０

3０

2０

1０
ｅ＝Ｏのときフィルター処理を実施したグラフ

や

，401
０

-30－２０-100］0２０３０

ノＷＲ/)Ｍ)のｸﾞﾗﾌ
①より〃軸上のRadon変換

(R/・沖,⑧）

=旦池cose-ⅦＭ川Ｍ+ＶＣＭ)伽
を、変数"についてフーリエ変換すると、

AＯＩ

、２０３０so２０－，０

6０

Fw比e)臺念､｣ザルルⅧ 5０

・・・②
4０

１

▽扇ＬＬルルＶＳＭ"Sm+vcosaﾙｰ鰄鰄”
２０

ｘ＝〃Ｃｏｓａ－ｖｓｉｎｅ,ソ＝〃sina＋vcosaより

〃＝xcose＋ysin⑧を代入するとｍ

ｌｗｖ)c昨念皿ルホ……'伽。
＝､/三万厘,,け)(rcosarsM）

－３０－２０ヨ００ユ０２０３０

,） Ｑ(７，e)='''１Ｗザル⑧)のｸﾞﾗﾌ

・・・③上図は横軸ｒ、縦軸Ｂとしてフィルター処理を実

施した図である。.2変数の逆フーリエ変換により

ルル去帥ﾙﾜﾚ…'伽か雪I;:三雲|護簔鶚i像を糊について逆フ
。．④一リエ変換を実施する。

極座標変換する。Ｅ＝rcos⑧,ワーク･sineより

Ｐ(塾β)臺念丘岬剛．
8７



更に、元に戻すには直交座標変換すると。

求めたＣＴ画像は下図である。

下図はｅ＝Ｏのとき逆フーリエ変換を実施したグ

ラフ
１００？

釦
加

！
8０－

；
・
□
；
ロ
レ
ロ
■
■
０
０
９
日
ｑ
Ｃ
Ｌ
０
ｄ
守
Ｄ
Ｆ
０

釦
妃

1０

2０－

INH

［－－－－－－

ｍ２０３０４０５０６０

横軸ハ縦軸Ｂとして逆フーリコニ変換を実施する

と、

０

-10

Ｉ！ illIi
6０

刎
刊

5０

０ｍ２０３０1０-30－２０
4０

近年ＣＴの撮影方法も進歩している。

ヘリカル撮影:Ｘ線管球が連続回転すると同時に、

寝台も移動して、螺旋状にスキャンする。３次元

の情報が得られる。（肺の表面↓）

3０

2０

8

1０

鍵i溌丸悪 ii蕊､I蕊蕊`鑿０

０ｍ２０３０４０５０印

元の画像に戻すには、逆投影変換を行う。

犀i忘一函iE影國調

(BPﾙy)一士lrP(】隙･鮒+"ｗ)`'８
Ｂ＝Ｏのとき逆投影変換を実施したグラフ（↓）

、７０面

鐘iil霧蕊鑿ｉｉｉ

:従来のＣＴはＸ線検出
グ

320列配霞した。同時に

、（多列検出器型）

声
ｌ
ｒ
，
』
－
』
Ｉ
Ｆ
１
戸
し
ｉ
，
ｒ
』
‐
・
Ｆ
Ｆ
Ｌ
・
」
Ⅱ
←
Ｉ
ｒ
０
ｒ
ｏ
ｒ

扣
幻
、

Ｔ器が１列であるが、最大320列配置した。同時に

複数の断面が撮影できるので､高速に撮影できる。

これらの画像処理システムには、フーリエ変換と

逆フーリエ変換が利用されている。
OＩＯ・ｊＤＩ－０

２０３０

１，‐ロ｡□Ｉ

2０ 10 0－３０
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驚瀞蕊蕊鳶議灘j織蝋リニアックの原理

1917年ロシアの数学者ベシコピッチ(BeSicovitCh）

は、掛谷問題をベースにして、「あらゆる方向の線

分を含むような平面内のルベーグ測度Ｏの集合を

考え、現在、ベシコピッチ集合として知られてい

る。この考えを拡張して、四角錐の底面を４等分

して、小さな４つの三角錐 鰯割し＿二面が.！

露iii篝ii鑿i蕊讓鑿
劃Ｉ

囚

iilll
するとがん細胞だけではなく正常細胞も死滅して

しまう。がんを治療するには、正常部位へ照射す

る線量を少なくし、病巣部分に集中して照射する

必要がある。そのために低レベルの放射線を多方

向から照射することが重要である｡

実用化された「リニアック」（上図）

はＣＴやMRI等の画像診断機器によるデータを基

にして、詳しい線分布図を作成して治療計画を立

案し病巣部分へ集中照射する放射線治療機器であ

る。

ＣＴやMRIはフーリエ変換を応用したものである

し、遺伝子治療や創薬の分野では「グラフ理論」

が活用されています。

パイナップルの葉のような,細い立体が、次々と作

成できる。理論上、測度Ｏの立体ができる。

実際、測度Ｏの立体は無理としても、医療分野に

この理論が活用されている。

特に、「放射線による癌治療」分野に応用されて

います。

がん細胞に放射線を照射すると、がん細胞のＤ

ＮＡが破壊され死滅するが、単純に広範囲に照射

8９



ＭＨは、何を見ているのか？ 「歳差運ﾆﾚ」

磁場に比例して、ｌ滋化ベクトルがコマのように、

首振り運動をする、、伽agneticIBeeonanCeImngineｸは、

核磁気共鳴(NMR)を利用した画像診断法である。

ＭＨで、対象とする原子核は水素Ｈである。

Ｈは強い信号を出す。Ｈの原子核は、水、脂肪、

蛋白質、核酸の分子を構成し、体内に大量に存在

する。それぞれの状態を反映して、発信する電波

に変化が見られる。この微妙な変化を分析するこ

とで、原子核の種類や状態を把握し画像化する。

iilllIiiiiir
「外部磁麓i」

１９８０年前半にMmIが医療に活用されるように

なった｡１９８３年に常電導方式を使って磁場を発生

させていたが、lggO年代になると、超電導方式に

なった｡今後､更に超高磁場の装置が導入されて、

画像診断や機龍解析に役にたっていくと予想され

る。

「共鳴周波数」ラーモア（ImmqH）周波数

原子核を共鳴させるために照射する電波

【例】水素の原子核Ｈは、１Ｔ(テスラ）の磁場に

おいて、似.58ＭＨｚの電波に共鳴する。

炭素の原子核Ｃは10.71ＭＨｚの電波に共鳴する。

「核磁気共掛」

NＭＲ（MHdearMagneti④Resoname）

1946年プロッホ（BUocln）とパーセル（PmCeuD

によって発見された｡1952年ノーベル物理学賞を

受賞した。

さて、『核磁気共鳴」とは、

磁場にさらされた原子核が特定の周波数の電波に

共鳴して、電波を発信する現象。

このとき、磁化ベクトルが、一定の周波数で振動

するので、電場も誘導されて、一定の周波数で振

動する。この周波数と同じ電磁波を吸収、放出す

る。

StePl外部磁場がかかっていない状態

⑤

「陽子スピン」

水素の原子核を陽子（プロトン）と呼ぶ。プロト

ンは３個のクォークで構成されている。

2個のｱﾂﾌﾟｸｵｰｸが､+二

１個のﾀﾞｳﾝｸｵｰｸﾙ;の電荷を帯びてい
る。つまり、電荷の分布が偏っている。このよう

に、原子核を構成する陽子（プロトン）が奇数の

場合、プロトンが、自転すると、微小な電流が流

れ、自転軸方向に磁場が発生する。自転する量子

力学的角運動量を「スピン」という。



StepＺ外部磁場をかけると､核スピンは磁場に沿

った方向とl醸場に逆らう方向の２タイプに分かれ

る。

StelD3ラーモア（Inrnmr）共鳴周波数のラジオ

波(IBFパルス）を照射すると、エネルギーを吸収

する。プロトンは、＜るくると回転して、傾いて

歳差運動をする。これを、核スピンが共鳴すると

呼ぶ。

l川Ｔｌｌｌｌ

旬

(プロトン↑振子↓） 振子の共鳴現象と同じ。振子は徐々に動き出し、
●

共鳴する力を止めると､やがて減衰運動し止まる。
重
力
方
向

振子に例えると、重力をあたえると、振子は下方．

に静止した状態になるのと同様に、水素原子も外

部磁場に対して平行に変化する。

8３



「１０Ｍｍ償駒

とは、共鳴した原子核が放出する電波の強さを表

す。

Step4…ラジオ波（IBFパルス）を止める。…いい

プロトンは、エネルギーを放出しながら、静磁場

の方向へ戻って行く過程を「緩和」と呼ぶ。

静磁場の方向を中心に回転しているので、水平面

での回転から電磁波（自由誘導減衰ＨＨＤ信号）が

発生する。コイルに誘導霞iiiが流れる。ｇ⑥｡パル

スのとき最大嫌になり､糊とともに寵,jlitil

「勾毘コイル」

検出信号に発生部位の。－膜をつけるために、少

しずつ磁場強度を変化させる。郵便番号のような

もの・勾配コイルはＸ軸、Ｙ軸、Ｚ軸の３方向に

対応して設置している。

いく。

MEI僑駒

ＮＭＲ信号に位置情報(郵便番号)を加えた信号。
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勉－０．５００．５１

介轌 |/|薑I臺簔薑'１冨
簔|震篝|髪|鬘時

MIBI信号をフーリエ変換して、各ボクセルに配置｡

この原理は、Ｃｒスキャンを同じ原理ｂ．

Ｔ１齢緩和時､Ｍ；信号放出能力が6Ｍ％まで回復

するのに要する時間。J

T1が短い程回復能力が高く、次のパルス波を照射

されたときに、強いＮＭＲ信号を出す。ＭｎC信

号を放出する寵力が、どのくらい回復する指標。

畑横緩和時間;⑧O・パルスの状態から減衰して最

初の36.8％まで減衰するのに要する時間。

、が短い程信号は速く減衰する。、が長いと信

号は、なかなか弱くならない。
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凶疹

Tl強調画像（↑）

短し､繰り返し時間

Ｔ２強調画像（↑）

長い繰り返し時間

分子が自由に運動できる状態=）Tl,T2長くなる。

Ｔｌ強調；低信号（黒）

ＴＺ強調；高信号（白）髄液，尿が強譲ｉ

分子の運動が制限=゛、,畑短くなるｄ

Ｔ１強調；高信号伯）脂肪，濃い粘液

Ｔ２強調；低信号（黒）

Ｔ

ＭｎB信号はプロトンの密度に比例して、緩和時

間に関係している｡、が長い組織の方が信号強く、

T1の短い組織の方が信号は強い． SAS(SuzG肌eAnatomyScamnin8J（↓）

TZを強調して、脳の表面を撮影した画機

雨
液

鮒
歴
》
蕊
醗
柵
柵

（↑）Ｔｌ緩和時間

MRIでは、共q鯛波数のラジオ波（IBFパルス）

を照射したり、切断したIDを繰り返すが、その一

周期を『繰り返し時間」という。繰り返し時間の

設定を変えると、緩和時間の大きい組織と小さい

組織の画像コントラストが変化する。

8５

組織 緩和時間(､B）

脳皮質 377

脳髄l臘駈 285

脳浮腫 ５００

脳脊髄液 1155

甲状腺 Z7５

H11磯 211

肝がん 432
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MRDSA(MRdigitalSUbtractioMngno猷叩Ｍ
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カテーテルを使用しないでMRIで血管を撮影。
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｡

３Ｄ表示（↑）目的とする構造の表面データを

抽出して作成。

最近は､磁場釦～断の装置が開発されつつある。

水素以外の元素リンやナトリウムのＮＭＲ信号の

画像化も試作されている。

三次元画像処理もでき、病変部の立体形状の把握

に優れ､手術シュミレーションに活用されている。
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