
１　カテナリー（）の定義

　カテナリーは懸垂線とも呼ばれ、左右２点で張られたときに自重でたわんだしまう曲線のことです。

以下の式で定義されます。

　　　　　　　　　　　　　　　　   












　　

　グラフで見てみると、カテナリーは定数の値によってたわみ具合が変化します。

からまで動かすと、だんだんカーブがゆるやかになっていくのがわかります。





         

















２　入試問題におけるカテナリー

　入試問題にも登場しますね。何と年連続で北大の後期試験に出題されました。

　関数       と関数  
 


  を考える。ただし，は自然対

　数の底とする。

　  を示せ。

　とする。定積分 


         を求めよ。

　座標平面上の曲線   をとする。とし，上の点 ，   における接

　　線をとする。このとき，曲線，直線，軸で囲まれた図形の面積をで表せ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　年　北大
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   とし，曲線   をとする。また，とし，  の範囲に

　おけるの長さを  とする。ただし， はの自然対数であり，は自然対数の底である。

　　  をで表せ。

　　を座標が であるような上の点とし，この点でのの接線をとする。

　　　 ， を かつ   を満たす上の点とするとき，とをで表せ。

　　において，がより大きい実数を動くとき，点 ， の軌跡を座標平面上

　　　に図示せよ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　年　北大

　

　入試においてはとして出題されることが多く、北大以外の他大学を見ても曲線の長さや面

積を求める問題によく登場します。

　理由としては被積分関数がシンプルになるからです。

　つまり  


 
   において

　　  
     



 
 





  


 

 


  （元に戻る）

となってルートがはずれてしまいます。この計算のしやすさが重宝されている理由でしょうか。

　　

　　  
     なので、区間  において

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　曲線の長さ＝ 



  
     



  ＝面積

となり同じ定積分に帰着することがわかります。

３　カテナリーは双曲線関数の一員

　カテナリーはいわゆる双曲線関数とよばれる関数です。自然対数の底を使って定義されます。

　　　　 
 


　　 

 


　　 

 

 


　真ん中がカテナリーです。双曲線関数という理由はパラメーターを用いて表された曲線
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となるからですね。これはまさに双曲線の方程式。こののは双曲線の頭文字。

　これが背景にある一橋大の問題です。双曲線の媒介変数表示を経験していないと厳しい問題です。



　　座標平面上を運動する点 ， の時刻における座標が
 


，

 


で与え

　　られている。原点とを結ぶ線分が時刻から  までに通過する部分の面積

　　をで表せ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（年　一橋大）　　

　

　双曲線関数は三角関数と似た性質を多くもつために記号も「三角関数ベース」に作られています。

微分なんかも

　　

   

   

  

 

となり、似ています。


　



４　カテナリー生誕

　

　カテナリー曲線をあらわす式を最初に考案したのはヤコブベルヌ

ーイです。

（～スイス）ベルヌーイ家は代のうち人の数学者を生ん

でいます。数多すぎです。

　最速降下曲線がサイクロイドであることをつきとめたのがヤコブと

ヨハンの兄弟。ただこの時期に他の数学者もこれに気づいていたよう

で、その中の一人であるニュートンは、何と一夜にして「それはサイ

クロイドだ」と解答を作ったといわれています。ニュートンはやはり

すごいですね。　

　

　ヤコブが発展させたカテナリーの理論は、上下

逆向きにした形状にするとバランスがとれて力学

的に安定するため吊り橋や高圧送電線などに応用

されています。

　右は山口県岩国市にある錦帯橋（きんたいきょう）

です。錦川に架橋された木造のアーチ橋で、日本

三名橋に数えられており、名勝に指定されていま

す。



５　日常のカテナリー　～カテナリーがいっぱいナリ～

　校舎の前で撮影。

よく見るとこんなにたくさんあったのか。

鎖のみを撮影している変なやつがいるぞと

通報されぬよう気をつけてパシャリ。撮影

後は何となく周囲を見て、誰もいないか確

認してしまった。

　高校のそばにある送電線。線自体の自重も

相当なものなんだろうと推測。カテナリーを

支える縦の補強線の存在がしびれる。さり気

ない支えだが、設置場所等緻密な計算が施さ

れているのだろう。　　　　　　　　　

　　　

　そうか、蜘蛛はやはり数学者だったのか。

蜘蛛の巣は幾何学。根底にあるのはアート。

点で支えられている曲線が雨粒をも支える。

　今回は、研究会に参加できず申し訳ございません。

　拙い内容で恐縮ですが、最後までお読みいただきありがとう

ございました。（吉田亮介）


