


















□ドモアブルの定理

　でない複素数に絶対値がの複素数 を

掛けると，絶対値は変わらずに，偏角がだけ増える。

　このことを用いての累乗を考えると

　　          

　　            

となり，一般の自然数について，次の等式が成り立つことがわかる。

　　　　   
   　　　　……①

　でない複素数に対して  と定める。このとき，①はのときにも成り立つことがわかる。

　また，でない複素数と自然数に対して  


と定めると

　 



 

 
              なので

　このとき，以上の整数について，次の等式が成り立つことがわかる。

　　　　   
   




  




 

             　……②

ドモアブルの定理

　　　が整数のとき　　 
    

　①，②より，次のドモアブルの定理が成り立つ。
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例題５）　 
   を計算せよ。
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□複素数の乗根

　複素数と正の整数 に対して，方程式  の解を，の 乗根という。

　でない複素数の 乗根は 個あることが知られている。

　まず，の乗根を，極形式を利用して求めてみよう。

　  のとき，   かつ  より　　  

より
      

　そこで，    とおいて，ドモアブルの定理を用いると，等式  は，次のように

表される。

　　　　　

側には等号が付いていない!⇒は不可

　両辺の偏角を比較すると，   は整数であるから， 

となる。

の範囲では，，，であるから，

の乗根は個あり，次の式で得られる  ，  ，  である。

　　　　　  








　    　……①































 を解くと  より

  
   

∴   




これを極形式で表現したものと言える

　①において，，，を代入すると

　　  のとき　  

　　  のとき　  








　　  のとき　  








となる。これらがの乗根である。

　右の図のように，点  ，  ，  は単位円の周上にあり，

円周を等分する点である。よって，これらの点は

単位円に内接する正三角形の頂点になっている。

　一般に，を自然数として，をの乗根としよう。

　  から　　　　　　　　    

　  は正の実数であるから　　  

　ここで， とおくと，ド モアブルの定理から　　  

　よって，，であるから

　　　　　　　　　すなわち　 

　は整数

となる。
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逆に，を整数として

　　　　　　　　　  








　……①

とおくと，ド モアブルの定理より 
  が成り立つから，  はの乗根である。また，   と

 の偏角はだけ異なり，ともに絶対値はであるから     が成り立つ。よって，①の  の

うち，互いに異なるものは　　  ，  ，  ，……，   の個である。

　以上より，次のことが成り立つ。

の 乗根

　自然数に対して，の乗根は，　次の個の複素数である。　　

　　　　　　　　　　  









　　　　　　　　　　　　　　　　　，，，……，

補足　のとき，の 乗根を表す点は，単位円に内接する正 角形の各頂点である。

　　　　　　　とくに，頂点のつは点である。













 








 



例８）   





 








     

 








     

   






  



 




   






  






 

　個のの乗根は，点が分点のつとなるように，単位円を等分する個の分点を与えて

いる。　よって，これらの点は単位円に内接する正六角形の頂点になっている。　　

























 



 

　　一般に，自然数に対して，の乗根

　　　　  









　　　　　　　，，，……，

　　を表す点は，単位円を等分する個の分点である。

　　　特に，分点のつは点である。
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　一般に，でない複素数の乗根は，極形式を用いると，次の例題のようにして求められる。








応用例題２）方程式  を解け。

　　　考え方…方程式を極形式で表して，両辺の絶対値と偏角を比較する。

     

     

   









      









   



  

ちゃんと解こうとすると











を解くことになるが







と見ればは明らか

    




















   

 











 

  

  





  






 








例題）　方程式     を解け。
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