






   

□速度と位置・道のり

　数直線上を運動する点の時刻における座標を   ，

速度を   とすると，微分法で学んだように次が成り立つ。

　　　　　 


    すなわち　   

　から までの点の位置の変化量は      であるから

瞬間的に進む量を

進んだ時間分積み重ねる積分 

　　　　　　　




 




     




         

となる。これより　　　      




 

　また時刻  から  までにが通過する総距離，すなわち道のりをとする。



   





   



「道のり」なので量は減らない

　    で常にならば

　　　　　　　






　    で常にならば

　　　　　　　




  

　よって  から  までの点の道のりは  の定積分




 で表される。

　また、位置の変化量      と道のりが一致するのは，常に   である場合に限る。

　以上のことをまとめると，次のようになる。

速度と位置

　数直線上を運動する点の速度を   とし，

　のときのの座標をとする。

　１　 におけるの座標（位置）は　　　　　 



 



   

　２　から までのの位置の変化量は　 



 



   

　３　から までのの道のりは　　　　　 



  



   







     

位置　

　　      




 

速度（ベクトル）　

　　 


    

　微分　

　積分　
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例）　数直線上を運動する点の時刻における速度がで表されているとする。














　からまでは，このときの点の位置の変化は

　　　　 


   




     

　からまでは，このときの点の位置の変化は

　　　　 


   




       

　　　　　　　　　　　

　　　　よって　  







例１２） 

  



 

 


   









 一般に  （:重力加速度の大きさ，  :初速度９）で表される

落体の運動で、地上  の位置から真上に打ち上げられた物体の  秒後の高さ

は　　   


        




 






   



  

 

  







  のグラフ

例１３）   

  

   

 


  

 


    


   






   




  

   

 

補足　例１３において，道のりは斜線部分の面積の和に等しい。
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直角三角形が小さくなれば

なるほど、斜辺と曲線の差が

小さくなる

□座標平面上を運動する点と道のり

　座標平面上を運動する点が通過する道のりに

ついて考えてみよう。

　点の時刻における座標   を

　　　　   ，  

とする。いま，時刻  からまでにが通過する道のりを

の関数とみて，   で表す。また，の増分に対する

　　　　   ，   ，  

の増分を，それぞれ，，とする。

　でが十分小さいときは

　　　　  


 

と考えられるから，で割ると

　　　　 





     



 



     

　　　　 

 



 






 




導関数の定義

   



 

　　　　
 


     




 






である。のときも同様である。

　ここで， のときの極限を考えると，次が成り立つ。

　　　　　　　　     


 






 




速度がわかれば、

道のりが求められる

  から  までに点が通過する道のり    は、定積分の定義により

      



 


 






 



  



  

　時刻におけるの速度は 







であるので   



 






 



であるから，

上の結果から，      が成り立つ。

　以上から，次のことが成り立つ。

　　　座標平面上を運動する点と道のり

　　　　　座標平面上を運動する点    の時刻における座標，

　　　　　座標がの関数で表されるとき，時刻  から  までにが通過する道のりは　
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例題１７）           

    





 











 






 


 


 






 





  


  
 

  

  


   

  

  

  

　　　 

 


   

 


    


 




  

□媒介変数表示された曲線の⾧さ

　曲線の方程式が媒介変数を用いて   ，     と表され，   ，   の

導関数はともに連続であるとき，この曲線の⾧さを定積分で表してみよう。







  

  

  



        










　        ，        とし，点から

点        までの曲線の⾧さを，の関数と考えて，

   で表す。また，の増分に対する   ，   ，  

の増分を，それぞれ，，とすると，

　  が十分小さいとき

　　　   


  　……①

　と考えてよい。

　点が曲線上をからに向かって動くとき，

   は単調に増加するの関数で，とは同符号である。

よって，①から

　　　　　　　　　　 

 



 






 



　……②
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導関数の定義

   



 

　　　　
 


     




 






 のとき，②の両辺の差はに近づくから

　　　　　　　 


     


    

よって，   はの関数     


     の不定積分のつで

　　　　　　　      


       　であるから

　　　　　　　 



     


     




        

までだと⾧さ０

までだと⾧さ全部

ここで，   ，   であるから，次のことが成り立つ。

　　　　　　　 



     


     

媒介変数表示された曲線の⾧さ

　曲線   ，     の⾧さは

　　　 



 


 






 



 



     


     

　同じ曲線上を動点が繰り返し動くときは

　　　　道のりと曲線の⾧さは一致しない

　以上の結果をまとめると，次のようになる。

例１４）  













相互関係

   









 

 


       

 


       

 




の関数についての

積分なのでは外へ

 









 
 

　例１４の曲線は，半径の円である。例１４の計算で，半径の円の周の⾧さが，になるこ

とが示された。
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例題１８） 

      





 






ルートの中のみをまず計算


 







 




 
     

  

相互関係
 

    

   

半角の公式　 




 


より

１６倍して　　　 



  

  

 

 




　　　　　


 




絶対値は  

 





 


 


 






 



 

 





 



 

 













 










 





　とする。を媒介変数として，媒介変数表示

　  ，  　 

の表す曲線は，右の図のようになる。

この曲線をアステロイドという。この曲線は

軸および軸に関して対称である。

このことを用いて練習４９を考えてみよう。
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□曲線   （陽関数）の⾧さ





  

  

　曲線   　  は，

媒介変数を用いて

　　　，   　 

と表される。

　 


， 











   

であるから，次のことが成り立つ。

　曲線   の⾧さ

　　曲線     の⾧さは

　　　　　 



  
      



    











   

　とする。 

  

 



 で表される

曲線を懸垂線または　カテナリー）という。

ロープや電線など太さと重さの一様な綱の両端を持って垂

らしたときに、自身の重さで垂れ下がったときにできる形であ

る。

例題１９） 
 


   

  
 




   


 
 






 
 



　　　
 




 
  




　　　　　　　 
 



  

　　　　　　　 
  





　カテナリーの名はホイヘンスによるもので、カテーナ、ラテン語で「鎖、絆」の意に由来する。カ

テナリー曲線をあらわす式を最初に得たのはヨハン・ベルヌーイ、ライプニッツらである（年）。

　カテナリー曲線の形状は、まさに線状の物体に加わる重力とそれぞれの部分に加わる両サイドからの張力のバラ

ンスの中で形成されている。この関係が微分方程式となり、その微分方程式を解くことでカテナリー曲線の式が得

られることになる。

　カテナリー曲線は、送電線や鉄道の架線、電線、侵入防止用の鎖、斜張橋（）

など日常生活の多くの場面で観察される。
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