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三角形の外接円と内接円との関係に関する考察 
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１ 緒  言 
  ２００６年度 京都大学 理系 後期試験 数学 大問４は、三角形の外接円と内接円
との関係を問うものであった。この問題に関して出版物などで公表されている解答例

の多くは三角関数の凸性を利用した証明を行っている。１） 本稿では、この問題につ
いて、反転を用いた観点から考察する。本稿で考察する問題は以下に示すものである。 

 

平面上の点Oを中心とし半径１の円周上に相異なる３点 A、 B、Cがある。

ABCの内接円の半径 rは 1
2
以下であることを示せ。 

（２００６年 京都大学 理系 後期）
 
２ 設問の背景 

（１） 三等円定理 
 

定理（三等円定理）  
 ３円 , ,e f gはPで交わる等円（半径 r）とする。また、eと f 、 f と g、 gと e
の交点をそれぞれ , ,A B Cとする。 , ,A B Cを通る円 hはこれらの３円と等円である。
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Fig.１ 三等円定理 
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proof 
    円 gと APとの交点をDとする。（Fig.2に概念図を示す。） 
  f 、 gが等円であるから、 BAP BDP∠ =∠ ・・・① 
  g、 eが等円であるから、 CAP CDP∠ = ∠ ・・・② 
  ①、②の辺々を加えると、 BAP CAP BDP CDP∠ +∠ = ∠ +∠  
   すなわち、 BAC BDC∠ = ∠  
  となり、 gと hとが等円になる。 
   ゆえに、 e、 f 、 g、 hは等円である。 
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Fig.2 三等円定理の証明の概念図 

                           q.e.d. 
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また、定理１より、 ABCの外心（円 hの中心）に関して、次の系１が得られる。 
 

系１  
 Fig.3において、半径 rの３円 , ,e f gが１点Pで交わるとき、他の３交点 , ,A B C
を頂点とする三角形の外接円hの半径も rである。また、３円 , ,e f gの中心をそれ
ぞれ 1 2 3, ,O O O とするとき、四角形 1CO AQが平行四辺形となるように点Qをとる
と、四角形 2AO BQ、四角形 3BO CQも平行四辺形となり、点Qが ABCの外心（円
hの中心）でその半径も rである。 
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Fig.3 系１の概念図 

 
（２）三角形の内接円に対する外接円の反転 

反転とは、定点Oと半径 rの円が与えられ、直線OA上に１点 'A を、 2'OA OA r⋅ =
を満たすようにとるとき、 Aに 'A を対応させる同相写像のことをいう。この反転
の定義より、 Aの反転が 'A ならば 'A の反転は Aであり、その作図法は Fig.4のよ
うにして得られる。 

Fig.4において、OP r= 、OA R= とすれば、
2

' rOA
R

= となる。 
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Fig.4 反転 
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  定理１および反転の定義より、次の系２が得られる。 

 

系２（三角形の内接円に対する外接円の反転）  
 ABCの内接円を 0C 、外接円を 1C とする。内接円 0C に関する反転ϕにより、
３点 , ,A B Cはそれぞれ ', ', 'A B C に移り、これらは 0C の内部に存在する。また、反
転ϕにより、 1C は３点 ', ', 'A B C を通る円 1 'C に移る。Fig.5において、 ABCの内
心を I とすれば、定理１と反転の定義より、 0C の半径を r、 1 'C の半径を 'r とすれ

ば、
1'
2

r r= が成立する。 

A

B C

'A

'B
'C

I

1C

0C

1 'C

 
Fig.5 三角形の内接円に対する外接円の反転 

 
   系２が主張することを言い換えると、 

1C を外接円、 0C を内接円とする三角形が存在する。⇔
1'
2

r r=  

  ということである。 
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３ 京都大学の入試問題に関する考察 
   本章では、緒言で示した問題について考察する。 ABCの内接円を 0C 、内心を I 、

外接円を 1C 、 0C に関する 1C の反転円を 1 'C とする。 
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Fig.6 0C 、 1C 、 1 'C の関係 

 
   Fig.6において、内接円の半径が rであることから、 IE r= 。 

また、 ID x= とおけば、外接円の直径が２であることから、 2IS x= − 。 

,D Sの反転がそれぞれ ', 'D S であることから、
2

' rID
x

= 、
2

'
2
rIS

x
=

−
である。 

系２より、 

  
2 2

2
r r r
x x
+ =

−
 

  すなわち、 

     
(2 ) 1

2 2
x xr −

= ≤ （ただし、0 2x< < ） 

  rは 1x = のとき、最大値
1
2
となり、このとき、 ABCの内心と外心は一致し、正

三角形となる。 
 
   このように、この設問の背景には、反転が関与していると考えるのが自然かもし

れない。また、反転を思い描きながら、多くの出版物で引用している三角関数の凸

性を利用した証明を見直すと、これも自然な解法に見えてくる。 
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４ 結  言 
   本稿では、大学入試問題（２００６年度 京都大学 理系 後期試験 数学 大問４）

で取り上げられた三角形の外接円と内接円との関係を反転に着眼した観点から考

察した。この問題に関しては、多くの出版物などで三角関数の凸性を利用した証明

を行っているが、本稿で示した反転円のイメージを持つことでこれらの解法に関し

てもより深い理解が得られるものと思われる。また、この問題に限らず、さまざま

な観点から大学入試問題を考察することで、その問題の出題意図や背景など本質的

な部分が明らかとなる。このことは、新たな教材開発に資するものと思われる。本

稿をもとに、新たな問題提起がなされることを期待したい。 
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