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相関係数の視覚化
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要約

　社会的に統計に関するリテラシーの重要性が高まってきている。学校教育においても、統

計に関する学習を充実させていく方向にある。本稿では、相関係数に着目し、数学的な観点

に立ち、高校生が理解できる範囲の知識や技能を用いて相関係数が視覚化できることを示す。

まず、正方形の等積変形による平行四辺形とベクトルのなす角を用いた視覚化について述べ

る。次に、相関係数の定義そのものと偏差を成分とする 次元ベクトルを用いた視覚化につ

いて述べる。最後に、統計的な観点に立ち、例示したデータの検定結果を示すことで、数学

的な観点と統計的な観点との違いの留意点を明らかにする。

キーワード：相関係数の視覚化、ベクトルのなす角
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１　はじめに

（１）統計教育の重要性

　社会生活などの様々な場面において、必要なデー

タを収集して分析し、その傾向を踏まえて課題を解

決したり意思決定をしたりすることが求められてい

る(2016 中央教育審議会)。「近年ではあらゆる学

問分野で統計やデータを使った分析が行われるよう

になり、また企業社会でも基本的なリテラシーとし

て必須条件となって」いる(2011 原)。日本マイク

ロソフト株式会社の文教部門の責任者によれば、人

類が始まって以来、数千年の歴史で排出されたデー

タの全部のうちの９割がここ直近の２年間で排出さ

れており、大量にあるデータを整理して分析をする

能力というのは、ある程度文系でも素養がないと仕

事にならない時代になってきているという(2017 小

野田)。数学の本の売れ筋ベストテンのうち５冊が

統計学の本だったり(2017 Amazon)、今年度の数学

セミナー４月号掲載の「数学関連の本の売れ行きベ

ストテン」は統計関連の本が７冊ランクインしたり

している。このように、社会全般においても、数学

関連の分野においても、統計に関するリテラシーの

重要性が確実に高まってきている状況にある。

　学校教育においては、この３月告示された小中学

校学習指導要領や、５月に明らかになった同移行措

置案によって、現在高等学校で指導している四分位

範囲及び箱ひげ図が中学校で指導され、中学校から

は中央値や最頻値が小学校に移ることとなった。大

学生は文系理系を問わず多くの学生が研究、卒論あ

るいは将来のためにと、様々な必要性があって統計

学を履修している。高校数学の次期学習指導要領の

改訂に向けた改善事項では「統計に関する学習を充

実させていくことが重要である」(2016 中央教育審

議会)とされており、高校数学での統計に関する学

習は、今後ますます充実させていく方向にある。

（２）相関係数の視覚化を示す理由と視覚化の概要

　こうした状況にあって、統計に関する学習の充実

に資するため、本稿では、相関係数に着目した。相

関係数は、相関関係の強弱に用いられてはいるもの
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の、その値が具体的に何を意味するのかということ

までは取り扱わない。同時に取り扱う散布図が視覚

的に捉えやすいのとは対照的である。

　高校数学において取り扱う２次元の対象のうち、

この相関係数のように、その値が何かの意味を直接

示しはしないものとしては、平面ベクトルの内積が

ある。これも散布図と同様に、同時に取り扱う２つ

のベクトルは視覚的に捉えやすく、相関係数と同様

に、内積の値が具体的に何を意味するのかというこ

とまでは取り扱わない。ただ、内積は様々な活用が

できることを学習する中で、その値を視覚化して説

明することは可能であり、その方法も既知である。

そこで、内積のような、相関係数の値の視覚化につ

いて２通り明らかにすることとする。その際、統計

学的な観点ではなく、数学的な観点に立ち、高校生

が理解できる範囲の知識や技能を極力用いるように

配慮する。

　一つは、正方形を、ある条件の下で等積変形した

平行四辺形の頂点の座標を変量として用いると、内

角の余弦の値が相関係数と等しくなることを利用し、

相関係数が平行四辺形の内角の余弦の値として視覚

化できることを示すものである。

　もう一つは、一般に、相関係数が各変量ごとの偏

差を成分とする 次元ベクトルのなす角の余弦の値

と等しいことを利用し、相関係数はベクトルのなす

角としてイメージすることが可能であり、特に、３

次元では視覚化できることを示すものである。

　なお、最後に、統計的な観点に立ち、例示する具

体的なデータについて統計的な検定を行う。こうし

て、数学的な観点と統計的な観点との違いを明らか

にする。

２　特別な形の平行四辺形による相関係数の視覚化

　相関係数は、－1 から 1 までの値をとるため、同

様に－1 から 1 までの値をとる余弦との関係をもた

せられる可能性がある。その一つの方法として次の

ように座標平面上で視覚化することができた。

　一辺の長さが の正方形ABCDの辺 CDを、その辺

と平行な方向に平行移動（即ち等積変形）してでき

る平行四辺形の 4つの頂点の座標を の組とした

ときの相関係数は、平行四辺形の隣り合う２辺のな

す角の余弦の値の一つと等しい。

　この一般的な場合を示す前に、具体的な数値で計

算すると次のようになる。

例１　座標平面上の４点 A(1,4), B(1,2), C(3,5), D(3,7)

を頂点とする平行四辺形がある。これら４点を、

対応する２つの変量の の値の組としたとき

の相関係数と、 の余弦の値を求める。

であるから、共分散 は

　 の標準偏差はそれぞれ
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相関係数は

 

となる。

　次に、余弦の値を求めると

 より

　よって相関係数は の余弦の値に等しい。

　次に、一般的な場合を示す。

i) 　平行四辺形の 1組の辺が 軸に等しい場合

　４点 A, B, C, D を、それぞれ

(ただし、

いずれの文字も正)とすると

共分散 は

標準偏差は

よって、

…①

一方、

より

, 

…②

①，②より

ii)　i)と合同な平行四辺形の辺がいずれも座標軸と

平行でない場合

　平行移動や回転移動によって第１象限で１組の辺

が 軸と平行となるようにすれば同じ結論が得られ

る。

iii)　i), ii)より が鋭角の場合が示された。

iv)　 が直角か鈍角の場合

　 であり、i)～iii)と同様に示すことができる

（詳細は省略）。

v)　i)～iv)より、相関係数は の余弦の値の一

つと等しいことが成り立つ。

　なお、本稿では、統計的な観点ではなく数学的な

観点で議論を進めているため、相関関係の有意性の

有無は検証していないことをことわっておく。実は、

例１において相関関係の有意性に関する検定を行う
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と、ここで求めた相関係数は使えないことになる

（詳しくは４で述べる）。

３　相関係数の視覚化の一般化

（１）相関係数の定義とベクトルの余弦の値

　対応する２つの変量の の値の組が任意に与え

られたとき、それを用いた２つのベクトルのなす角

の余弦が相関係数と等しくなる関係を導くために、

対応する２つの変量の の値の組を

とすると、相関係

数 は

　

…③

となる。

　対応する２つの変量の の値の組

を用い

た２つのベクトル を、各変量ごとの偏差を成分

として

, 

…( )※

と定めると、

,  

　よって、 のなす角を とし、余弦の値を求め

ると

（∵③）

　したがって、( )※ で定義する２つのベクトルを用

いると、ベクトルのなす角の余弦は相関係数に等し

くなる。

（２）相関係数の定義による視覚化の具体例

　例１を用いて具体的に計算してみる。

　対応する２つの変量の の値の組を用いた２つ

のベクトル を、各変量ごとの偏差を成分として

定義すると、

, 

　この 2 つのベクトルのなす角を とし、余弦の値

を求めると

　このベクトルは４次元空間なので、生徒にとって

は視覚化は難しいが、少しでもイメージだけでも持

てるようにするためには例えば、次のような説明を

することが考えられる。

「 となる は約 である。２次元空

間と３次元空間で、長さが と 、なす角が

のベクトルの形状ならそれぞれ視覚化することはで

きる。どちらも、２つのベクトルはある一つの平面

上にあるから、同じ形である。したがって、４次元

における２つのベクトルも、ある一つの平面上に

あって、形も先の２つのベクトルと同じだとイメー

ジしてもよいだろう。」

　このように、例１の場合、明確な視覚化はできな

いが、イメージはもてる。とはいえ、明確に視覚化

するには３次元空間での例が望ましいため、次の例

２でそれを示す。

例２　対応する２つの変量の の値の組 (1,2), 

(2,4), (3,5) を用いて相関係数などを計算する。
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であるから、 を、各変量ごとの

偏差を成分として

, と定義する。

　この例はこれらのベクトルを視覚化することが目

的ではあるが、この 2 つのベクトルのなす角を と

し、相関係数即ち余弦の値を求めておくと

　２つのベクト

ルを視覚化する

と、図２のよう

になる（ただし、

見やすくするた

め、ともに負

だった 成分は

その絶対値を用

いた。それでも

検証に実質的に

は影響はない。）。

　この例２によって、「相関係数は、各変量ごとの

偏差を成分とするベクトルのなす角の余弦の値に等

しい」ことの視覚化ができた。

　なお、(1,2), (2,4), (3,5) とこれらのベクトルとが視

覚的にはどのような関連があるかについては、次の

とおりである。

「(1,2), (2,4), (3,5) の各点の からの の偏差

を 3 つの成分とするベクトルと、yの偏差を 3 つの

成分とするベクトルは、 成分、 成分、 成分それ

ぞれを２つのベクトルで比較したとき、３次元空間

でのベクトルのなす角が小さいほど、２つのベクト

ルの方向は近くなる。この近い度合いを３次元空間

におけるベクトルのなす角の余弦の値で表したもの

が相関係数である。」

　また、次のような表現もできる。

「図３において 

(1,2), (2,4), (3,5) との

の偏差を３回、

(1,2), (2,4), (3,5) との

の偏差を３回、順

にみていく。３回の

の偏差 −1,0,1

の数の並びと、３回

の の偏差

−5
3
,
1
3
,
4
3

の数の

並びの共通点は、ベ

クトルとしてとらえ

ると、ほぼ同じ方向を向いている点である。

　相関係数は、ベクトルの向きが一致したときが１、

全く逆の向きのときが－１となり、その間は、でき

たベクトルのなす角の余弦の値である。」

４　相関関係の有意性に関する検定について

　本稿では、統計的な観点ではなく数学的な観点で

議論を進めてきたため、ここまで相関関係の有意性

の有無は検証してこなかった。しかし、実社会にお

いて相関関係を用いる場合には、統計学的見地から

相関関係の有意性に関する検定を行う必要がある。

　例１と例２において無相関検定を、Benjamini & 

Hochberg法による p値の調整を含めてを行うと、

　例１では　p=0.168 > 0.1　(df= 1 & 2, F=4.50)

　例２では　p=0.121 > 0.1　(df= 1 & 1, F=27.00)

　通常 p<0.05 が有意性があると認められる範囲であ

るから、それに則れば、例１、例２ともに相関関係

があるとすることはできず、 の値は使えない。

　つまり、「たまたま３～４つのデータを集めたら

こういうこともしばしばあるから、 が 0.8 より大き

いから『正の相関が強い』と結論づけてしまうと、
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事実に反してしまう可能性が結構あるから危ない」

ということである。

　では、もし相関関係が有意な例を用いて数学的な

議論を進めようとすると、今度は計算量が膨大にな

り、生徒が計算するには適当でなくなる恐れがある。

　よって、統計的な観点と数学的な観点の両方を成

立させるのではなく、状況に応じてどちらかの観点

を優先するのが適当である。

　なお、検定の具体的な過程は省略したが、検定の

計算は、ブラウザ上で動作する無償のソフトウェア

js-STAR(version 8.0.1j)及びオープンソース・ソ

フトウェアR(version 3.2.5)により行った。

５　まとめ

　生徒が相関係数の値とは具体的に何を指している

かと本質的な質問をしてきた際、本稿の相関係数の

視覚化は、説明に使える可能性がある。ただ、生徒

の興味・関心が相関係数の論理的な意味合いである

場合などには使えない。この相関係数の値の意味の

明確化は、回帰直線を用いて説明することができる

が、その説明は、本稿とは別に行う。
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