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問題１技術の進歩により,相異なる言語をコンピュータで互いに翻訳すること(機
械翻訳）が可能になってきた｡機械翻訳の方式は２通りある。第一は剛個別方式〃

と呼ばれ，例えば,互いに訳したい言語がＡとＢの２つあるとき，ＡからＢへ訳す

う゜ログラムＴ（Ａ，Ｂ）と，ＢからＡへ訳す-プログラムＴ（Ｂ，Ａ）の２つが必要で．

ある。また，言語がＡ，Ｂ，Ｃの３つあるときは，Ｔ(Ａ，ＢＬＴ(Ｂ，Ａ)，Ｔ（Ｂ，Ｃ)，

Ｔ（Ｃ，Ｂ)，Ｔ（C，Ａ)，Ｔ（Ａ，Ｃ）の６つの‐プログラムが必要となる。第二の方式

は、中間言語方式〃と呼ばれ，まず中間言語Ｏを作っておき，それから，それぞれ

の訳したい言語とＯとの間の翻訳プログラムを作る。例えば，訳したい言語がＡ，

Ｂの２つのとき，Ｔ（Ａ，ＯハＴ（０，Ａ)，Ｔ（Ｂ，Ｏ)，Ｔ（O，Ｂ）の４つの翻訳プ

ログラムが必要であり，訳したい言語がＡ，Ｂ，Ｃの３つのときは，Ｔ（Ａ，Ｏ)，

Ｔ（０，Ａ)，Ｔ（B，Ｏ)，Ｔ（Ｏ，Ｂ)，Ｔ（C，Ｏ)，Ｔ（Ｏ，Ｃ）の６つが必要となる。

問１訳したい言語がＡ，Ｂ，Ｃ，Ｄの４個のとき，個別方式〃と帆中間言語方式〃

で必要となる翻訳プログラムの個数を求めよ。

問２訳したい言語の個数が加個（〃≧2）のとき，Ⅲ個別方式〃と帆中間言語方式〃で

必要となる翻訳プログラムの個数を求めよ。

問３翻訳プログラムの作成費用は，方式及び言語の種類を問わず皆同じであるとす

る。また，中間言語Ｏの作成費用は翻訳プログラムのｈ倍(Ａｌ＞0)であるとする。

このとき，言語の個数を'2とするとき，作成費用はどちらの方式の方が安いか？

問題２図のように四辺形ＡＢＣＤに外接する円

ＡＢＣＤがある。

直線ＡＢとＣＤとの交点をＥ，直線ＢＣとＡＤ

との交点をＦ，円ＡＥＦと円ＡＢＣＤとのもう一つ

の交点をＫ，直線ＫＣと円ＡＥＦとのもう一つの

交点をＬとする。

問１上の文章に適する図をかけ。解答用紙の図に

必要な線をつけ加えて完成せよ。すべてfree

handでよいがcompassや定規を使つてもよ

Ａ

Ｃ

い◎

ＢＣ′ＥＬを証明せよ。

ＤＣ′ＦＬを証明せよ。

直線ＥＦと直線ＫＬの交点をＭとすれば,ＭはＥＦの中点であることを証明せ

よ。

２
３
４

問
間
問
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問題３正の整数α，６，Ｇｄがα璽十62＋c2＝`2を満たしている。このとき，次の

間に答えよ。

問１α＝１，６＝2のとき，ｃ１ｄの値を求めよ。

問２．＝７，α≧６≧ｃのとき，α，６，ｃを求めよ。

問３α，６，ｃのうち少なくとも２つは偶数であることを証明せよ。

問題４関数／(x)＝lx2＋欧十６１の－１≦ｪ≦1における最大値をＭ(α’６)とおく。

ただし，α'６は実数の定数とする。

問１Ｍ(0,-÷)=÷を示せ。
問２Ｍ(１，６)力最小となるようにｂの値を定め，そのときの最小値を求めよ。

問３Ｍ位,６)の最小値は÷で,α=0,6=-÷に限ることを証明せよ。

問題５半径２の円板（円周と円の内部）Ｄ上に半径１の円板（円周を含む）を何

枚かおいて完全におおいつくしたい。

問１半径１の円板を７枚用いると，Ｄをおおいつくすことができることを示せ（作

図せよ)。

半径１の円板６枚ではＤをおおいつくすことができないことを証明せよ。問２
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がいえれば十分である。

Ｒｂに対する円周角

＝ＫＣＤ＝＿ＫＡＤ

ｒＦに対する円周角
一ＫＬＦ＝－ＫＡＦ＝－ＫＡ，

．..－ＫＣＤ＝－ＫＬＦ

間４問２，１１１１３により四辺形ＣELFは平行四辺

形。従って対角線は互いに他を２等分するので

ＥＭ＝ＦＭ

とやってしまっては，味もそつけもない。ただ

問題の結果を定理の形で言いかえたにすぎない

ので，これだけでは証明したとはいえまい。そ

こで答案としてはこの定理自体を証明すること

にする。

△ＭＣＦと△ＭＬＥにおいて平行四辺形の対辺

は等しいから

ＣＦ＝ＬＥ…･……･…………･……………①

ＣＦ′ＥＬなので錯角をつかって

－MCF＝－ＭＬＥ・……･………･……②

＝MFC＝＝ＭＥＬ…･………･…･……③

①，②，③より

△ＭＣＦ＝△ＭＬＥ

．.､ＦＭ＝ＥＭ

ここで①で使ったＣＦ＝ＬＥは結論.

ＦＭ＝ＥＭと同程度の定理なので，これもつ

いでに証明しておくと，

△ＥＣＬと△ＦＬＣにおいて

ＣＬ＝LＣ（共通）………………………④

ＥＣ′ＦＬより

－ECL＝≦ＦＬＣ…･…･…………･……⑤

ＥＬ′ＣＦより

＿ELC＝＿ＦＣＬ……･…．.……………⑥

④，⑤，⑥より

△ＥＣＬ＝△ＦＬＣ

．..ＬＥ＝ＣＦ

う一つの交点をＫ，直線ＫＣと円ＡＥＦとのも

う一つの交点をＬとする。

問１上の文章に適する図をかけ。解答用紙の

図に必要な線をつけ加えて完成せよ。すべ

てfreehandでよいがcompassや定規を

使ってもよい。

問２ＢＣ′ＥＬを柾明せよ。

問３ＤＣ′ＦＬを証明せよ。

問４直線ＥＦと直線ＫＬの交点をＭとすれ

ば，ＭはＥＦの中点であることを証明せ

よ。

F冒頭煮１
問１作図

円ＡＥＦを正確にかかないと，フリーハンド

では二円の交点Ｋが見当がつけにくい。

Ｋ

Ｂ 1１
、

Ｃ

Ｆ

胚

Ｌ

問２ＢＣ′ＥＬを証明するのは．同位角又は錯角

と関連づけられるし，円に内接する四辺形がい

くつか出来るので円周角あるいは相対する内角

とか，外角と内対角の関係定理などが頭にうか

んでくるだろう。要するに角の移動が解決の糸

口となるだろうと考えて工夫してみる。

ＢＣ′ＥＬを証明するには，

=ＡＢＦ＝二ＡＥＬがいえれば十分である。

＝ＡＢＦを四辺形ＡＢＣＫの内角とみると

≦ＡＢＦ＝＝ＣＫＨ（ＨはＡＫの延長）

二ＡＥＬを四辺形ＡELKの内角とみると

二ＡＥＬ＝二ＣＫＨ

．..≦ＡＢＦ＝≦ＡＥＬ

となってめでたしめでたし。

問３ＤＣ′ＦＬを証明するには－ＫＣＤ＝－ＫＬＦ

画
問２証明

ＡＫの延長上に点にＨをとる。円に内接する

四辺形ＡＢＣＫにおいて

－ＡＢＣ＝＝ＣＫＨ

同様に四辺形ＡELKにおいて

一ＡＥＬ＝△ＣＫＨ

．..－ＡＢＣ＝－ＡＥＬ

．.ＢＦ′ＥＬ……………………………①

Ｒｂに対するl]】周角
一ＫＣＤ＝二ＫＡＤ＝＝ＫＡＦ

－２２３－



－－へ

ＫＦＩこ対する円周角

一ＫＬＦ＝－ＫＡＦ

、．.-ＫＣＤ＝＿ＫＬＦ

よって

ＣＤ’ＬＦ…………………･…………..②

①，②より四辺形ＣELFはIﾄﾞｲ『四辺形。

≦;Ｌ÷=’
し､えに，［･のｌｈの範悶は，１≦ｃ≦４となる。

ｃ＝lのとき，①はα2＋が＝4８

iiPijfIlEIlILrfIEiIill点である。 表より，（＝側のときの整数α’６の値はなし。

(＝2のとき，①はＨ２＋62＝4５

この部分について，大学入試代度の答案とし

てはこの程度のかき方が簡潔で饗を得て十分で

あると思う。しかし先に着眼点の11114でふれた

様な不満がないわけではない。それでこの不満

を解消しようとすると前述の様にこれの証明付

加する他はないであろう。

表より，ｃ＝2のときの整数α’６の値は，α＝6,

6＝３

`＝3のとき，①はα’十62＝4０

正の整数ｎ，６，ｃ，。がα2＋が＋(P2＝‘2を満

たしている。このとき，次の間に答えよ。

問１α＝１，６＝2のとき，征，‘の値を求めよ。

問２．＝７，α≧ｂ≧ｃのとき，α，６，（･を求め

よ。

問３α＄ムｃのうち少なくとも２つは偶数で

あることを証明せよ。

表より，‘－３のときの整数α’６の値はなし。

`＝4のとき，①はα2＋62＝3３

６＝4のとき，α2＝１７となり，このときの整数ｎ，

６の他はなし。

よって，以上よりα＝６，６＝３，（＝２

α，６，「がすべて奇数とすると，

α＝2Ｘ－１，６＝2y－１，ｃ＝２２－１(x，ｙ、２は自

然数）とおける

（T2＝4ｘ２－４ｘ＋１，６２＝4y2-4y十l1

cz＝４こ２－４こ＋l

n2＋が＋(･Ｚ＝４(r2＋ｙｚ＋ごＺ－ｘ－ｙ－ｇ）＋３

＝4"'十３（'〃は自然数）

ゆえに，ｄは奇数となり，‘＝２〃－１（DJは同然

数）とおくと，‘2＝4"2-4〃＋１

４'''十３＝４〃２－４〃＋１

４１〃＝`ｗＩ２－４ｊｌ－２

＝２(〃２－〃－１）

＝２(〃(〃－１)－１）

これより，左辺は４の倍数であるが，

〃(〃－１)－１は奇数となるので,イi辺は４の倍数

とならない。よって，矛盾する。したがって，

α，ＡＣがすべて奇数となる場合は仔在しない。

ｎ，６，（･のうち１つが偶数で，２つが奇数と

すると，α＝2x’６＝2ｙ－ｌ，Ｌ－２ｚ－１（ｘ，ｙ，

こは自然数）としても一般性を失わない。

α2＋６２＋ｃ２＝4x2＋4y2-4y＋１十蛇2-4こ＋１

問３

｢蕾頭焉１
問２α≧６≧ｃよりｃの値の範llllを求める。

問３「α，６，ｃが奇数である」「α，６，ｃのうち１

つが偶数である」ということが成り立たないこ

とを示す。

｢扉舂1ｍ
問１α＝１，６＝２より，

５＋ｃ２＝ｄｚ

ｄ２－Ｌ･a＝５

（ゴーc)(。＋c)＝５

．＋Ｃ＞ｄ－Ｃなので，ｄ－ｃ＝１，㎡＋ｃ＝５

よって，ｃ＝２，ゴー３

問２．＝7より，α2＋62＋c2＝４９……………①

α≧６≧ｃより，４９≧c2＋L･Ｚ＋`,2≧３℃ｚ

”えに,`≦/\=芋

＝で.半＜÷=4』3…．
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＝４(ｴz＋jy2＋こ２－V－２)＋２

＝4"2＋２（'〃は自然数)＝ｄ２

このとき，‘は偶数となるので，‘＝2〃(〃は

自然数）とおける。

lＩＤえに，４J〃＋２＝４〃を

２１"１．１＝２〃ｚ

左辺は奇数，右辺は偶数となり，矛暇する。

ゆえに，１つがＩＩＢ数，２つがｉｌ７ａ数となる場合は

存在しない。

よって，すくなくとも２つは偶数である。

（ＱＥＤ.）

〃

ｒ

l／

jiwI轍－１臘小IiiF;だから“)='9⑭'の耀
大|MIM(１，６)が雁小となるのは，

ｇ(1)=2+ﾙｰ；

‘(-;)=`一十一；
のときに限る。

微に,ﾙｰ-;で,腱ｲ値は.M(1,-;)二号

囚
関数/(x)＝|難2+“+６１の－１≦x≦1にお

ける般大値をＭ(ｎ，６)とおく。ただし，仏ｂは

実数の定数とする。

問１Ｍ(0,-告)=合を示せ。
問２Ｍ(１，６)が股小となるように６のliuを定

め，そのときの最小値を求めよ。

問３Ｍ(何,6)の最小値は今で,`=ｑﾙｰ-÷
に限ることを証明せよ。

〃

｣「

犀『､【煮１
関数／(jr)＝|r2＋“＋６１を調べる代りに，ｇ(ｴ)＝

ｪ2＋“＋ｂの股火，１１Ｍ､から，Ｍ(仏ｂ)の11Ｍ､を兇 ３αを同定する。

蟹(…十噸+ﾙｰ(灘+:)圏十ｶ－千
一1≦x≦1における最大億Ｍ,最小'１m〃zについ

て調べよう。

Ⅱ)‐;<-1,す…｡>2のとき，
Ｍ＝ｇ(1)＝1＋α＋６

’"＝Ｈ(－１)＝１－α＋ｂ．

Ｍ－し"＝2ＦよりＭ(f７，６)が耀小となるのは，

に:輔二2mのときに限る。
よって、ｂ＝－１のとき、蛾小値

Ｍ(仏－１)＝何(＞2）

1１１３

出す方がわかり易い。

函函

間!'脚薑卜`‐；牌M(0.-;)=す
〃

.『,

､､`'に)='腿…'=|(怜)w'一十
ｇ(ｪ)＝r2＋Ｘ＋ｂとおくと，

－１≦ｒ≦１において，

蛾大値ｇ(1)＝2＋ｂ

僻Mmg(-；)=ﾙｰﾅ

〃

ｒ
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Ｍ＝ｇ(－１)＝１－α＋６

）〃＝ｇ(1)＝１＋α＋６より

Ｍ－〃Ｆ－２ａ

Ｍ(ｎ，６)が肢小となるのは，

（'7:上：二筋．
よって，ｂ＝－１のとき，股'１，１h

Ｍ(ｎ,－１)＝－ａ（＞2）

（i)～(v)から，Ｍ(α，ｂ)が蝦'1,となるのは，α＝

Ｍﾆｰﾅのときに鵬'川臘小I'mは：…。
（証終）

問３の別解

Iii1-l≦-；<０．すなわちo<`≦２
Ｍ＝ｇ(1)＝１＋α＋６

〃`=g(-:)=`-÷

Ｍ-,"=ｆ+`+'=;(`十').
Ｍ(α’６)が股小となるのは，

に:軌
…て.`=:．`一十`-;…

織小ImM(`,b)二十(`+2ルナ）
ｑｉＯα＝Oのとき，

Ｍ＝ｇ(1)＝ｇ(－１)＝１＋６

柳＝ｇ(O)＝６

Ｍ(０，６)が最小となるのは，

陣…
…て.'一;のとき.艇'値

Ｍ(0,-;)二十

ＭＯ<-；≦1,すなわち-2≦α<0.
Ｍ＝ｇ(－１)＝１－α＋６

噸=g(-:)=`一子

Ｍ-噸=十`､-｡+'=+(鰹-2)。
Ｍ(α，ｂ)が最小となるのは，

にiｷﾞｴ;，
よって,`=;＠斗;α一十…

腱１値Mい`)=す(α-2ルナ）

Ｍ１<-号すなわち`<-2のとき，

いま.Ｍ("`)≦;…．

Iiii繩
(`,b)=(0`-;)に鵬ろ。

(（

１
２

半径２の111板（円周と円の内部）Ｄ上に半径

１の円板（1ﾘ周を含む）を何枚かおいて完全に

おおいつくしたい。

問１半佳１の11]板を７枚用いると，Ｄをおお

いつくすことができることを示せ（作図せ

よ)。

問２半径１の円板６枚ではＤをおおいつく

すことができないことを証明せよ。

｢蕾箙焉１
いろいろな図形を半径ｌの円でおおいつくす問題

－２２６－



Iよ「被楓（カパリング）の問題」といわれ「詰め込

み（パッキング）問題」とならんでおもしろいＩＭＩ翅

の宝庫である。この場合は半径２の円周をおおいつ

くすには何個の円板が必要かに気がつくことがポイ

ントである。

[7露1ｍ
問１下のようにおけばよい。

まず半径２の円板と半径１の円板の交わって

できる弧と弦の長さに注目する。弦の長さの最

大値は２である。そのときの弧に対応する中心

角は60.である(三角形は正三角形)，またそのと

き２つの円の中心間の距離はＪ可である。

（・・・２つの円が文ってできる点を結ぶ弦の長

さは弦が小さい円の中心を通るとき最大とな

る｡）

問２

さて半径２の円板の円周をおおいつくすのに

何個の円板が必要か考えてみよう。弦の長さ最

大のとき弧の長さも最大になり，そのとき中心

角60.より,円周を完全におおうには￥=６
個の半径１の円が必要である。円板全体をおお

うには円周，及び内部の点をおおわなければな

らないので半径１の円板は６枚以上が必要であ

る。

背理法を用いる。半径ｌの円板６枚でＤをお

おうとするとＤの円周をおおわなければなら

ない。しかしこのとき半径ｌの円と半径２の円

の中心距離,/丁よりＤの中心はどの半径１の

円板にも含まれない。これは半径ｌの円板６枚

でＤをおおえるとした仮定に反する。よって命

題成立。

－２２７－



第１０回

北海道高等学校数学． |、ンテス

終点 えを採 て

平成４年１月１２日（日）実施

北海道算数数学教育会高等学校部会

－２２８－



第10回「数学コンテスト」を終えて

北数教高等部会長村上侃

昭和58年度（1983年）１月15日に第１回が実施された「数学コンテスト」も今回で第１０

回を迎えることができました。今年も全道各地から中学生を含む多数の高校生諸君の参加

を得て盛大に開催できたことは関係者一同喜びにたえません。このコンテストに対する理

解と数学に対する興味・関心や数学の重要性が認識されてきたことの表れとうれしく思う

とともに，全道各地で熱心に指導に当っておられる先生方のご努力に深く感謝と敬意を表

します。

この「数学コンテスト」は，アメリカや東欧諸国で行なわれていた｡数学オリンピック”

にヒントを得て，北海道においてもそれに似た催しを行ない，数学好きの高校生や中学生

に刺激を与え，一層数学的な興味を高め，また数学に楽しく挑戦することを通して，潜在

している数学的能力を引き出す手立てとして実施してきました。1989年から世界の50ケ国

目として,日本も国際数学オリンピックに参加し,予選の日本数学オリンピックにおいて，

本道の高校生が毎回優秀な成績を収めており，特に中国の北京で行われた第３１回大会で札

幌の高校生が銅メダルを受賞したことは大変嬉しいことでした。数学コンテストや数学オ

リンピックは,単に数学の問題を解く力を競い,それに優劣をつけるものではありません。

この数学コンテストをとおして，数学教育本来の目標である基本的な概念や原理・法則，

論理的思考力や創造的な考え方を自らがそれぞれの持っている能力に応じて問題を解決し

ながら身につけ，数学にたいする興味・関心を高めることにあります。２１世紀に向けての

高度情報化と国際化に数学の果す役割はますます重要であります。さらにこの数学．：テ

ストをきっかけとして数学を愛する同好の士が増え，それぞれの学校で互いに励まし合い

ながら一層本道の数学の学力の水準を高めることに役立ちたいとも念願しています。

終わりになりましたが，北海道教育委員会，札幌市教育委員会，北海道高等学校校長協

会より賜わりました後援並びに北海道新聞社，福武書店の物心両面にわたるご高配に厚く

お礼申し上げるとともに，本年も問題作成について御尽力頂きました北海道大学理学部数

学科，出題や採点からコンテストの運営全般にわたってご苦労いただいた北数教高校部会

研究部，さらに全道各地で実施にご協力いただいた会場校や諸先生に厚くお礼申し上げま

す。今度ともご協力の程よろしくお願いいたします。

－２２９－
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１

４１

１１１
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１１
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１
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回 ようとする失敗もありました。条件文は長いので几

は固定してよいことに気付かなかったのかもしれま

せん。

ただ，敬服に値する解答もありました。中学生で

したが，ガウス記号をつかって，几の範囲を表示し

ようとするものでした。解答中の文点の座標αが整

数のときならいいのですが，そうでないときは等号

は成立しません。失敗はしましたが，叙極的にガウ

ス記号で表示しようとした心意気が素晴らしいと思

います。今後の御健闘を願ってやみません。

技術の進歩により，相異なる言語をコンピュ

ータで互いに翻訳すること（機械翻訳）が可能

になってきた。機械翻訳の方式は２通りある。

第一は蝋個別方式"と呼ばれ，例えば，互いに

訳したい言賠がＡとＢの２つあるとき，Ａか

らＢヘW(すプログラムＴ(Ａ，Ｂ)と，ＢからＡ

ヘ訳すプログラムＴ(B，Ａ)の２つが必要であ

る。また，盲路がＡ，ＢＯＣの３つあるときは，

Ｔ(Ａ，Ｂ)，Ｔ(B，Ａ)，Ｔ(B，Ｃ)，Ｔ(ＧＢ)，

Ｔ（C，ＡＬＴ（Ａ，Ｃ）の６つのプログラムが

必要となる。第二の方式は蝋中間言語方式"と

呼ばれ，まず中間言語Ｏを作っておき，それか

ら，それぞれの釈したい言語とＯとの間の翻訳

プログラムを作る。例えば,訳したい首贈がＡ，

Ｂの２つのとき，Ｔ（Ａ，ＯＬＴ（０，Ａ)，

Ｔ（B，Ｏ)，Ｔ（０，Ｂ）の４つの翻訳プログラ

ムが必要であり，駅したい言語がＡ，Ｂ,Ｃの３

つのときは，Ｔ(Ａ，Ｏ)，Ｔ(０，Ａ)，Ｔ(Ｂ，Ｏハ

Ｔ(ＯＢ)，Ｔ(C，Ｏ)，Ｔ(０，Ｃ)の６つが必

要となる。

問１訳したい言濡がＡ，Ｂ，ＣＤの４個のと

き，、個別方式"と蝋中間旨鰭方式"で必要

となる翻駅プログラムの個数を求めよ。

問２訳したい言鰭の個数が加個（〃≧2）のと

き，執個別方式"と蝋中間言賠方式"で必要

となる翻訳プログラムの個数を求めよ。

問３翻駅プログラムの作成費用は，方式及び

言語の種類を問わず皆同じであるとする。

また，中間箇語Ｏの作成費用は翻訳プログ

ラムのA倍（ん＞O）であるとする。このと

き，旨膳の個数を〃とするとき，作成費用

はどちらの方式の方が安いか？

屏晉FTI
間ｌ着眼点の図にあるように,個別方式では12個．

中間言語方式では，８個必要である。

問２個別方式の場合。

1つの言語から他の言語に翻訳するプログラ

ムの個数は，几－１゜よって,全部で几（几－１）。

中間言語方式の場合。

1つの言晤と中間言語との相互翻訳で２個必

要。よって全部で２几。

問３翻訳プログラムの作成費用を１として，全体

の作成費用をｙとすると

ツー几（''－１）………①（個別方式）

ｙ＝２'１＋か…･…･…②（中間言語方式）

但し，几≧２，ｈ＞０

①と②の大小関係を求めればよい。

①と②のグラフ

の／②

｢雷~評１
配点間１，問２各10点

問３２０点

問ｌ～問２までは，参加者のほぼ全員に近い人が

解答しており．内容も満足できるものでした。

問３で点差がつきました。費用の単価を断ってい

なかったり，問題文の読みちがいか，中間言語の作

成費用を

Ｍ＝２α几＋２k几

とした誤りが目立ちました。

さらに，ｈを動かすことにより，共有点でとらえ

Ｉ

交点の座標は①，②より

几２－３几－ん＝0

,2＝３±VUTT75
２

Ｖ5~干可75＞３なので

几＝３＋v回ＴＩ７Ｆ
２
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いて.その叙述の内容によって前向きであれば勿鎗．

たとえ誤答であってもその内容に応じて若干の加点

をした。

グラフより，几が２から①，②の交点までは

①のほうが安く，交点では同じ，交点より'2

が大になると，②の方が安い。

２≦,z＜３＋Ｖ５ＴＴ７Ｅのとき
２

個別方式が安い。

２．出題の意図等

以下中学校で学習した図形教材を初等幾何と呼ぶ

ことにするので了承してもらう。コンテストでは第

１回から初等幾何を必ず－題入れることを出題採点

関係者全員一致で定めている。

初等幾何は中学だけで与えられるが高校では再び

現われない。といえば過言であって，初等幾何が中

学に移されてから以来，さまざまな形で高校にも現

れたのであるが，結局うまくなくて消え去ったとい

うのが実情である。

次の改訂（平成６年）でも平面幾何という名で数

学Ａの－項目として出ることになるが,これもいず

れは消え去る運命にあるものと推察される。

所で高校の教材で関数関係教材，ベクトル座標幾

何，マトリックスなどでは初等幾何の知識と手段が

極めて有効に作用するのである。コンテストに出題

するのは，これによって受験生に初等幾何の有効性

と重要性を認識してもらいたいのがその理由である。

出題は初等幾何であるが，解答は三角関数．座標

幾何，ベクトルなどを使用してもよく，またその為

に得点に不利とならないよう考慮してある。

次に今回の問題について触れよう。

今回は゛内接四辺形の角関係.，、平行四辺形の

性質．の２点にだけしぼった易しい問題にした。そ

の為か得点分布がＵ字型になり最悪な問題となった

が止むを得ない，他の問題が非常にhardなので．

せめてこの初等幾何でリラックスしてもらいたいの

が出題者の気持ちであった。しかし高校入学によっ

て初等幾何を忘れることもあり．また中学では図形

移動という重要な事項についてあまり多くの時間を

かけないので受験生はどうしても易しいとは感じな

いらしい。

几＝３＋Ｖ５ＴＪ７Ｔ
２

とちらし同じ。

′'

〃＞３＋Ｖｉ~T]７７，，
２

中間言語方式が安い。

□
図のように四

辺形ＡＢＣＤに

外接する円

ＡＢＣＤがある。

直線ＡＢと

ＣＤとの交点を

E，直線ＢＣと

ＡＤとの交点を

Ｆ,円ＡＥＦと円

ＡＢＣＤとのも

う一つの交点をＫ，

八

札、しＵこｗＵＣ

う－つの交.点をＫ，直線ＫＣと円ＡＥＦとのも

う一つの交点をＬとする。

問１上の文章に適する図をかけ。解答用紙の

図に必要な線をつけ加えて完成せよ。すべ

てｆｒｅｅｈａｎｄでよいがcompassや定規を

使ってもよい。

問２ＢＣ′ＥＬを証明せよ。

問３ＤＣ′ＦＬを証明せよ。

問４直線ＥＦと直線ＫＬの交点をＭとすれ

ば，ＭはＥＦの中点であることを証明せ

よ。

匿罰 ３．着眼点，解答例等について

述べたい事も色々あるが，コンテストの時に渡し

た解答と解説を見てもらうことにしてすべて省略する。

１．配点基準

４間全部10点ずつにした。生徒は文章に適合する

図をかくことに不馴れである。

第１間を其他と同点にしたのは，その為であるが

此度は第１間を爵いたものは唯一名を除いて全員で

あって，少なくとも10点（25％）を得たということ

は受験生の気持ちをいくらか和らげることであろう。

次に１つの問題について全くブランクの答案と何

か書いてある答案を区別すべきであるとの見解につ

４．感想

問題の内容は易しいが，図の複雑さの為に関係発

見に苦心したであろうと推察する。

特に図についてであるが，点の数は問１でローマ

大文字Ａ，Ｂ，ＣＤ，Ｅ，Ｆ，Ｉ<，Ｌの８個，問

４でＭ１個，計９個の点だけでどの問題も解けるよ
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うに配慮しておいた。つまり，受験生が新しく点を

追加しなくてもよいようにしたのであるが．せっか

くの配慮にかかわらず，点の追加をした者がおい

その叙述が不完全であったり，点を図に示さなかっ

たり色々欠点があらわれた。出題者の配慮が無駄に

なったのは之等の受験生にたいして残念であった。

答案用紙に問１の図に採点者が赤ペン瞥きしたの
はそれらの注意である。

さて，次に大きな感想を述べたい。初等幾何の解

答を調べるに当って最も苦労することは叙述された

文章にローマ大文字が最も多く入って居りそのロー

マ大文字を一宇一宇ていねいに読まなければならな

いことである。

論理的に誤りないかを見るのは勿論図とも適合し

ているかどうかも確かめなければならない。証明問

題での最難関であり，時には１題の解答に数分を費

やすことがある。これは採点者にとってかなりの苦

労である。

そんなことが高校入試に証明問題が出ない原因の

一つであろう。

出題者は同時に採点者でもあり，１０回のコンテス

トにあって何度もその苦労を体験してきた．そして

いつでも疲れた目と指を休めながら，ふと頭に浮か

ぶのはこの答案を脅いた生徒の心理状態である。

どちらかといえば,この種の答案は誤答であるか，

そうでなくともまわりくどい叙述なのである。どう

してそうなるか，受験生はコンテストという異徽な

状態の中で，精神的に興奮している。その中での必

死の健斗なのである。

受験生は苦しんでいる。文字の一つ一つがその苦

しみを我々に向かって訴えているのだ。その考えに

到達したとき，採点者である我々がこんなことで苦

しいなどと思うことは，受験生に対して申し訳がな

い。受験生の苦しみをそのまま我々の苦しみとして

素直に受けとめ，複雑な文章を一宇一宇配慮しなが

ら，ていねいに醜み，受験生の意図をくみとらなけ

ればならない。……と思い続け第10回にまで至った

のである。

受験生の苦しみを共にしたいという実感が受験生

に対する大きな親近感となってくる。

成綱の良かった受験生には．その意気で進めと励

ましてやりたい。そして成績はあまり良くなかった

が，ともかく自分の力でできるだけ精一杯の努力を

答案にぶちまけた，これらの受験生にはそうだ，そ
れでいいのだ，人生はもっと苦しいぞ，くじけずに

強く生き抜いていってくれよと呼びかけたい。

函
問１作図

円ＡＥＦを正確にかかないと，フリーハンド

では二円の交点Ｋが見当がつけにくい。

Ｈ

Ｌ

問２ＢＣ′ＥＬを証明するのは，同位角又は錯角

と関連づけられるし，円に内接する四辺形がい

くつか出来るので円周角あるいは相対する内角

とか，外角と内対角の関係定理などが頭にうか

んでくるだろう。要するに角の移動が解決の糸

口となるだろうと考えて工夫してみる。

ＢＣ′ＥＬを虹明するには，

≦ＡＢＦ＝=ＡＥＬがいえれば十分である。

二ＡＢＦを四辺形ＡＢＣＫの内角とみると

=ABF＝=ＣＫＨ（ＨはＡＫの延長）

こＡＥＬを四辺形ＡELKの内角とみると

=ＡＥＬ＝=ＣＫＨ

．..≦ＡＢＦ＝≦ＡＥＬ

となってぬでたしめでたし。

問３ＤＣ′ＦＬを証明するには=ＫＣＤ＝二ＫＬＦ

がいえれば十分である。

ｒＢに対する円周角
二ＫＣＤ＝二ＫＡＤ

ｒＦに対する円周角
≦ＫＬＦ＝二ＫＡＦ＝二ＫＡ，

．.､二ＫＣＤ＝二ＫＬＦ

間４問２，問３により四辺形ＣELFは平行四辺

形。従って対角線は互いに他を２等分するので

ＥＭ＝ＦＭ

とやってしまっては，味もそつけもない。ただ

問題の結果を定理の形で言いかえたにすぎない

ので，これだけでは証明したとはいえまい。そ

こで答案としてはこの定理自体を証明すること
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にする。

△ＭＣＦと△ＭＬＥにおいて平行四辺形の対辺

は等しいから

ＣＦ＝ＬＥ…………………………………①

ＣＦ′ＥＬなので錯角をつかって

二MCF＝=ＭＬＥ……………………②

二MFC＝二ＭＥＬ……………………③

①，②，③より

△ＭＣＦ＝△ＭＬＥ

ＪＦＭ＝ＥＭ

ここで①で使ったＣＦ＝ＬＥは結講。

ＦＭ＝ＥＭと同程度の定理なので，これもつ

いでに証明しておくと，

△ECLと△ＦＬＣにおいて

ＣＬ＝LＣ（共通）………………………④

ＥＣ′ＦＬより

二ECL＝二ＦＬＣ…･………………･….⑤

ＥＬ′ＣＦより

色ELC＝こＦＣＬ………………………⑥

④，⑤，⑥より

△ＥＣＬ＝=△ＦＬＣ

．．.ＬＥ＝ＣＦ

ｃは１，２，３，４，５，６のどれかなので，

α２，６２，ｃ２は，１，４．９，１６，２５，３６とな

ることから，和が49となる組み合わせを見つ

けていく方法の２通りであった。

(3)思っていた以上によく問題に取り組んでいた

ように感じる。

α，６，ｃが３つとも奇数のときは２発－１，

２ｙ－Ｌ２ｚ－１とおき，１個だけが偶数の

ときは，２工，２ｙ－１，２ｙ－Ｌ２ｚ－１と

おいて矛盾を導いている解答が多かったが，

４で割ったときの余りに注目して矛盾を導い

ている解答もあった。

なかには，ｍｏｄという記号を用いている生

徒もいて感心した。

歴薑団
問１［α＝１，６＝２より，

５＋ｃ２＝ｄ２

ａｚ－ｃｚ＝５

（ｄ－ｃ)(。＋c)＝５

．＋ｃ＞ｄ－ｃなので，ｄ－ｃ＝１，．＋亡＝５

よって，ｃ＝２０．＝３

１．＝7より，α2＋62＋c2＝４９……………①

α≧６≧ｃより，４９≧c2＋c2＋c2≧3ｃ２

ゆえに,`鬘,/\臺乎

＝で,平＜÷=４３３…，

弩z>÷=』

□
問２

正の整数α，６，ｃ，。がα2＋62＋c2＝。ｚを満

たしている。このとき，次の間に答えよ。

問１α＝１，６＝2のとき，ｃ，。の値を求めよ。

問２．＝７，α≧６≧ｃのとき，α，６，ｃを求め

よ。

問３＠，６，Ｆのうち少なくとも２つは偶数で

あることを証明せよ。 ゆえに，ｃの値の範囲は，１≦ｃ≦4となる。

Ｃ＝1のとき，①はα2＋が＝4８

歴函
配点(1)６点，(2)14点，(3)20点

(1)だいたいの生徒はできていたが，説明不足の

答案もかなりあった。

ｃ，ｄが正の整数であることから上手に問題

を処理していない答案もあった。

基本的な問題なので絶対に出来てほしい問題

であった。

(2)税明不足の答案も多くあったが，全体的には

よく解答していた。

解答としては２通りの考え方があった。

１つは解答例のように｡またはｃの値の範囲

を決めて求めていく方法と，２つめはα，６，

表より，ｃ＝１のときの整数α’６の値はなし.

c＝2のとき，①はげ＋62＝4５

表より，ｃ＝2のときの整数α’６の値は，α＝６，
６＝３

c＝3のとき，①はα2＋62＝4０

－２３４－



よって，ｄが奇数でも偶数でも矛盾する。次

に.α，６，ｃのうち１個だけが偶数のとき．

Ｑ２＋6z＋c凶＝Ｏ＋ｌ＋１＝２（ｍｏｄ４）

よって、。が奇数でも偶数でも矛盾する。

以上より，少なくて６２つは偶数である。表より，ｃ＝3のときの整数α’６の値はなし。

c＝4のとき，①はα`＋が＝3３

６＝4のとき，α2＝17となり，このときの整数α，

ｂの値はなし。

よって，以上よりα＝６，６＝３，ｃ＝２

α，６，ｃがすべて奇数とすると，

α＝2x－１，６＝2y－１，ｃ＝2z－１(x，ｙ，ｚは自

然数）とおける

α2＝4x2-4x＋１，６２＝4yz-4y＋lO

c2＝４ｚ２－４ｚ＋ｌ

ｎ２＋が＋c2＝4(え2＋y2＋ｚ２－ｘ－ｙ－２)＋３

＝4加十３（柳は自然数）

ゆえに，ｄは奇数となり，。＝2〃－１（〃は自然

数）とおくと，。ｚ＝4"2-4〃＋１

４湘十３＝４〃２－４打＋１

４沈＝４〃２－４〃－２

＝2(宛２－〃－１）

＝2(〃(〃－１)－１）

これより，左辺は４の倍数であるが，

〃(〃－１)-1は奇数となるので,右辺は４の倍数

とならない。よって，矛盾する。したがって，

α,６，ｃがすべて奇数となる場合は存在しない。

ｎ，６，ｃのうち１つが偶数で，２つが奇数と

すると，α＝2Jr，６＝2y-1,ｃ＝２２－１(え，ｙ，

ｚは自然数）としても一般性を失わない。

αz＋が＋cz＝4ｴｪ＋4y2-4y＋ｌ＋4zz-42＋１

＝４(夢＋y3＋ｚ２－ｙ－ｚ)＋２

＝4沈＋２（ｍは自然数)＝。。

このとき，ｄは偶数となるので，。＝2〃(〃は

自然数）とおける。

ゆえに，４加十２＝４"２

２沈十１＝２〃２

左辺は奇数，右辺は偶数となり，矛盾する。

ゆえに，１つが偶数，２つが奇数となる場合は

存在しない。

よって，すくなくとも２つは偶数である。

（ＱＥＤ.）

囚

関数／い＝|ｪ2＋“＋６１の－１≦x≦1にお
ける最大値をＭ(α,ｂ)とおく。ただし，α’６は

実数の定数とする。

問１Ｍ(0,-台)=合を示せ。
問２Ｍ(１，６)が最小となるように６の値を定

め，そのときの最小値を求めよ。

問３Ｍ(＠,6)の最小値は合で,｡=0,6=-告
に限ることを鉦明せよ。

問３

｢藷~詞
良くできていた生徒の名前を挙げると.田辺君(札

南)，山崎君(札北)，木潔君(室栄)，夏井坂君(北嶺

高）ぐらいだろう。

解答の中で．Ｍ(α’６）が最小となるのはノ(-1）

＝/(-号)＝/(1)に限る”と言及している生徒が多
いが，その他に最小になることはないことをきちん

と証明している生徒は全くいない。残念である。

嚥喜i;、
問１ほとんどの生徒がグラフを曾いて確かめていた。

/(工)＝|jc2-告ｌ
ｙ

l､ jｒ

図より，Ｍ(0,-台)=吉，（10点）
問２／(工)＝が十x＋６

９(ｴ)=jc2＋エ＋ｂ＝(工倦)2＋６－十，
－１≦エ≦ｌにおけるｇ(工)の最大値Ｍ，最小

値ｍは，

ｙ

Ｍ＝g(1)＝ｂ＋２

m=g(一合)＝ｂ一十

常に，Ｍ－ｍ=÷，

(別解）

一般的に，

奇数のとき(2趾Ⅱ)`＝４几(几＋1)＋l＝１（ｍｏｄ４）

偶数のとき（２几)2＝４１０２＝O(ｍｏｄ４）

ここで．α，６，ｃがすべて奇数のとき，

α2＋62＋C2＝１＋’十１＝３（ｍｏｄ４）

エ

/(え)＝'9(r)|の最大値Ｍ(1,6）は，Ｍ，ｍの

挙動に従って決定される。
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Ｍ〉；なら．－号<ｍ〈Ｍだから，
Ｍ(Ｌ６)＝Ｍ＞３，

ｍ〈－；なら，ｍ〈Ｍ〈；だから，
Ｍ(1,6)＝|ｍ'〉骨，

よって．Ｍ＝－ｍ＝；のとき．Ｍ(Ｌｂ）は最
小値をとる。

故に．ｂ＝－号のとき，最小値；
（15点）

問３αの値についての場合分け。

ｇ(え)=薄十Qjc+b=(ｘ+号)塾十b一子
間２，同様－１≦工≦ｌにおけるｇ(工)の最大

値をＭ・最小値を、とする。

（i）－暑く－１，すなわち。＞２のとき，
Ｍ＝/(1)＝’十Ｑ＋６

ｍ＝/(－１)＝ｌ－ｑ＋６

常に，Ｍ－ｍ＝２α・(ｂに依存しない)。

よって,Ｍ＝αかつ、＝一αのとき，Ｍ(α，ｂ）

は最小となる。

故に，６＝－１のとき，最小値ａ（＞２）

（ii）－１≦一号く０，すなわちＯ＜α≦２のとき，
（問２の場合が含まれる）

Ｍ＝g(1)＝ｌ＋α＋６

ｍ=g(-号)＝６－子
常に`Ｍ－ｍ＝子＋α＋’(ｂに依存しない)。
よって,Ｍ=合(デ+q+')かつ,ｍ=一合(子＋
α＋１）のとき@Ｍ(α’６）は最小となる。

故に，ｂ＝デー号一合=音(Ｑ２－４ｕ－４）のと
き，最小値す(α+2)、（〉昔)。

（､）－号＝０，すなわちα＝０のとき，

Ｍ＝９（－１)＝９(1)＝ｌ＋６

ｍ＝９（O)＝ｂ

常に，Ｍ－ｍ＝１（6に依存しない）

よって．Ｍ＝合かつ、＝一合のときＭ(0.6）
は最小値となる。

故に，ｂ＝一昔のとき，最小値含
（iv）Ｏ＜－号≦Ｌすなわち－２≦｡＜Ｏのとき

Ｍ＝９（－１）＝１－口＋６

ｍ＝g(-号)＝6-茅
常にＭ-ｍ＝苧一α＋’（ｂに依存しない）
よってＭ=者(デー｡＋'）かつ、＝一合(デ
ーα＋１）のとき，Ｍ(α’６）は最小となる。

故に６＝ザ十号-も=昔(｡`+“－４)のとき
最小値も(α-2)②（〉告）
（v）－号＞１，すなわち，α＜－２のとき，

Ｍ＝ｇ(－１）＝１－α}－６

ｍ＝ｇ(1)＝ｌ＋α＋ｂ

常に，Ｍ－ｍ＝－２ａ（ｂに依存しない)。

よって．Ｍ＝－α，ｍ＝ｕのとき，Ｍ(α，ｂ）

は最小をなる。

故に，ｂ＝－１のとき，最小値一ロ（＞２）

(i)～(v)から，Ｍ(α，ｂ）が最小となるのは．

(iii)の場合で，証明が終わる。

（15点）

□
半径２の円板（円周と円の内部）Ｄ上に半径

１の円板（円周を含む）を何枚かおいて完全に

おおいつくしたい。

問1半径１の円板を７枚用いると，Ｄをおお

いつくすことができることを示せ（作図せ

よ)。

問２半径１の円板６枚ではＤをおおいつく

すことができないことを証明せよ。

（採点基準）

問１…20点（中心に１枚，まわりに６枚用いること

に気がついていたら10点）

問２…20点（円周部をおおうのに６枚必要というこ

とに気がつくと10点）

｢藷~評１
受験後のアンケートをみると．回の感想としては

「おもしろい」「いろいろと考えられて楽しいjなど

の意見もあったが，「わけがわからない」「どうやっ

て証明したらよいのか見当もつかない」などの声も

あった。円や正方形などでいろいろな図形を「おお

いつくす」「うめつくす」問題は秋山仁，ピーター

フランクルなどの数学者が雑誌の記事やエッセイな

どでも取り上げたりして，もしかすると見かけたこ

とのある人もいるかもしれない。予備知識はそれほ

ど必要はなく。やさしいと思って出題したのだが

「かんたんだ」と思った人と「どうやって手をつけ

てよいのかわからない」という２つの人がいたかと

思う。ポイントは半径２の円をおおうためには円周

だけでも６個の半径ｌの円がいることに気がつくこ

とにある。また問２６同じ発想(円周をおおうのに

６枚必要）でできる。

間１

蕊 １
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円板全体は半径ｌの

円６枚でおおえない

】っの扇形は半径１の

円でおおえない

半径２の円と半径１の円の共通弦の最大値は２

で．このとき弧に対する中心角は60.である。

よってOII＝ｖ可，ＡＨ＝１，０Ａ＝２である。

また，色ＡＯＨ＝30゜よりＯＡＢ＝60.よって△ＡＣｌｌも

正三角形ゆえにＡＨ＝ＣＨ＝ＡＣ＝１よってＯＣ＝ｌ

またＯＤ＝､/訂－１となる。図１のように半径ｌの

円板６枚で円周はすべておおうことができて，残っ
た部分（図１の剥線部）も半径２の円の中心からの

距離は最大でｌより半径２の円の中心を中心とする

半径ｌの円によってすべておおうことができる｡(図

２参照）

④ ‐

これが正しいとすると円を７等分してできる

塗{護灘雑
しそうに見えても正しくないのである。一方次は正

しい。

ハ
ーーーー

1つの扇形を半径１の

円でおおえる
尖離鬮脇緒皇
おおえる

⑧ こ◇

命題ｐ→９に対して９→ｐを命題の逆

（ｐはｐの否定）万→了を命題の裏

了→万を命題の対偶という力《

この場合⑧は④のうらとなっていて⑧が正しいか

らといっても＠も正しいとはいえないのである。

少数だが次のような発想で考えていた人もいた。

どうやればもっとも少ない円板でおおえるかという

ことで，円板の重なり，及び大円板の外側へのはみ

だしを極力少なくすることによってできるだけ鰯駄

の少ないおおいつくしを考えるという方法である。

今回の問題においてはその発想はなかなか生かせな

くて，その発想で問２を説明できた人はいなかった

が,大切な考えである｡今回の問題をみて興味をもっ

た人は，ぜひ，最近何冊か出ている「有限幾何」の

本を読んでもらいたい。

２

採点時の:ドイントは３つの円がすべて－点で交わ

るということであり，このことから半径がｌより少

しでも小さければ７枚でもおおえないことがわかる。

問２問ｌの発想をそのままもってくればよい｡｢円

周をおおうためには６枚の円板が必要だが，円周を

おおうと，半径２の円の中心はどの円板にもおおわ

れていない」ということでよいのだが，そこのとこ

ろをしっかり聾いてくれた人はほとんどいなかっ

た。「まん中があいてしまう」「まん中にずらすと

おおわれなくなるｊなど意図はわかるがもっとはっ

きり述べてほしい。その意味で満点の答案だったの

は受験番号16番の本間君だけだった。他の人は多か

れ少なかれ脱明不足だった。

別解として２つのパターンがあった。大きい円の

中心にひとつ，まわりに５つの半径１の円を配置し

て‘半径２の円をおおうことができない（正五角形

を作る）ことを示したものだが，この配置でおおう

ことができないことはいえても，一般に６枚ではお

おえないことは示すことができない。

もうひとつ『円を６等分してできる扇形を半径1

[函
問１下のようにおけばよい。

問２まず半径２の円板と半径１の円板の交わって

できる弧と弦の長さに注目する。弦の長さの股

大値は２である。そのときの弧に対応する中心

角は60.である(三角形は正三角形)，またそのと

き２つの円の中心間の距離は‘丁である。

（､.・２つの円が交ってできる点を結ぶ弦の長
さは弦が小さい円の中心を通るとき最大とな

る｡）

の円でおおうことができないこ

とから円は半径１の円板６枚で

おおえない』としたものもかな

りあったが，これは正しいだろ

うか。論理を考えてみよう。

2／60.Ｗ

－２３７－



さて半径２の円板の円周をおおいつくすのに

何個の円板が必要か考えてみよう。弦の長き最

大のとき弧の長さも最大になり，そのとき中心

角60.より､円周を完全におおうには\＝６
個の半径１の円が必要である。円板全休をおお

うには円周，及び内部の点をおおわなければな

らないので半径１の円板は６枚以上が必要であ

る。

背理法を用いる。半径１の円板６枚でＤをお

おうとするとＤの円周をおおわなければなら

ない。しかしこのとき半径１の円と半径２の円

の中心距離‘丁より、の中心はどの半径１の

円板にも含まれない。これは半径ｌの円板６枚

でＤをおおえるとした仮定に反する。よって命

題成立。
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