
第｜｜回

北海道高等学校数学。 卜ンテス

題志

平成５年１月１２日(火）

9時00分～12時30分(210分）

北海道算数数学教育会高等学校部会



問題１地球を中心Ｏ，半径Ｒの球とする。

右図の様に，地球の周回軌道を毛利さんの搭乗し．Ｅ～

たスペースシャトルエンデバー（Ｅ）と，秋山さん

の搭乗した宇宙ステーションミール（Ｍ）が，それ

ぞれ高度Ｒ，（ｒｒ－ｌ）Ｒで，同じ方向に飛行し

ている。地球をｌ周するのに，エンデバーは60分，

ミールは40分かかるものとする。

今現在，日本時間で13:00である。次の間に答え

よ。

問ｌミール（Ｍ）の真上にエンデバー（Ｅ）が初め

て重なる時刻は，日本時間で何時何分か。

問２ミール（Ｍ）とエンデバー（Ｅ）が初めて地球

の反対lIIlにある時，つまり二ＥＯＭ＝180゜となる時刻は日本時間で何時何分か。

問３毛利さんと秋山さんは，絶えずお互い観察するものとする。初めて地球の陰に

なり観察不能になるのは日本時間で何時何分から何時何分までか。

問題２正方形ＡＢＣＤの辺ＣＤ上に1点Ｐがある。=ＢＡＰの二等分線が直線

ＢＣと交わる点をＱとする。

次の問いに答えよ。

問１点Ｑは辺ＢＣ上にある（延長上にはない）ことを証明せよ。

問２求めた点Ｑを図ｌにつけ加えよ。

以下図はすべてfreehandでよい。

問３３線分ＡＰ，ＢＱ，ＤＰの間に次の関係があることを証明せよ。

ＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰ

証明に必要な点や直線などは図ｌにつけ加えよ。

問４最初の文で１点Ｐが直線ＣＤ上にあってＰ，Ｄ，Ｃの順序に並んでいるとき

Ｑはどこにあって３線分ＡＰ，ＢＱ，ＤＰの関係はどうなるか説明せよ。

図２に必要な点や直線などをつけ加えよ。

問５また1点ＰがＤ，Ｃ，Ｐの順序でｌ直線上にあるときはどうなるか説明せよ。

図３に必要な点や直線などをつけ加えよ。
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問題３関数／は)が，

ハズーツ）－／（エー),）＝－２／（ｘ－ｌ）／（〕÷ｌ）

／（Ｏ）＝ｌ

を満たすとき，次の問いに答えよ。

ただし関数／（工）は，xの値が整数のとき／（ｘ)の値も整数となる。

問ｌ／（１）の値を求めよ。

問２バーｘ）＝／（苑)を示せ。

問３／（２），／（３），／（４）の値を求めよ。

問４／（工十４）＝ハエ)を示せ。

問５／0993)の値を求めよ。

問題４１１１や2222のように各位の数字がすべて同じである２桁以上の自然数は，

自然数の平方（平方数）にならないことを証明する。

問１２２…22,33...33,77…77,88…88は平方数にならないことを説明せよ。

問２５５…55,66…66,は平方数にならないことを証明せよ。

問３１１…11は平方数にならないことを証明せよ。

問４４４…44,99...99は平方数にならないことを説明せよ。

問題５金曜の夜，ニューヨーク郊外のあるレストランでパーティがあった。

参加者のうち，４人の紳士が１つのテーブルにつくことになった。

実はテーブルのそれぞれの席には名札が付いていたのだが，みな気がつかずに

座ってしまったため，全員が自分の名札とちがう席についてしまった。

問ｌこのような座り方は全部で何通りあるか。 １２３４

また５人の場合は何通りになるか。 ○○○○

ﾋﾝﾄ(さ；二ｓ)…件……の鰍
問２本人と名札を一致させるため，全員席に座ったまま隣の人同士で名札を入れか

えることにした。全員の名札と名前が一致するには最大で何回のいれかえをす

るとよいか。またもっとも少ない回数でいれかえができる場合，何回のいれか

えでよいか。同じことをした場合，５人なら何回いれかえになるか。

最大と最小の回数を答えよ。

－２４０－



平成４年度(平成５年１月12日実施）

第１１回

北海道高等学校数学． 卜ンテス

説解答解 と

北海道算数数学教育会高等学校部会
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□ 図
問1

Ｅミナ

IAD-上

地球を中心０，半径Ｒの球とする。

上図の様に，地球の周回軌道を毛利さんの搭

乗したスペースシャトルエンデバー（Ｅ）と，

秋山さんの搭乗した宇宙ステーションミール

(Ｍ)が，それぞれ高度Ｒ，（「す－１）Ｒで，

同じ方向に飛行している｡地球を１周するのに，

エンデバーは60分，ミールは40分かかるものと

する。

今現在，日本時間で13:00である。次の間に

答えよ。

問ｌミール（Ｍ）の真上にエンデバー（Ｅ）

が初めて重なる時刻は，日本時間で何時何

分か。

問２ミール（Ｍ）とエンデバー（Ｅ）が初め

て地球の反対側にある時，つまりどＥＯＭ

＝180.となる時刻は日本時間で何時何分

か。

問３毛利さんと秋山さんは，絶えずお互い観

察するものとする。初めて地球の陰になり

観察不能になるのは日本時間で何時何分か

ら何時何分までか。

兀分後に，Ｍの真上にＥが来るとすると上図

のようになる。Ｍ０，Ｅ１，は初期状態

器x－５＋蕊
エー１０

１０分後に，ミールの真上にエンデバーが重な

る状態になる。求める時刻は

．.､13時10分･…..（答）

問２

120

Ｅ

工分後にどＥＯＭ＝180.になるとすると。

５＋蕊+30=器猛
兀＝7０

７０分後に，ミールとエンデバーは，地球の反

対ＩＭＩに位置する。

．.､１３：７０つまり１４：10

...14時10分……（答）

｢害､可焉１
兀分後の位置関係を作図し，１次方程式を作れば

比較的スムーズに解ける。特にＥは，６０分で１周

するので，時計の長針と同じ動きをすることに注

意する。

－２４２－



問１点Ｑは辺ＢＣ上にある(延長上にはない）

ことを証明せよ。

問２求めた点Ｑを図１につけ加えよ。

以下図はすべてfreehandでよい。

問３３線分ＡＰ，ＢＱＤＰの間に次の関係

があることを証明せよ。

ＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰ

証明に必要な点や直線などは図１につけ

加えよ。

問４最初の文で１点Ｐが直線ＣＤ上にあって

Ｐ，ＤＣの順序に並んでいるときＱはど

こにあって３線分ＡＰ，ＢＱＤＰの関係

はどうなるか説明せよ。

図２に必要な点や直線などをつけ加え

よ。

問５また１点ＰがＤＣ，Ｐの順序で１直線

上にあるときはどうなるか説明せよ。

図３に必要な点や直線などをつけ加え

よ。

問３

ＥIＤ

鋭磯不能になる時

ｘ分後に観察不能になるとする。

5＋苑+等=器ヱ
エー45

45分後に観察不能になる。

..､13時45分

｢着､i薫１
問１ＰがＣと一致するｃａｓｅ

どＢＡＰ＝どＢＡＣだから廷ＢＡＱ＝22.5．

このときの点Ｑが左端となる。

ＰがＤと一致するｃａｓｅ

二ＢＡＰ＝どＢＡＤ＝90.，どＢＡＱ＝竺ＢＡＣ

Ｑはｃと一致する。このときＱ点が右端とな

る。

すなわち，直線ＡＱは直線ＡＢと直線ＡＣ

の間にある。

問２図１にはＰが定まっているので２等分線らし

い線をひいて点ＱをＢＣ上につけ加えればよ

い。

問３離れているＡＰ，ＢＱＤＰ３線分の関係を

証明するのであるがhintはＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰの

中にある。

つまりＢＱとＤＰを何らかの方法でつなぎ

合わせればよい。ＤＰを移してＢＱとつなぐ。

そこから90.回転に思い当たればよい。角の関

係からＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰを得る。他の方法では

困難である。

問４９０．＜二ＢＡＰ＜180.から

直線ＡＱは直線ＡＤと直線ＡＣの間にある

故に点ＱはＢＣのＣの方への延長上にある。

３線分の関係は自分で発見しなければならな

いが問３では90.回転で成功しているのだから

Ｅ⑥

観察I1jliXする11＄

工分後に，観察回復するとする。

5＋露+60一等=::蒸
葬＝95

95分後に観察回復する。

１３：９５＝14835

...13時45分～14時35分まで観察不能。

回

正方形ＡＢＣＤの辺ＣＤ上に１点Ｐがある。

どＢＡＰの二等分線が直線ＢＣと交わる点をＱ

とする。

次の問いに答えよ。

－２４３－



と試みる。

すなわち，何はともあれ△ＡＤＰを90.回鮭

してみる。そこで関係を発見できるであろう。

そしてＡＰ＝ＢＱ－ＤＰに至る。

問５０．＜どＢＡＰ＜45．

直線ＡＱは直線ＡＢと直線ＡＰの間にある.

ｆｒｅｅｈａｎｄで点Ｑを定め前間に同じく90.回転

を試みてＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰを得る。

雁害５，
問１（着眼点）に轡いてあるものと殆ど同じこと

になるので省略。

問２次の間３解答例に示してある図の通り。

問３

Ａ Ｉ〕

解答文は下記。

（着眼点）問４にある最初から３行目までのことを

かいて以下に続く。

△ＡＤＰをＡ中心90.回紙して、をＢに

重ね，Ｐの移った点をＰ'とすれば

こり＝こＢ＝90.からＰは線分ＢＣ上に

ある。

どＰ,ＡＱ＝どＢＡＱ－どＢＡＰ,

＝こＱＡＰ－こＤＡＰ

＝どＱＡＤ＝ごＱ

ＡＰ＝ＰＱ＝ＢＱ－ＢＰ'＝ＢＱ－ＤＰ

よって，ＡＰ＝ＢＱ－ＤＰ

間５

Ａ
I）

Ｐ Ｃ

、Ｃ
Ｐ'ｌ〕 (）

Ｐ

図３にかきいれたものを上に示す。

解答文は下記

(着眼点）問５にある１行目から２．行目．…の間に

ある”までをかいて以下に続く。

△ＡＰＤをＡ中心90．回娠して、をＢに

重ね.Ｐの移った点をＰ'とすればＰ,,Ｂ，

Ｃの順序で１直線上にある。

ごＰ`ＡＱ＝ごＰＡＢ＋ごＢＡＱ

＝どＰＡＤ＋どＱＡＰ

＝どＱＡＤ＝とＰＱＡ

ＡＰ＝Ｐ'Ｑ

＝ＰＢ＋ＢＱ

＝ＰＤ十ＢＱ

よって，ＡＰ＝ＢＱ十ＤＰ

図１に瞥きいれたものを上に示す。解答文は

下記。

△ＡＰＤをＡ中心90.回転してＤをＢに重ね，

Ｐの移った点をＰ'とすればこり＝どＢ＝90.だ

からＰ`は直線ＢＣ上にあってＰ，ＥＣの順

序に並ぶ。

ごＰＡＱ＝どＰＡＢ十二ＢＡＱ

＝どＰＡＤ十二ＱＡＰ

＝どＱＡＤ＝どＰＱＡ

ＡＰ,＝Ｐ'Ｑ＝ＰＢ＋ＢＱ＝ＰＤ＋ＢＱ

よって，ＡＰ＝ＢＱ十ＤＰ

問４

Ａ

回

関数/は)が，

/(ｘ＋ｙ)－ノ(ｘ－ｙ)＝－２／(ｘ＋ｌ)/(ｙ＋ｌ）

、、 ／（Ｏ）＝１

を満たすとき，次の問いに答えよ。

ただし，関数ノ（ｘ）は．元の値が

ノ（工)の値も整数となる。

問１ノ（１）の値を求めよ。

問２ハーエ）＝ノ（工)を示せ。

13 (』
Ｐ‘ Ｃ

整数のとき

図２に書きいれたものを上に示す。

－２４４－



ノ（エ＋４）－/ｃｃ)＝－２ノ（工＋３）ノ（３）

ところで，／（８）＝０なので

／（工＋４）－ノ（工)＝Ｏ

よって，八発＋４）＝ノ（工)である。

／(1993)＝/(1989＋４）

＝/(1989）

＝/(1985＋４）

＝ノ(1985）

＝●●６０●●■。ｃ

＝ノ（１）＝0

問３ノ（２），／（３），/（４）の値を求めよ。

問４ノＤＰ＋４）＝ノ（苑)を示せ。

問５/(1993)の値を求めよ。

問５

函
･関数（苑)は三角関数であることに気づきました

か｡この問題を作成するとき/(jc)=ＣＯＳ÷難
を決めてから，関数方程式を作りました。

．（２）の値を求めるとき，苑＝ｙ＝１を代入する

と.／(2)=-1.÷
の２通りの値がでてきます。解答例のようにx＝

１，ｙ＝－１だと／（２）＝－１の値のみでてきま

す。

･／（1993)の値は，ノ（苑＋４）＝ノ（r)を利用する

こと。

できればノ（x＋４几)＝ノ（Jc)(〃は自然数）

を証明してから求めてほしいところだが。

囚

111や2222のように各位の数字がすべて同じ

である２桁以上の自然数は，自然数の平方（平

方数）にならないことを証明する。

問１２２…22,33…33,77…77,88...88は平方

数にならないことを説明せよ。

問255...55,66…66,は平方数にならないこ

とを証明せよ。

問311...11は平方数にならないことを証明せ

よ。

問444...44,99…99は平方数にならないこと

を説明せよ。

画
問１ノ（兀＋ｙ）－ハエーン）

＝－２ノ（Jc＋１）/(ｙ＋１）……（Ａ）

（Ａ)にエーツ＝Ｏを代入すると，

ノ（０）一八Ｏ）＝－２ノ（１）ノ（１）

Ｏ＝－２ノ（１）２

よって，/（１）＝Ｏ

問２（Ａ)に苑＝Ｏを代入すると，

／(ｙ）一ノ（－ｙ)＝－２／（１）／(ｙ＋１）

(1)より，／（１）＝Ｏなので

/(ｙ）－／(－ｙ)＝０

ゆえに，／(－ｙ)＝/(ｙ）

よって。／(一元)＝ハエ)が成り立つ。

問３（Ａ)にjc＝１，ｙ＝－１を代入すると，

ノ（Ｏ）－／（２）－－２ノ（２）ノ（０）

ノ（０）－１より

１－／（２）＝－２／（２）

よって，／（２）＝－１

（Ａ)に苑＝２，Ｊ＝１を代入すると，

／（３）－ノ（１）＝－２ノ（３）（２）

ところで，ノ（１）＝０，ノ（２）＝－１より

ノ（３）＝２／（３）

よって，/（３）＝０

（Ａ)にエーｙ＝２を代入すると，

/（４）－／（Ｏ）＝－２ノ（３）ノ（３）

ノ（４）－１＝Ｏ

よって，／（４）＝ｌ

問４（Ａ)に難をエ＋２，ｙを２とすると

｢薔眼司
問１平方数の1位の数は限られた数しかとれませ

ん。

問２平方数を素因数分解すると，各素因数の指数

は偶数。

問３これが主問題。（10ｈ＋１）2や（１Ｍ＋９）２

はどんな形の数になるか調べるとよい。

問４問３からただちに出る。

この問題を拡張して,立方数(自然数の３乗）

とならないことの証明などはどうなるか。確か

めるとよい。

顧喜1;１１
問1平方数の１位の数は，０，１，４，５，６，

９に限る。よって，１位の数が２，３，７，８

となる数は平方数ではない。

問255...55＝５xll…11が平方数であれば，１１…

１１は５の倍数でなければならない。５の倍数の

１位の数は，０，５に限るから，それは不可能

である。同様に，66...66＝２×33…33が平方数

であれば，３３…33は２の倍数でなければならな
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い。２の倍数の1位の数は偶数に限るから，そ

れは不可能である。

問３平方して１位の数がｌになるのは，元の数の

１位の数が１，９に限る。

１１…11が平方数であれI説１１…11＝(10AB＋１）２

または（10虎＋９）２（んは自然数）

（10虎＋１）2＝100虎２＋2Ｍ＋１，この数は，

十の位の数が偶数となっている。

（10Ａ＋９）2＝100kg＋180ん＋８１

＝100(んｚ＋虎）＋

10（８虎十８）＋１，

やはり，この数も十の位の数が偶数となって

いる。

１１…11は十の位が１だから，それは不可能で

ある。

問４４４…44＝４×11…11,99…99＝９×11…11だ

から，２数のいずれか一方でも平方数ならば，

11…11は平方数でなければならず，(3)に矛盾す

る。

よって，いずれも平方数ではない。

｢蕾iii蔦７１
問’（？？？，)のように,@個の数を第ｉ

番にｉが入らないようにして並べたものを「か

くらん順列」という。

〃-3のときは(？？，)と(９９９）
の２通りがある。

几＝４のときは,最初の数を何にする力､で場

合分けして数え上げてみるとよい。

〃＝５のときも同じ。

実は数学コンテストの第６回で．このかくら

ん順列の個数の規則性について出題している。

興味のある人は考えてみるとよいだろう。

（第６回数学コンテストより）

数１，２，３，･･･，几を全部同時にとり

あげて－列に並べる。（これを異なる几個

のものから几個とる順列という）その順列

の中でどの数字ｈに対しても数字たが虎番

目にないものを「かく乱順列」という。例

えば几＝３のとき３，１．２はかく乱順列

である。

(1)几個の数のかく乱順列の総数をＤ(几）

で表す｡このとき、（３）,、（４）,、（５）

を求めよ。

(2)，（８）を求めよ。ただし、（６）＝265,

,（７）＝1854であることを用いてもよ

い。

回

金曜の夜，ニューヨーク郊外のあるレストラ

ンでパーティがあった。

参加者のうち，４人の紳士が１つのテーブル

につくことになった。

実はテーブルのそれぞれの席には名札が付い

ていたのだが，みな気がつかずに座ってしまっ

たため，全員が自分の名札とちがう席について

しまった。

問Iこのような座り方は全部で何通りある

か。また５人の場合は何通りになるか。

ｒｌ－ｐ－５－Ｊ可
○○○○

ﾋﾝﾄ(6886）
の形で条件をみたすものの個数

間２本人と名札を一致させるため，全員席に

座ったまま隣の人同士で名札を入れかえる

ことにした。全員の名札と名前が一致する

には最大で何回のいれかえをするとよい

か。またもっとも少ない回数でいれかえが

できる場合，何回のいれかえでよいか。同

じことをした場合，５人なら何回いれかえ

になるか。最大と最小の回数を答えよ。

(2)となりあった人同士で交換するということか

ら。何を連想するだろうか。「あみだくじ」をイ

メージすることができれば考えやすい。ここであ

みだくじを用いて説明してみよう。

例えば(？？？?)は何回のいれかえで
正しくできるだろうか。

（理９９)まず１回のいれかえで
（P鰹曾)もう-魔いれかえて
（P９，?)さらにもう一度いれかえて

ページＴ

（９９(?？)で3回のいれかえで正しく
なる。

これはあみだくじでいうと①②③④

｜｜｜’
４１２３
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（２，１，５，３，４）（２，１，４，５．３）

……(３，４，５)のかくらん行列

１番目が２で，２番目がｌでないとき（３か

４か５）

（２，３，１，５，４）（２，３，４，５，１）

（２，３，５，１，４）（２，４，１，５，３）

（２，４，５，８，１）（２，４，５，１，３）

（２，５，１，３，４）（２．５，４．１，３）

（２，５，４，３，１）９通り

ゆえに①が２のとき９＋２＝11通り。

さらに，１番目が３のとき同様に

（３，１，２，５，４）（３，１，４，５，２）

（３，１，５，２，４）（３，４，５，１，２）

（３，４，５，２，１）（３，４，２，５，１）

（３，４，１，５，２）（３，５，１，２，４）

（３，５．２，１，４）（３，５，４，１，２）

（３，５，４，２，１）

よって①が３のとき11通り

１番目が４，５のときも同様なので４×11＝

44通り

４人の場合，かくらん順列で総転置数がもっ

とも多くなるのは

(P９，９)の場合で(４，３)(4,2）
（４，１）（３，２）（３，１）（２，１）より６

よって６回いれかえ（最大）

もっとも少ないのは

(？？，?)の場合で(２，１)(‘。３）
より２

２回いれかえ（最小）

５人の場合，総転置数が最大なのは

(P９９§・)であるがかくらん順
列ではないので，これをひとついれかえたもの

(９９，９９)または
(P９９，９)のときで9回(最大）
総転置数が最小なのは(？？，？？）
のように３個のかくらん順列と２個のかくらん

順列の組み合わせになっているときで’３回（最

小）

この形に横棒一本いれて①②③④

ｌ－ｌｌｌ
４１２３

さらに横棒一本いれて①②③④

｜」-|’
４１２３

さらに横棒一本いれて①②③④

Ｈ－ｒｌ
４１２３

となって

正しくできる。すなわち何回のいれかえで直せる

かという問題はあみだくじで何本の横棒をいれる

と上下の数が対応するようにできるかという問題

と同じである。

実はこのことについてはよく知られた次の結果

がある。「１～〃の数を並べかえた几個の数を１，

２，３．４，…，几と対応させるには下の列で数

の順が逆転している鐘k〔たとえば僧曾，９，
ならば(５．３)(５，２)(５，１）(５，４)(８，２）

（３，１）(２，１）で７個(これを総転置数という)〕

の回数のいれかえを行えばよいｊこの場合は，か

くらん順列の中でどの場合が「総転置数」が最大

になるかを考えるとよい。

｢i露FFn
間１４人のとき（１番目ｌはありえない）

☆１番目が2とすると(？鷺？畷）
このとき，２番目に２は入らないので，２番

（？？，，）目を１とすると

２番目を３とすると（２．３，４，１）

２番目を４とすると（２，４，１，３）

☆１番目が３とすると

２番目を１とすると（３，１，４，２）

２番目を４とすると（３，４，１，２）

（３，４，２，１）

☆１番目が４とすると

２番目を１とすると（４，１，２，３）

２番目を３とすると（４，３，１，２）

（４，３，２，１）

よって９通り

５人のとき

☆１番目が2とすると(？？？?？）
２番目が１ならば（２，１，＊，＊，＊）

…２通り

問２

－２４７－



第１１回

北海道高等学校数学コンテス 卜

採点 終えを て

平成５年１月12日(火)実施

北海道算数数学教育会高等学校部会

－２４８－



第１１回「数学コンテスト」を終えて

北数教高校部会長今西義紀

昭和58年度（1983年）１月15日に第１回が実施された「数学コンテスト」も今回で第11

回を迎えることができました。今年は全道28校から中学生を含む397名の高校生諸君の参

加を得て盛大に開催できたことは関係者一同喜びにたえません。このコンテストに対する

理解と数学に対する興味・関心や数学の重要性が認識されてきたことの表れとうれしく思

うとともに，全道各地で熱心に指導に当っておられる先生方のご努力に深く感謝と敬意を

表します。

この｢数学コンテスト｣は，アメリカや東欧諸国で行なわれていた“数学オリンピック”

にヒントを得て，北海道においてもそれに似た催しを行ない，数学好きの高校生や中学生

に刺激を与え，一層数学的な興味を高め，また数学に楽しく挑戦することを通して，潜在

している数学的能力を引き出す手立てとして実施してきました。1989年から世界の50ケ国

目として,日本も国際数学オリンピックに参加し,予選の日本数学オリンピックにおいて，

本道の高校生が毎回優秀な成績を収めておた，特に中国の北京で行われた第３１回大会で札

幌の高校生が銅メダルを受賞したことは大変嬉しいことでした。本年も本道から１名が２

次試験まで歩を進めています。数学コンテストや数学オリンピックは，単に数学の問題を

解く力を競い,それに優劣をつけるものではありません｡この数学コンテストをとおして，

数学教育本来の目標である基本的な概念や原理・法則，論理的思考力や創造的な考え方を

自らがそれぞれの持っている能力に応じて問題を解決しながら身につけ，数学にたいする

興味・関心を高めることにあります。２１世紀に向けての高度情報化と国際化に数学の果す

役割はますます重要であります。さらにこの数学コンテストをきっかけとして数学を愛す

る同好の士が増え，それぞれの学校で互いに励まし合いながら一層本道の数学の学力の水

準を高めることに役立ちたいとも念願しています。

終わりになりましたが，北海道教育委員会，札幌市教育委員会，北海道高等学校校長協

会より賜わりました後援並びに北海道新聞社，福武書店の物心両面にわたるご高配に厚く

お礼申し上げるとともに，本年も問題作成について御尽力頂きました北海道大学理学部数

学科，出題や採点からコンテストの運営全般にわたってご苦労いただいた北数教高校部会

研究部，さらに全道各地で実施にご協力いただいた会場校や諸先生に厚くお礼申し上げま

す。今度ともご協力の程よろしくお願いいたします。

－２４９－
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□ をかなり省略している生徒が予想以上に多かった。

。『論理的恩向能力』を養成することが，高校３年

間の数学の勉強する目標の一つであることを自覚

しよう。

・直感的インスピレーションは,作図から得られる。

作図をしっかりして視覚的に考える練習をしよう。

・問題を簡単になるにはどうしたらよいのか。受験

テクニックだけに頼らず物事の本質を解決する精

神を養え。

｢i露５１１

Ｅ－－分

Ｍ一子

30。

ｏ
ｊ
Ｒ

地｣bｋ

問１

ＥＣ～▲

地球を中心０，半径Ｒの球とする。

上図の様に，地球の周回軌道を毛利さんの搭

乗したスペースシャトルエンデバー（Ｅ）と，

秋山さんの搭乗した宇宙ステーションミール

(Ｍ)が，それぞれ高度Ｒ，（ｒｒ－１）Ｒで，

同じ方向に飛行している｡地球を１周するのに，

エンデパーは60分，ミールは40分かかるものと

する。

今現在，日本時間で13:00である。次の間に

答えよ。

問１ミール（Ｍ）の真上にエンデパー（Ｅ）

が初めて重なる時刻は，日本時間で何時何

分か。

問２ミール（Ｍ）とエンデバー（Ｅ）が初め

て地球の反対側にある時，つまり≧ＥＯＭ

＝180.となる時刻は日本時間で何時何分

か。

問３毛利さんと秋山さんは，絶えずお互い観

察するものとする。初めて地球の陰になり

観察不能になるのは日本時間で何時何分か

ら何時何分までか。

エ分後に，Ｍの真上にＥが来るとすると上図

のようになる。Ｍｏ，ＥＣは初期状態

器エー5+エ
エ＝1０

１０分後に，ミールの真上にエンデパーが重な

る状態になる。求める時刻は

．．､13時10分……（答）

問２

ＥＣ

｢藷~評１
･囮の受験人数309名のうち満点の生徒87名で2ａ１５

％であり，残念ながら白紙0点の生徒は，３５名で

11.32％であった。

､昨年，北海道出身の毛利衛さんが，宇宙実験で活

躍しました。北海道の高校生も毛利さんに続く人

材に成長して欲しいという願望を抱いて問題を作

成しました。

。「答のみ」という生徒が多く，論理的説明や作図

Ｅ

－２５１－



兀分後にどＥＯＭ＝180.になるとすると，

５＋蕊+30-号難
兀＝7０

７０分後に，ミールとエンデパーは，地球（

対側に位置する。

．.､１３：７０つまり'４：10

...14時10分．…..（答）

正方形ＡＢＣＤの辺ＣＤ上に１点Ｐがある。

こＢＡＰの二等分線が直線ＢＣと交わる点をＱ

とする。

次の問いに答えよ。

問１点Ｑは辺ＢＣ上にある(延長上にはない）

ことを証明せよ。

問２求めた点Ｑを図１につけ加えよ。

以下図はすべてfreehandでよい。

問３３線分ＡＰ，ＢＱＤＰの間に次の関係

があることを証明せよ。

ＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰ

証明に必要な点や直線などは図ｌにつけ

加えよ。

問４最初の文で１点Ｐが直線ＣＤ上にあって

Ｐ，ＤＣの順序に並んでいるときＱはど

こにあって３線分ＡＰ，ＢＱＤＰの関係

はどうなるか説明せよ。

図２に必要な点や直線などをつけ加え

よ。

間５また1点ＰがＤＣ，Ｐの順序で１直線

上にあるときはどうなるか説明せよ。

図３に必要な点や直線などをつけ加え

よ。

地球の反

問３

E、

鯉察不能になるlIIr

兀分後に観察不能になるとする。

5＋襲十等=::エ
ェ＝45

45分後に観察不能になる。

..､13時45分

偏寳~評１
１配点

問ｌ解答１０点問２図１３点

間３図１３点問３解答６点

問４図２３点問４解答６点

問５図３３点間５解答６点

Ⅱ配点についての考慮

Ｌできるだけ多く点を与えることが基本方針で

ある。

２初等幾何（中学での図形教材）の出題であり

高校生は忘れている者が多い。その為に難かし

ぐ感ずるらしくアンケートにも“難かしい”が

最も多い感想であった。配点の基本方針は之に

対する配慮である。

３．答案は問１解答が圧倒的に多く，その他は少

ないので問１解答に10点を与え，他は６点とし

た。

４．図１は問２，３で６点，他は全て３点までと

した。

５．解答の叙述が誤りであるとか，叙述が無いと

Ｅ。

奴索lIlliMする11ケ

工分後に，観察回復するとする。

5＋鰯+60-苧=器苑
工＝95

95分後に観察回復する。

１３：９５－１４：35

...13時45分～14時35分まで観察不能。

－２５２－



いか忘れている。

、）“Ｂ＜Ｑ＜Ｃ”の表現

点に大小はつけられない。前後関係らしい

が不等号が前後関係に用いられることは高度

の数学では有り得るがここでは誤りとしなけ

ればならない。

４．問４，問５について

解答者も少なく特筆することもない。詳細は

“附言”にある理由によって省略するが－つだ

け問４の解答や図２のＱ点について，Ｑ点が辺

ＣＤ上にあるとした者が40名程見られた。之

は解答を書いているうちに問題文の“ごＢＡＰ

の二等分線が直線ＢＣと交わる点をＱとする'，

を忘れてしまったらしい。

５．附言

之はコンテスト毎実施していることではある

が採点に当たって単に点を示すだけでなく生徒

の解答文に応じ答案用紙のブランクに出来るだ

け多くのコメントを書いている。時には裏面に

６書くことがある。生徒各自が自分に関するこ

のコメントを読むことが最も有効であることは

いうまでもない。この場所での詳述を省略する

理由である。一枚一枚の答案用紙に生徒が書い

た内容に対応して何等かのコメントを与えるこ

とは如何に労力を使うことであるかは採点者で

あればよく理解されることであろう。またその

ことは，この場所で示すよりも教育的価値は段

違いであることが了解されることであろう。

Ⅳ解答例（望ましい）

問ｌ図略乞了承

ＰがＣと一致するとき廷ＢＡＰ＝ごＢＡＣ＝45°

≦BAQ令一△BAP-225o
Pが、と一致するときどＢＡＰ＝どＢＡＤ＝90°

二BAQ=ﾅ△BAP=45.
以上から２２５｡≦どＢＡＱ≦45°

すなわち点Ｑは辺ＢＣ上にある。

問３（問２略）

Ａｌ）

しても図には１点以上与えた。

問題別感想等

１．問１解答

殆んど全員が書いているが叙述が暖昧である

か直観的なものをそのまま述べた者が多く（之

は問３解答以下にも通ずる゜）角度の不等式で

示す者が解答者の３割弱であった。極少数だが

三角関数，座標幾何を使用した者がみられた。

２.問２さすが殆んど全員がＱ点を求めていた。

３．問３解答

①出題者としてはここに重点を潤いた･之を

解けば問４，問５についても関連して考えら

れる解答を書けると思った｡それで問３，４，

５を同点としたのであるが，此度は出題の方

法の配慮不足を認めざるを得ない。親切のつ

もりで書いた問４，問５の文章が反って生徒

には複雑に感ぜられたらし〈，そのとまどい

が答案に見えていた。Ｐ点の所在を図示して

あるのでそんなに苦労しないだろうの見解が

甘かったのである。

②解法について

ＡＰ＝ＢＱ＋ＤＰは線分の計算であるとの考

えかららしく三角関数使用が最も多く複雑な

計算の，半数は成功していた。比や二乗関係

力《次に多かったが成功した者は数名だけ。△

ＡＰＤの平行移動1名不成功。三角形合同定

理をうまく使って成功が１名，ＢＣのＢの方

へ延長上にＰ,をとりＰ.Ｂ＝ＤＰとした者が10

名ほど之は成功した。注目すべきこと△ＡＰ

Ｄを（または△ABQ）Ａ中心に90.回転し

た者７名いて全員成功。

③９０･回転について

出題者の希望はここにあった。ＡＰ＝ＢＱ

＋ＤＰの＋は式での計算ではなくＢＱとＤＰ

を何らか方法でつなぎ合わせて１つの線分に

するということに何故気付いてくれなかった

のだろう。ここに数学教育上の重大な問題が

存在する。これについては後述する。

④表現の誤り

之の問４，問５にもあるが，ここに極めて

目立った事を挙げてみる。

ｉ）・点Ｐが点Ｃ上にある',の表現

・点Ｐが点Ｃと一致する'，“点Ｐと点Ｃが

重なる鰯等の表現を知らないか，忘れてい

る。

ｉｉ）△ＡＢＱ＝△ＡＰＱの勘違い。そしてＡＰ＝

ＡＢとする。ＡＰ＞ＡＤ＝ＡＢに気がつかな

Ⅲ

Ｐ

Ｃ
1， Ｂ (』

－２５３－



△ＡＰＤをＡを中心として90.回転して、をＢ

に重ねＰの移った点Ｐ.とすればどＢ＝こり＝９

０゜から

Ｐ'は直線ＢＣ上にあって

Ｐ,，ＢＣの順に並ぶ

どＰ,ＡＱ＝どＰＡＢ＋どＢＡＱ

＝ごＰＡＤ＋どＱＡＰ

＝どＱＡＤ＝ごＰＱＡ

ＡＰ＝ＡＰ'＝ＰＱ

＝ＰＢ＋ＢＱ＝ＰＤ＋ＢＱ

間４

△ＡＰＤをＡ中心90.回転しＤをＢに重ねＰの

移った点をＰとする。こり＝こＢ＝90゜からＰ

はＢＣのＢの方への延長上にある。

こＰＡＱ＝こＰＡＢ＋どＢＡＱ＝とＰＡＤ＋=ＱＡＰ

＝どＱＡＤ－どＰＱＡ

ＡＰ＝ＡＰ－Ｐ,Ｑ＝Ｐ，Ｂ＋ＢＱ＝ＰＤ＋ＢＱ

（必要な図を図３にかく）

Ｖ総合的感想

コンテストの問題の中に必ず初等幾何（中学で

の図形教材）を一題出すことは最初からの申し合

わせ事項、基本方針であった。

之は正しく良い方針であり現在にまで続いてい

る。そして既出の殆んど全部が図形移動による解

法を必要とするものであり,今後も変わりはない。

然し解答には初等幾何のそれを強要はしない。三

角関数，座標幾何ベクトル等でも宜しいこととす

る。今回は出題様式に不備なことがあったことは

反省するが問３の解答者が約300名あったうち９

０･回転で処理した者が僅かに７名という現実に

はショックを受けた。２．３％ということは現在の

中学校１クラス約40名とみてその40名中辛うじて

１名が図形移動を理解したという事になる。･この

コンテストに参加する者は高校にあって数学に自

信を持つ者であることに思いを致すときその現実

に身がひきしまる感がするのは筆者だけだろう

か｡之は数学教育上由々しき事態ではあるまいか。

中学校教師，高校教師両者の止むを得ざる現状を

知っているが故に，やりきれない思いで一杯であ

る。何らかの打開策はないものであろうか。

図形移動は変換であり，変換とは数学での重要

事項である。中学では移動を合同変換に留めてい

るが私見によれば拡張してよい.…･･である。クラ

インの定義に思いを致して，変化の中の不変を考

え，“平行線による比の移動”・円周による角の

移動”・円周による線分積（線分比）の移動”等

と移動の概念を拡張することにより合同以後の学

習を興味深くし，より本質的にするものではなか

ろうか。このような指導は生徒途が高校生となっ

たとき，三角関数を始めとする全ての関数教材，

座標幾何，ベクトル，マトリクス..…･の学習に極

めて有効に役立つものである。毎コンテスト実施

後痛感することであり，ここに強調しておく。

Ａ

可、Ｂ Ｑ
Ｐ’ Ｃ

どＢＡＰ＞二ＢＡＤ＝90．

二BAQ-台二BAP>ﾅﾆBAD-どＢＡＣ
ＱはＢＣ上Ｃの方への延長上にある。（図２に

Ｑをとる）

△ＡＤＰをＡ中心90･回転して、をＢに重ねＰ

の移った点をＰ.とすれば,こり＝ごＢ＝90゜から、

Ｐ'は辺ＢＣ上どＰ'ＡＱ＝ごＢＡＱ－どＢＡＰ,＝ど

ＱＡＰ－ごＤＡＰ

＝こＱＡＤ＝ごＱ

ＡＰ＝ＡＰ－Ｐ'Ｑ＝ＢＱ－ＢＰ．＝ＢＱ－ＤＰ

（必要な図を図２にかく）

問５

Ａ
、

Ｐ’ Ｃ

、
Ｐ

０．＜どＢＡＰ＜45.

0.<ﾅごBAP=どBAQ<225.
ＱはＢとＢＯＡＰの交点との間にある。

（図３にＱをとる）
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(1)より，／（１）＝Ｏなので

ノ（ｙ）－ノ（－ｙ）＝０

ゆえに，/（－ｙ）＝バン）

よって，/（一難）＝ノ（工)が成り立つ。

問３（Ａ)にｘ＝１，Ｊ＝－１を代入すると，

／（Ｏ）－／（２）＝－２ノ（２）八０）

八Ｏ）＝１より

１－ノ（２）＝－２／（２）

よって，/（２）＝－１

（Ａ)にx＝２，ｙ＝ｌを代入すると，

／（３）－／（１）＝－２ノ（３）ノ（２）

ところで，/（１）＝０，ノ（２）＝－１より

ノ（３）＝２ノ（３）

よって。／（３）＝０

（Ａ)にエーン＝２を代入すると，

／（４）一八Ｏ）＝－２ノ（３）／（３）

／（４）－１＝O

よって，/（４）＝１

問４（Ａ)にエを工十２，ｙを２とすると

ノ（工＋４）一ノ（工)＝－２ハエ＋３）ノ（３）

ところで，ノ（３）＝Ｏなので

ノ（jc-I-4）－／（Jに)＝Ｏ

よって，八発十４）＝ノ（ｘ)である。

問５ノ(1993)＝ノ（1989十４）

＝八1989）

＝/(1985＋４）

＝／（1985）
＝ｏのＣＤＱ●●●■

＝ノ（１）＝０

回

関数ノ（ヱ)が，

/(兀十ｙ)－ノ(エーン)＝－２/(JE＋ｌ)/(ｙ＋ｌ）

八０）＝１

を満たすとき，次の問いに答えよ。

ただし，関数/い)は，xの値が整数のとき

八Jc)の値も整数となる。

問１／（１）の値を求めよ。

問２バーx)＝ノ（r)を示せ。

問３ノ（２），/（３），ノ（４）の値を求めよ。

問４ハエ＋４）＝／（ｒ)を示せ。

問５/(1993)の値を求めよ。

犀F評１
０点と40点の生徒が多く，出来る生徒と出来ない

生徒がハツキリした問題でした。

こういう抽象的な関数方程式の問題を勉強したこ

とのある生徒は高得点で，全く勉強したことのない

生徒は手の付けようもなかったと思います。

入試問題では関数方程式も出題されます。この機

会に関数方程式を勉強して得意になって下さい。

ところで、採点して気にかかった事が３点ほどあ

ります。

それは，

①論理的でない解答があった。

②問題をよく理解していない。または，問題を

自分の都合のいいように解釈している。

③説明不足な答案が多い。または，余計な事を

書いている。

の３点です。

これから数学を勉強していく人は，この事は常に

注意しなければならない事だと思います。

高得点の人でも上の３点のどれかに当たる解答が

あります。自分の解答は本当に完壁にできているの

か，もう一度考えてみて下さい。

､i厚書１，
問１ノ（犯＋ｙ）－／（ＪＵ－ｙ）

＝－２ハエ＋１）/(ｙ＋１）……（Ａ）

（Ａ)に苑＝ツーＯを代入すると，

/（Ｏ）一八Ｏ)＝－２ノ（１）ノ（１）

０＝－２ノ（１）魁

よって，/（１）＝Ｏ

問２（Ａ)にエーＯを代入すると。

八ｙ）－ノ（－ｙ）＝－２／（１）ノ（ｙ＋ｌ）

囚

111や2222のように各位の数字がすべて同じ

である２桁以上の自然数は，自然数の平方（平

方数）にならないことを証明する。

問122…22,33…33,77...77,88…88は平方

数にならないことを説明せよ。

問２５５…55,66...66,は平方数にならないこ

とを証明せよ。

問３１１…11は平方数にならないことを証明せ

よ。

問４４４…44,99...99は平方数にならないこと

を説明せよ。

犀~i詞
問１．８点、問２．１０点、問３」5点、問４．７点。
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回まず。解答を採点して感じたことは、論理的に飛

躍のあるものや場合をすべて尽くしていないものが

多いということです。

“11...11が素数である”というのは最悪。また，

平方して一の位が６にあたるものは10〃＋６の形だ

けですか、等々

ところで，問題３の解答で関心したものを紹介し

ます。

「11…11が平方数とする。平方する元の数は奇数

に限るから，

（２几卜１）z＝11...11

４几(〃＋ｌ）＝11…1０（２桁以上）

左辺は４の倍数,右辺は４の倍数にならない。（矛

盾）

よって，11…11は平方数にならない｡」

金曜の夜，ニューヨーク郊外のあるレストラ

ンでパーティがあった。

参加者のうち，４人の紳士が１つのテーブル

につくことになった。

実はテーブルのそれぞれの席には名札が付い

ていたのだが，みな気がつかずに座ってしまっ

たため，全員が自分の名札とちがう席について

しまった。

問１このような座り方は全部で何通りある

か。また５人の場合は何通りになるか。

「I￣Z－５－Ｉ１
ｏ○○○

ﾋﾝﾄ(６８８６）
の形で条件をみたすものの個数

間２本人と名札を一致させるため，全員席に

座ったまま隣の人同士で名札を入れかえる

ことにした。全員の名札と名前が一致する

には最大で何回のいれかえをするとよい

か。またもっとも少ない回数でいれかえが

できる場合，何回のいれかえでよいか。同

じことをした場合，５人なら何回いれかえ

になるか。最大と最小の回数を答えよ。

[歴國
問１平方数の１位の数は，０，１，４，５，６，

９に限る。よって，１位の数が２，３，７，８

となる数は平方数ではない。

問２５５…55＝５×11…11が平方数であれば，11…

１１は５の倍数でなければならない。５の倍数の

１位の数は，０，５に限るから，それは不可能

である。同様に，66...66＝２×33…33が平方数

であれば，３３…33は２の倍数でなければならな

い。２の倍数の１位の数は偶数に限るから，そ

れは不可能である。

問３平方して１位の数がｌになるのは元の数の

１位の数が１，９に限る。

１１…11が平方数であれば１１…11＝(10ｈ＋１）２

または（lOh＋９）２（んは自然数）

（１Ｍ＋１）2＝l00h2＋20虎十ｌ，この数は，

十の位の数が偶数となっている。

（１０ｈ＋９）z＝100虎２＋180虎＋８１

＝100(ん２＋虎）＋

10（８ん＋８）＋ｌ，

やはり，この数も十の位の数が偶数となって

いる。

１１…11は十の位が１だから，それは不可能で

ある。

問４４４…44＝４×11…11,99…99＝９×11…11だ

から，２数のいずれか一方でも平方数ならば，

11...11は平方数でなければならず，(3)に矛盾す

る。

よって，いずれも平方数ではない。

｢藷~評１
配点間’２０点（４人の場合10点５人の

場合１０点）

問２２０点（４人の場合最多，最小各５

点５人の場合も最多最小各５点）

最初に解答と解説に誤りがあったことをお詫びし

なければならない。

解答と解説Ｐ６間２で４人の場合の最多のとき

（４，３）（４，２）（４，１）（３，２）（３，１）

(面~＝TM-5-7-i§よ手E-7blUT;Tr7示寛(扇方Ｔｉと
－F

いうのは，まち力くい，もちろん総転置数６より，６

回いれかえ（最大）が正しいのです。

さて，この問題は問１（かくらん順列..…･解答と

解説参照）と問２（あみだくじの原理と総転置数…

解答と解説参照）の２つの問題をドッキングさせた

ものです。かくらん順列については第６回のコンテ

ストでも出題していますし，あみだくじの原理の話

も雑誌などでたびたび取り上げられています。その

せいか答だけを書いていた人もけつこういたのです

が，コンテストで出題した以上，答だけ出せばいい
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これらの知識がなければ解けないというわけでは

ないのですが，数え上げ以外の方法で解いた人はみ

な(この記号を使っていない人も)この考え方を使っ

ていました。くわしく知りたい人は確率・統計の教

科書をのぞいてみて下さい。

（方法１）

（？ｑｉＭｉ?？)……①に'が入る場合③③
④について

‘,い,＝３ｘ２ｘｌ＝６（通り）

……①に１が入らないで②に２が入る場合

（②に２が入る場合}－{①に１，②に２が入る

場合｝

①，③，④で③，④で

３×２×１－２×１＝６－２＝４（通り）

……①にＬ②に２が人らないで③に３が入る

場合，

（③に３が入る場合}－〔（①が１，③が３の場

合'十{②が２，③が３の場合}－｛①が１，②が

２，③が３の場合｝〕

３ｘ２ｘ１－〔２＋２－１〕＝３（通り）

……①に１，②に２，③に３が入らないで④に

４が入る場合，

（④に４が入る場合)のうちで①，②，③に１，

２，３が入らないもの

３個の数の〔かくらん'１M１列〕（３，１，２）

（２，３，１）……２（通り）

よって24-（６＋４＋３＋２）＝24-15＝９(通り）

この方法で５人の場合を考えるのはけつこう大変

だと思いますが，正解者も数名いました。

（方法２）

（？？？？)のうち4人が順番通りのとき

(？？？？)…'通り
３人が順番通りのとき……４人目も一致するの

で除く

２人が'順番通りのとき……器÷=6(通り）
例えば(？？？？)のとき残りの2つは決
まる｡このようなとりかたがＱ－ｉ÷;-6(通
り）

1人が順番通りのとき，残りの３人の順番がち

がう（かくらん順列）

よって各２通り。よって４×２＝８（通り）

例えば(？？？？)とすると②③④の
並べ方は（３，４，２）（４，２，３）のみ，

よって１人も順番通りにならない場合は

というものではなく,考え方や発想を見ていきたい

と思います｡答のみの人は減点させてもらいました。

というのもクイズ的に知識として知っているだけで

は数学としておもしろくないし，いろいろな解答か

あることがコンテストの最大の意義だと思うからで

す。

（１）問１について

さまざまな（採点者が予想しなかったようなもの

を含めて）解答があって，大変楽しませてもらいま

した。もちろん「解答と解説」のように数え上げた

ものが多かったのですが，その他のやり方でユニー

クなもの，興味深いものがありました。アンケート

の中でＥ１について，「数え上げるしかない問題はお

もしろくない」という意見がありましたが，もちろ

ん他の発想でもいいのです。特に「lllii列，組み合わ

せ」についてはふつう高Ｌ高２の授業でやってい

ない人が多いので，その人にとっては数え上げる方

法しかおもいうかばないと思います｡｢数え上げる」

ということは労多くして実り少ないと考える人もい

るかもしれませんが，「順序よく」「いろいろな場合

をもらさず」数え上げるということは数学的にも重

要なことです。有名な四色問題（地図上の国々を異

なる色を使って塗り分けるとき，四つの色があれば

十分であるという定理）がコンピュータを使って全

ての場合を数え上げて解決したというのは有名な例

です。

その他の方法で多かったのは、全部の数（並べ方

の総数）から，順番の数と下の数が一致するものを

除く，という方法で，順列・組み合わせ（高校の教

科書では「確率・統計」の教科書で出てきます）の

知識を必要とします。といってもたとえば４人の並

べ方は全部で，

①②③④
４ｘ３ｘ２ｘｌ＝EJT薊Ｔｌ

４とおり３とおり２とおり１とおり

ということだけのなので，特に難しくありません。

以下次のような記号を使います。

〔Ｉ〕５個のものから３個えらんで並べる並べ方を

（5個から3個とる順列という)回で表す。
（１）②③

ｓＰ３＝５ｘ４ｘ３＝6０（通り)。

〔Ⅱ〕５個のものから３個えらぶえらび方を（５個

から3個とる組み合わせという)｢元T]で表す。
から３個並べる並べ刀

（通り）

並べかえ

5Ｃａ＝

これは確率・統計の教科書の中に出てきます。

－２５７－



24-(1＋６＋8)=ロー雨万、
この方法だと５人の場合も楽にできます。

５人とも順番通り……１通り

４人が順番通り……･･･残り１名も一致するので

除く

３人が順番通り………５人から３人えらぶと残

り２人はいれかわり

（P黎曾，罰。c‘=:;;;；
＝1０（通り）

２人が順番通り………５人から２人えらぶと残

り３人が順番にならない

のは，３人のかくらん順

列２通り

（？？？？？）ⅧCox2=-3÷十・２
＝2０（通り）

1人が順番通り………５人から１人えらぶと残

り４人のかくらん順列

（先の結果より９通り）

がとれる

（？?？，罰，C,×9-45(通り）
よって，１人も順番通りにならないのは，

全体５ｘ４ｘ３ｘ２ｘ１＝120通りのうち

120-(1＋10+20+45)=[ＩＪＴ;繭丁ｌ
この方法で正解した人は４～５名でした。この方

法だと６名の場合についても，ほぼ同じ方法でしら

べることができます。

（方法３）

完全な解答にはなっていませんでしたが,ユニー

クな発想で感心したものをひとつ。４個のいれかえ

を考えると，かくらん順列には，

（残り２個もきまる）

（川：；）（咄？：）

(』；；ｆ)で3通り
周期４の場合

Pて２（ＳＦ②③④)①に対応するのは３
４３ 通り

例えば①が４に行くとき④に対応するのは

９，２(？②③鷺）２通り
④→３

例えば①→④→③と行くとき③に対応する

１１１(？②？？）のは1通り
４→③よって３ｘ２ｘｌ＝６（通り）ある。

よって３＋６＝９（通り）

同じ方法で５個のときを考えると，

（周期５）のときと（周期３，周期２）の場合が

あり，

周期５なら４ｘ３ｘ２ｘ１＝2４（通り）

（周期３，周期２）なら

周期３のとき２×１＝２（個)，とりかたは５個

八#駕禦Ⅲ
残りの２個はいれかえしかないので

２×10＝2０（通り）

あわせて２４+20=｢JJTi厨５７]
この考え方は，代数学の代表的理論のひとつであ

る群論の中の置換の考え方を使っていて，なかなか

おもしろい方法です。今年は数学オリンピック予選

の中にもこの考え方を使ってできる問題がありまし

た。

あと題意を誤解して(①②③④)上の部
分の並べかえも考えて，

４人のとき４ｘ３ｘ２ｘ１ｘ９＝216（通り）

５人のとき５ｘ４ｘ３ｘ２ｘ１ｘ４４＝5280（通

り）などとした人もいましたが，ヒントの部分を見

てもらうとこのような誤解はおきないはずです。

（２）問２について

答えだけの答案が多かったのですが,せめてどの

ような場合に最大となるか，どのような場合に最小

になるかを考えてほしいものです。その点で理由を

含めてきちんと瞥かれていると思ったのは156番酒

井君，223番新丼君などです。229番土江君は４人の

場合と５人の場合から最小の場合は最大の場合の

十と予想をしてい讃すが,６人の場合で考えると

(；し,?-J?－,?）
などのように１→２→３→４→１で４個全てがかく

らん順列と

(?＝,早學?）
のように２個ずつのいれかえによるかくらん|順列が

あります。前者を周期４の巡回圖換，後者を周期２

の巡回置換ということにします。（周期３はこの場

合ありえない）……残り1個が変わらない周期２の

場合，４個のうち２個のペアを２つ考えるので，４

個から２個をえらぶえらび方は

(:F;{÷×÷=3とおり）
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最も多いとき(？９，９，９）
５＋４＋３＋２＋１＝1５（回）

最…いとき(２－２?？-賢畳｣?)3回
となるので正しくありません。ただし一般の場合ま

で考えたのは大したものです。

さて，「解答と解説」の中「総転置数」というこ

とばを使っています。

例えば(９９９，)の並べ方(④の並べ方
をする）を

（P曾曾，)の形(⑧の並べ方とす
る）に直すのは何回のいれかえが必要とするかを考

えましょう。⑧の形のように下の数が左から右へ，

小さい方から大きい方へ並んでいれば，いれかえは

全く不用です。しかし④のように－部でも大小が逆

転していればいれかえをしなければなりません。例

えば(２－夏鯛)のように2つの数の闇で
（左の数）＜（右の数）が成りたっていれば，この

２つの間でのいれかえは不用です。しかし

(暇？，)のような場合必ずいえかえを
しなければなりません。大小が逆転しているような

２つの数の組み合わせがあれば，当然そこではいれ

かえが必要です。このように几個の数の並べ方の中

で．２つの数をとって（左の数）＞（右の数）のよ

うな逆転がおこっている個数を数えると，それだけ

いれかえが必要となります。その個数を総転置数と

いうのです。さて，総転置数の回数だけいれかえを

すると,正しい形(９９９:::？)に直せ
ることを確かめましょう｡一回のいれかえによって

一箇所の大小の逆転が解消されます｡ということは，

総転置数の回だけいれかえをおこなうと逆転してい

る箇所は全て逆転が解消されるのです。（逆転箇所

は総転置数の箇所だけあるので）ただし，これは逆

転している箇所を順に直していくと考えた場合で

す。

④の場合，逆転している２数の組は３と１，３と

２及び４と１，４と２の間なので，この個数すなわ

ち総転圃数４のいれかえによって⑧の形に戻りま

す。

いれかえがもっとも多く必要なのは４人のとき

(P９，９)のように順序が完全に逆のと
きもっとも少なくてすむのは僧９，?）
のように２つずついれかえのときとなります。これ

については４人のとき全体でも９通りですから，そ

の全ての場合について調べてもなんともありません

ね。５人の場合も同じですが，

最大を(?？？２９)としていた人が
多くいました｡これはかくらん順列ではありません。

ここを間違えた人は10回となっていましたが，もち

ろんこれはダメです。なお

Ｇ１_:P暇)などのような場合となり同
士で同時にいれかえたのを１回と数えた人もいまし

たが，いれかえの回数を聞いたのですから２回と数

えてほしいものです。

(1)(2)とも実名（チャーリとかビルとか……）を上

げてかくらん順列や並べかえを具体的にやってくれ

ていた人がたった－人だけいました。手間を考えた

ら大変かもしれまれんが，コンテストに「遊びの精

神」を吹き込んでくれたような気がして，大変おも

しろく思いました。「数学」にも「風流心（あそび

ゴコロ）」は必要です。出来たか出来ないかではな

く「楽しめたか」という観点で数学コンテストに参

加してくれたら.我々にとってもうれしいことです。

｢W早喜薊
４人のとき（１番目１はありえない）

☆１番目が2とすると(？？？?）
このとき２番目に２は入らないので，２番

（？９，割目を１とすると

２番目を３とすると（２，３，４，１）

２番目を４とすると（２，４，１，３）

☆１番目が３とすると

２番目を１とすると（３，１．４，２）

２番目を４とすると（３，４，１，２）

（３，４．２，１）

☆１番目が４とすると

２番目を１とすると（４，１，２，３）

２番目を３とすると（４，３，１，２）

（４，３，２，１）

よって９通り

５人のとき

☆１番目が2とすると(9鷺？？？）
２番目が１ならば（２，１，＊，＊，＊）

…２通り

（２，１，５，３，４）（２，１，４，５，３）

……(３，４，５)のかくらん行列

１番目が２で，２番目が１でないとき（３か

４か５）

（２，３，１，５，４）（２，３，４，５，１）

問１
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（２，３．５，１，４）（２，４，１，５，３）

（２，４，５，３，１）（２，４，５，１，３）

（２，５，１，３，４）（２，５ｐ４，１，３）

（２，５，４，３，１）９通り

ゆえに①が２のとき９＋２＝1１（通り)。

さらに､１番目が３のとき同様に

（３，１，２，５，４）（３，１，４，５，２）

（３，１，５，２，４）（３，４，５，１，２）

（３，４，５，２１１）（３，４，２，５，１）

（３，４，１，５，２）（３，５，１，２，４）

（３，５，２，１，４）（３，５．４，１，２）

（３，５，４，２，１）

よって①が３のとき11通り

1番目が４，５のときも同様なので４×11＝

4４（通り）

４人の場合，かくらん順列で総転置数がもっ

とも多くなるのは

(P９，９)の場合で(Ｌ３Ｘ４２）
（４，ｌｘ３，２）（３，１）（２，１）より６

よって６回いれかえ（最大）

もっとも少ないのは

(？９，９)の場合で(2.1)(４３）
より２

２回いれかえ（最小）

５人の場合，総転置数が最大なのは

(PＰ９９９)であるが,かくらん順
列ではないので，これをひとついれかえたもの

(?？’９９)または

(？，’９９)のときで9回(最大）
総転置数が最小なのは(？？’胃？）
のように３個のかくらん順列と２個のかくらん

順列の組み合わせになっているときで，３回（最

小）

問２

－２６０－


