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問題１木星を周回するＵＦＯについて次の小間に答えよ。

(1)木星を周回するＵＦＯが今同じ向きに周回する２つのＵＦＯＡ，Ｂに分裂した。

Ａの速さは，Ｕ(km／時)，Ｂの速さは，Ｕ２（1,1／時）で（０＜u＜ｌ）とする。ＵＦ

ＯＡ，Ｂが分裂後，又ドッキングするまでの時間を最小にするｕの値を求めよ。

ドッキング後，新ＵＦＯＣが誕生した。誕生後，ｃ時間に進む距離は，α０２＋6ｔ

と表される。はじめの５時間で第１周し，３時間後に第２周した。

(2)周回軌道の１周の長さをαで表せ。

(3)新ＵＦＯＣの第３周にかかる時間を求めよ。

(4)１周にかかる時間が１時間以内になると，再分裂するという第何周目の時に再分

裂するか。
分裂点

起
Ｂ
幻
１
ｍ
、
Ⅲ
霧

竺再分裂、▲ドッキング
ｼﾞｸﾞ0，

鑿

問題２△ＡＢＣがあって，辺ＢＱＣＡ，ＡＢの中点を，それぞれＤ，Ｅ，Ｆと

する。

問ｌＥを通って線分ＡＣに垂直で長さがその２分の１の線分ＥＨ

Ｆを通って線分ＡＢに垂直で長さがその２分の１の線分ＦＧ

この２つの線分を三角形の外側に書け。

（以下追加の図はfreehandでよいが，ていねいに書くこと）

問２ＥＨ＝ＦＤ，ＦＧ＝ＥＤを証明せよ。

問３ＤＨＬＤＧ，ＤＨ＝ＤＧを証明せよ。
Ａ

ＣＢ
，

－２８１－



問題３互いに素である２つの自然数α’６（α＞6）に対して，Ｑ２－６ｚが平方

数（自然数の平方）であるとき，α＋６とα－６はともに平方数であるか，またと

もに平方数の２倍であることを示す。次の手順にそって考えよう。

(1)α＋６，α－６はともに偶数か，ともに奇数であることを示せ。

(2)ｍ２＝α２－６２とする。ｍが奇数の素数ｐを約数とするとき，α＋６またはα－６

のどちらか一方がｐｇを約数として持つことを示せ。

(3)(1)，(2)を利用してα＋６，α－６はともに平方数であるか，またはともに平方数の

２倍であることを示せ。

問題４Ｃ（x)，Ｓ（苑）はすべての実数で定義された異なる実数値関数で，任
意の実数α’６に対して

：鰯)二期g脈鵬苫)二二:Ｈｇ鍋たしている。
Ｆ（苑)＝{Ｃ（x))２＋{Ｓ（兀肥とするとき，次の各問に答えよ。

（１）①を利用して，Ｃ（０）≠ナを示せ。

(2)②を利用して，Ｓ（Ｏ）の値を求めよ。

(3)Ｃ（０）の値を求めよ。

(4)Ｆ（α＋6)=Ｆ（α)･Ｆ（６）が成り立つことを示せ。

(5)Ｆ（１）＞Ｆ（Ｏ）のとき，任意の実数ｘに対し

Ｆ（工十ｌ）＞Ｆ（工）が成り立つことを示せ。

問題５凡人の各人が，他人の知らない独自のゴシップ情報を持っている。電話

によって，凡人が互いに情報を交換しあうとき，ＡとＢの２人の間で交わされる１

回の通話で，Ａ，Ｂそれぞれがその時点で持っている情報すべてを互いに相手に伝

えあうものとする。このとき，凡人全員が几種類の情報すべてを入手するために必

要な最小通話回数をα”とする。ただし，几≧４である。次の間に答えよ。

例１４人のときロ⑪と⑪が通話する例２５人のとき囚⑨と⑧が通話する

回②と⑭が通話する

回⑧と⑨が通話する

囚⑪と②が通話する

回⑧と③が通話する

回⑧と⑨が通話する

回⑧と⑭が通話する

回⑨と⑧が通話する

四⑧と⑨が通話する

これで４人とも全ての情報を得これで５人とも全ての情報を得

ることができたので，ａ＝４ることができたので，ａ＝６

※注意⑨が人間，⑨と⑨をつなぐ線分が，その２人が通話したことを表し，□

の数字が全体で何番目に行われた通話であるかを表している。

(1)α6＝８となることを解答用紙の図に示せ。

(2)Ｑ７を求めよ。

(3)α風≦α同一!＋２となることを説明せよ。

(4)α←≦２几－４となることを示せ。
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、 ．..c≦０，ｔ≧４Ｚt≦Ｏは不適

．．.Ｃ≧４J

ｔの最小値は４ＺＺ－４Ｚを①へ代入

４１U2-4Ju＋Z＝ＯＺ≠０より（２ｕ－ｌ）2＝0

...リーオ

'2化彗鯛B::;，③
璽;瀞に;::期::;:息

７α＝b……④

木星を周回するＵＦＯについて次の小間に答

えよ。

(1)木星を周回するＵＦＯ

が今同じ向きに周回する

２つのＵＦＯＡＢに分

裂した。Ａの速さは，Ｕ

（k､／時)，Ｂの速さは，

Ｕ２（km／時）で（Ｏ＜ｕ

＜１）とする｡ＵＦＯＡ

Ｂが分裂後，又ドッキン

グするまでの時間を最小

にするＵの値を求めよ。

ドッキング後，新ＵＦ

ＯＣが誕生した。誕生

後,C時間に進む距離は，

qc2＋bUと表される。は

じめの５時間で第１周

し，３時間後に第２周し

た。

(2)周回軌道のｌ周の長さ

をαで表せ。

(3)新ＵＦＯＣの第３周に

かかる時間を求めよ。

(4)１周にかかる時間が１

時間以内になると，再分

裂するという第何周目の

時に再分裂するか。

分裂点
④を②へ代人

【＝25α＋５（７α）．..』＝60口

(3)新ＵＦＯ誕生後,３周するまでの時間ｃとする。

３１＝“z＋６t，Ｕ＝60口，６＝７｡を代人

180Ｑ－ｕｔ２＋７“

．..c2＋７０－１８０＝0（...ｑ≠Ｏ）

－７＋行而（t＞０）解の公式よりC＝
２

－２３当雨(時間）第３周にかかる時間f－８＝

Ｂ
孔
Ⅶ
川
１ 醤

鱒
～▲ドッキング ２

新ＵＦＯ誕生後工周するまでにかかる時間をｃ

時間とする。

ｔ２＋Ｗ＝60ｘ……①

腰十Ｗ－６０ｘ＝０

－７＋ｲｺヮＦＺｍＥ
解の公式よりｔ＝……②

２

新ＵＦＯ誕生後工－１周するまでにかかる時間

をc′時間とする。

Ｃ'２＋７t'＝6０（工－１），

(4)

鑿

新５１万℃－

pi分裂

ｲ可扉ZJUTZ=7７－７＋
解の公式よりz'＝－－ ……③

２

②，③より

６－t,＝ニユ上(唖--7+ｲi5TzJmFn≦1
２ ２

無理不等式を解く。

－７＋口頭JUp5＋７－，/両手zJUTH;=7J≦２

イJ57mE-JJ5TZJUTZ=TT≦２

／J5TZJUE≦２＋JJ5TZmE=7７
４９＋240x≦

４＋４JJU千両UFT７＋49十240(妬－１）
５９≦,niU7mFIT

3481≦49＋240ＱＦ－ｌ）

深薑‘
１５．３≦工

・・・16周目に再分裂する。

｢蕾mi薊
２次方程式.連立方程式,無理不等式の問題です。

①文章を暁んで，数式を組み立てることができる

こと。

②実数条件,仮の解法等，肘算力に頼る所もあ

ります。

F露5，解答例

(1)周囲をZ，分裂後再ドッキングするまでの時間

をｔとする。

Ｚ＝f×（Ｕ－Ｕ塵）

．.､ル２－伽十J＝Ｏ……①

Ｕが実数であるためには

判別式（２－４t』≧０［（c－４J）≧０
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図 習った筈である。平行移動，回転移動，対称移

動が，その主なものであるが要するに図形を動

かして関係を発見するものである。その要領の

一つに゛等長のものは重ね合わせる．という事

がある。

問２でEII＝ＦＤＧＦ＝ＤＥを知ったが直ぐ

には重ならない。そこでＧＦ＝ＦＢからＥＤ峯

ＦＢをみつけ之を重ねること試みる。△ＨＥＤ

を平行移動する。幸いＥＦ二ＢＣである。Ｅが

Ｆに，ＤがＢに重なる移動でできた三角形で

ＧＥＬＢＦ，ＧＦ＝ＢＦから90.回転して重ね，

もとの三角形との関係をみつけるのである。

中学では駈明の手段として図形移動を習って

いる。この操作に慣れている者には，これらの

発見はそんなに難しいことではない。図形移動

というものは図形関係の数学には極めて重要な

ものであるばかりでなく，高校でも極めて有効

に役立つことを強調しておく。

犀FFmm

△ＡＢＣがあって，辺ＢＣＣＡ，ＡＢの中点

を，それぞれ、，Ｅ，Ｆとする。

間１Ｅを通って線分ＡＣに垂直で長さがそ

の２分の１の線分ＥＨ

Ｆを通って線分ＡＢに垂直で長さがそ

の２分の１の線分ＦＧ

この２つの線分を三角形の外側に瞥け。

（以下追加の図はfreehandでよいが，て

いねいに酉くこと）

問２ＥＨ＝ＦｎＦＧ＝ＥＤを証明せよ。

問３ＤＨＬＤＧＤＨ＝ＤＧを証明せよ。

Ａ

Ｂ Ｃ
、

｢蕾､i鳶］
問１或文章に示されてある通りの図をかくことに

慣れていないようなのでコンテストでは図を曾

くことに６点を与えることにしている。そして

いつもfreeｈａｎｄをすすめている。之には根

拠があるがここでは省略する。

あまり粗末ではなく角は直角らしく，線分の

長さもそれらしく見えればよい。

問２三角形の２辺の中点を結ぶ線分は第３辺に平

行で長さがその半分であることを知っておれば

よい。これはごく基本的なことで知らないので

はどうにもならない。

問１，問２は解答者に点を多く与えたい為のものな

のである。

問３この解答方法は色々あるだろう。出題者とし

ては解答例のようなものを期待しているのでは

あるが一方別な解法が現れることも興味をもっ

ている。何れにしても正しい解答には点を充分

に与える｡以下解答例についての着眼点を示す。

△ＨＥＤと△ＧＤＦについての関係であるこ

とは解るだろうが，このままでは関係を見出す

に困難である。中学で図形移動というものを

Ｂ

問ｌ上図の通りである。（Ｈ′が入らない前まで）

問２ＦＤ＝ｔＡＣ＝ＥＨ，ＧＦ－ｌＡＢ＝ＤＥ

間３△ＨＥＤをＥＦにそってＥがＦに重なるまで

平行移動すれば

ＦＥｌｌＢＱＦＥ＝沓ＢＣ＝ＢＤから

ＤはＢに重なる。Ｈの移った点をＨ’とする。

ＦＨ’二ＥＨ＝ＦＤであるから△′ＨＦＢをＦ中心

90゜回転してＨ′を、に重ねればＧＦ＝ＤＢ＝ＢＲ

ＧＦＬＢＦからＢはＧに重なる。

９０゜回転して△ＨＦＢが△ＤＦＧに重なったの

であるから

ＤＧＬＢＨ',ＢＨ’二ＤＨ，ｉ、ｅ、ＤＧＬＤＨまた

ＤＧ＝ＢＨ'＝ＤＨ

注：解答例の図をＨ′をつけない前のものと，そ

の後の２＞示してもよい。
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回 ｑ＋ｂまたはＱ－ｂのどちらか一方が〆の倍数であ

る。よっとα＋ｂまたはα－６のどちらか一方がＰ漣

を約数としてもつ。

(3)α＋ｂとα－６がともに奇数のとき、遡＝(α＋

ｂ)(α－６)も奇数である。よってｍも奇数より，

ｍは奇素数ｐ１，ｐ２，……p，の積ｍ＝ｐ１，ｐ２，

……p，と表せる。

よってｍｚ＝(α＋ｂ）（α－６)＝ｐ;，ｐ;……隣と

表せるが．ｍの約数それぞれについてｐｆ（ｌ≦j≦

r）はα＋ｂまたはｑ－ｂのどちらか一方に約数とし

て含まれる。（(2)より）

よってα＋６，Ｑ－ｂはいずれも平方数の積になる

のでともに平方数で表せる。

また｡＋6,α－６が共に偶数のとき、塾＝(α＋ｂ）

（α－６）とも偶数であるので，ｍも偶数である。

よって、＝２職plpzp;,……p,(p,～p'は奇素数）
と表せる。ここで、翅＝(ｑ＋ｂ）（□－６）＝２２sJDf

p;･…･ｐｆとなる。

ここで(2)より奇素数の平方ｐ１，ｐ;．……〆につ

いてはｑ＋ｂまたはｑ－ｂのどちらか一方に約数と

して含まれる。また□十６，ｃ－ｂはともに偶数より

ｑ＋ｂ＝２Ｍ,α－６＝２Ｎ(Ｍ・Ｎ整数）とおける。

ここでＭ’１Ｖともに偶数とするとα＝Ｍ十Ｎ，６＝

Ｍ－Ｎより互いに素に反する。よってＭ，Ｎの

いずれかが奇数より，ｍ翅＝２２（２魁騎－２）pfJDi…

…p；は２の累乗２群~魁についてはＭまたは１Ｖの
どちらか一方に含まれる。よって、』の約数のうち

（２率－２）pfp;……p；はﾉＭまたは１Ｖのどちらか

一方に含まれるから

|:土:二:＃
（〃.Ｎは平方数）となりともに平方数の２倍

となる。

よってα＋６，α－６はともに平方数であるか．と

もに平方数の２塔であるかのいずれかである。

互いに素である２つの自然数α’６（｡＞ｂ）

に対して，ｑｚ－ｂ２が平方数（自然数の平方）

であるとき，ｑ＋ｂとＱ－ｂはともに平方数で

あるか，またともに平方数の２倍であることを

示す。次の手順にそって考えよう。

（１）α＋６，Ｑ－ｂはともに偶数か,ともに奇

数であることを示せ。

（２）ｍｚ＝Ｑ２－ｂ慾とする。ｍが奇数の素数

ｐを約数とするとき，α＋ｂまたはｑ－ｂ

のどちらか一方がｐｚを約数として持つこ

とを示せ。

（３）(1)，(2)を利用してα十６，α－６はともに

平方数であるか。またはともに平方数の２

倍であることを示せ。

函
背理法の考え方が使えるか。(2)でｍ２＝(α－６）

（α＋６）はｐ２を約数とするが，α＋ｂ６ｑ－ｂ６と

もにｐの約数であるとすれば矛盾が生じることを

示せばよい。また(3)ではα＋b，ｑ－ｂがともに奇数

の場合と，ともに偶数の場合の両方を調べなければ

ならない。

画
(1)（α＋の＋(α－６)＝２ａ（α’６自然数）よりこ

の２数の和は偶数。よってα＋６，ｑ－ｂはともに

偶数であるか，ともに奇数である力､のいずれかで

ある。

(2)ｍの約数で奇素数であるものをｐとすると，

ｍ２は〆で割りきれる。ｍ２＝(α＋ｂ）（ｑ－ｂ）

で（α＋b）（α－６）はｐｚで割りきれるのでｃ＋６

またはＱ－ｂのどちらか一方がｐ２の倍数である

か，α＋６，α－６がそれぞれｐの倍数である力､の

いずれかである。

ここでｑ＋６，α－６がそれぞれｐの倍数である

と仮定すると

｜:上:二:#::;::聟(…数)とおける鋼
{:土:f:;:二:('1ｔ:こ…奇…
２ｑ６２ｂ６ｐの倍数となる。ｐは奇数よりｑ，

ｂはともにｐの約数となりα,ｂ互いに素に反する。
よって矛盾が生じるのでα＋ｂｏＱ－ｂがそれぞれｐ

の倍数であるとした仮定が誤り。（背理法）よって

囚

Ｃ（工)，Ｓ（工）はすべての実数で定義され

た異なる実数値関数で．任意の実数α’６に対

して

αα＋b)＝Ｃ(α)C(b)－８(α)S(6)………①

Ｓ(α＋b)＝S(α)Ｃ(6)＋Ｃ(α)S(6)………②

を満たしている。

Ｆ（工)＝に（工)}２＋lＳ（Jc叩

とするとき，次の各問に答えよ。

（１）①を利用して，Ｃ（０）≠４．を示せ。

－２８６－



＝に（α）Ｃ（６）－s（α）８(6))２

＋{８（α）Ｃ（６）＋Ｃ（α）Ｓ（６）}圏

＝({Ｃ(α)}図十(Ｓ(α))2）（に（６）}２

＋侭(6))図）

＝Ｆ（α)'Ｆ（６）（証明おわり）

(5)(4)より，任意の実数工に対し，

Ｆ(工)Ｆ(－ェ)＝Ｆは＋（－ェ))＝Ｆ（Ｏ）

＝{Ｃ（Ｏ）)２＋(８（Ｏルー１２＋０２＝１

なので，Ｆ（工）≠０，したがって，Ｆの定義に

よりＦ（工)＞Ｏが常に成り立つ。

Ｆ（１）＞Ｆ（０）（＝１）

の両辺に．Ｆ（ｪ）（＞Ｏ）を掛けて，

Ｆ（ｪ）Ｆ（１）＞Ｆ（ｘ）

したがって，(4)により

Ｆ（Jc＋１）＞Ｆα）（鉦明おわり）

(2)②を利用して，Ｓ（Ｏ）の値を求めよ。

(3)Ｃ（Ｏ）の値を求めよ。

(4)Ｆ（α＋b)三Ｆ（α)･Ｆ（６）が成り立つこ

とを示せ。

(5)Ｆ（１）＞Ｆ（０）のとき．任意の実数ェ

に対し

Ｆ（工＋１）＞Ｆ（エ）

が成り立つことを示せ。

鳫砺i蘆１
(3)において，Ｃ（Ｏ）の値が０か１になることが

わかるが，どちらの値をとるか，きちんと調べてほ

しいところである｡問題文の条件｢０（工）と８（工）

は異なる関数」から，Ｃ（Ｏ）≠Ｏと予想できると

思う。問題の条件をすべて使い切ることが大切であ

る。

Ｃ（工)，Ｓ（工）のモデルとしては，Ｃ（x）＝２‘

ＣＯＳヱ，Ｓ（工)＝２ごsmjuなどがあげられる。この

とき，Ｆ（ヱ)＝４‘となり，(5)の問題も自然に感じ

られると思う。(5)では，Ｆ（ｪ)＞Ｏがわかれば，む

ずかしくはない。

隔雪河
ｕｌＣ（Ｏ）＝もと仮定する。①において，α＝ｂ＝

Ｏとすると

Ｃ（Ｏ)＝ＩＣ（Ｏ)１２－(８（０)12..………….③

ゆえに，１ｓ（Ｏ))２＝－＋，この式をみたす実数

Ｓ(Ｏ）は存在しないので，これは題意に矛盾する。

ゆえに，Ｃ（Ｏ）≠渉（証明おわり）

(2)②において，α＝ｂ＝Ｏとすると

８（Ｏ）＝２Ｓ（Ｏ）Ｃの）

ゆえに，Ｓ（Ｏ）（２Ｃ（Ｏ）－１）＝Ｏ

(1)より，Ｃ（Ｏ）≠十なので，Ｓ（Ｏ）＝Ｏ

（答）Ｓ（Ｏ）＝０

回

凡人の各人が，他人の知らない独自のゴシッ

プ情報を持っている。電話によって，犯人が互

いに情報を交換しあうとき，ＡとＢの２人の間

で交わされる１回の通話で，Ａ，Ｂそれぞれが

その時点で持っている楕報すべてを互いに相手

に伝えあうものとする。このとき，凡人全員が

〃種類の情報すべてを入手するために必要な

最小通話回数をｑ・とする。ただし，〃≧４で

ある。次の間に答えよ。

例１４人のとき

囮⑥と⑥が通話する

回⑥と③が通話する

皿③と⑥が通話する

囚⑥と③が通話する

これで４人とも全ての憎

報を得ることができたの

で,竺旦
※注意

③が人間，③と③をつなぐ線分が，その２人
が通話したことを表し，□の数字が全体で何番

目に行われた通話であるかを表している。

例２５人のとき

(3)③と(2)の結果から，Ｃ（０）に（Ｏ）－１＝Ｏ

ゆえに，Ｃ（０）＝０，１

以下，Ｃ（Ｏ）≠Ｏを示す。

Ｃ(Ｏ）＝Ｏとする｡②において，ｂ＝Ｏとすると，

Ｓｍ)＝８（α）Ｃ（０）＋Ｃ（｡）Ｓ（Ｏ）＝Ｏ

①において，６＝Ｏとすると

Ｃ（α)＝Ｃ（α）Ｃ（Ｏ）－８（α）８（Ｏ）＝Ｏ

ゆえに，Ｓ（α)＝Ｃ（｡)＝０．αは任意であるか

ら、これは，Ｃ（x）とＳ（ェ）が異なる関数である

ことに矛盾する。よって，Ｃ（Ｏ）≠０

ゆえに，Ｃ（Ｏ）＝1（答）Ｃ（Ｏ）＝１

、③と⑥が通話する

回③と⑥が通話する

回⑥と③が通話する

囚③と⑥が通話する

回⑤と⑥が通話する

囮③と⑥が通話する

これで５人とも全ての情(4)Ｆ（α＋ｂ)＝{Ｃ（α＋６)}２＋lＳ（Cu＋ｂ))２
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報を得ることができたの

で，ａｎ＝６

＠｡＝８となることを解答用紙の図に示せ。

ｑ７を求めよ。

処≦Ｑｏ－１＋２となることを脱明せよ。

ａ.＝≦２〃－４となることを示せ。

のときＰ働以外の、－１は皆几穏類の情報をすべ

て得ている)。

最後に．Ｐ｡と〃－１人のうちの任意の1人が通

話をする（これで，凡人全員が〃種類の情報を得た

ことになる)」

このとき，通話回数は１＋＠口－１＋l＝＠.－，＋２

回行われている。

よって．α・は凡人の最小通話回数なので，＠画≦

１
１
１
１

１
２
３
４

１
１
１
Ｉ

函 αローＩ＋２

(4)｡p≦α"－１＋２より

α同一α画一Ｉ≦２

これより．Ｑ５－Ｑ`≦２

･凡人のとき最初に③と③が通話し，③を除い

た⑤，………，⑮で通話して，最後に几－１人

の中の誰かとＰ鰯が通話する。

．α`＝４，ａｓ＝６，ａ．＝８からα7＝10に気がつい

たのでは。

．(3)の証明では,，bJ1j鞠Di5L萸児M;kであることか
ら不等式となる。

.(4)は漸化式の基本的な解法である。

.実は，ａ風＝２〃－４である。しかし，ａ風≦２１８－

４の証明が難しいため問題にはしなかった。

．この問題は．「離散数学」という分野の「ゴシッ

プ問題」という問題である。

Ｑｏ－Ｑ５≦２

ｑＴ－ＣＢ≦２
●ＣＯ●●●●●ＯＯＯＤ●●００●ＣＱ●ｐ●●●

●●●●●●●●●●ＯＯ０Ｄ●●●●｡●●●●｡

＋ロローロロー，≦２

α風一α`≦２（〃－４）

α`＝４であるから，

ｑ､－４≦２〃－８

よって，＠m≦２〃－４

画
(1)｡@＝８

(2)α7＝1０

(3)ｎ人の人をＰ,，Ｐ２，．．…．，Ｐ､とする。

いま．Ｐ１ｂＰ２……，Ｐ阿－１の〃－１人が，最小

通話回数ａ｡－，回ですむ順序Ｍで通話したとする。

このとき．Ｐ汀を含めた凡人での通話を次のように

行う。

「まず最初に．Ｐ,とＰ・の２人が通話する。

次に，Ｐ１，Ｐ図，……，Ｐ._,の'３－１人が（Ｐ・

の情報をも交えて）順序Ｍでα､－１回通話するに
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第１３回

北海道高等学校数学． 卜ンテス

終採点 えを て

平成７年１月12日(木)実施

北海道算数数学教育会高等学校部会
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第13回「数学コンテスト」を終えて

北数教高校部会長今西義紀

昭和58年度（1983年）１月15日に第１回が実施された「数学コンテスト」も今回で第１３

回を迎えることができました。今年は全道19校から中学生を含む202名の高校生諸君の参

加を得て盛大に開催できたことは関係者一同喜びにたえません。このコンテストに対する

理解と数学に対する興味・関心や数学の重要性が認識されてきたことの表れとうれしく思

うとともに，全道各地で熱心に指導に当っておられる先生方のご努力に深く感謝と敬意を

表します。

この｢数学コンテスト｣は，アメリカや東欧諸国で行なわれていた“数学オリンピック'，

にヒントを得て，北海道においてもそれに似た催しを行ない，数学好きの高校生や中学生

に刺激を与え，一層数学的な興味を高め，また数学に楽しく挑戦することを通して，潜在

している数学的能力を引き出す手立てとして実施してきました。1989年から世界の50ケ国

目として,日本も国際数学オリンピックに参加し,予選の日本数学オリンピックにおいて，

本道の高校生が毎回優秀な成績を収めてきた，特に中国の北京で行われた第３１回大会で札

幌の高校生が銅メダルを受賞したことは大変嬉しいことでした。数学コンテストや数学オ

リンピックは,単に数学の問題を解く力を競い,それに優劣をつけるものではありません。

この数学コンテストをとおして，数学教育本来の目標である基本的な概念や原理・法則，

論理的思考力や創造的な考え方を自らがそれぞれの持っている能力に応じて問題を解決し

ながら身につけ，数学にたいする興味・関心を高めることにあります。２１世紀に向けての

高度情報化と国際化に数学の果す役割はますます重要であり、ひいては、AndrewWiles

先生のように何百年来の難問を解決できる資質を育んでいって欲しいと考えています。さ

らにこの数学コンテストをきっかけとして数学を愛する同好の士が増え，それぞれの学校

で互いに励まし合いながら一層本道の数学の学力の水準を高めることに役立ちたいとも念

願しています。

終わりになりましたが，北海道教育委員会，札幌市教育委員会，北海道高等学校校長協

会より賜わりました後援並びに北海道新聞社，福武書店の物心両面にわたるご高配に厚く

お礼申し上げるとともに，本年も問題作成について御尽力頂きました北海道大学理学部数

学科，出題や採点からコンテストの運営全般にわたってご苦労いただいた北数教高校部会

研究部，さらに全道各地で実施にご協力いただいた会場校や諸先生に厚くお礼申し上げま

す。今度ともご協力の程よろしくお願いいたします。

－２９０－
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第13回数学コンテスト度数分布
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得点 問１ 問２ 問３ 問４ 問５

０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０４３３３３３３３３３３２２２２２２２２２２ｌ１ｌｌ１ｌｌｌｌｌ
９８７６５４３２１０

６００３０１１０６０
５２

００１０５００１０
１

５００２０３００００６
１

２

００００６００００
３５

２４

００１０

８３００１０８０００２
３

１

５

００００１０００００１０００４０００００００００３ ４０２００１２１００２０１００４０３００３０２３２４０９１０７１３５３５０５００１１

３

１
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総計 2.475 5.076 Ｌ６５３ 987 2.354

平均点 15.09 30.95 10.08 6.018 14.35

Ｓ・， 13.30 8.217 9.875 10.72 9.423



囮 ９１８α
－＝15.3
６０ａ

．.､16周には分裂する。

よくできた解答でした。

木星を周回するＵＦＯについて次の小間に答

えよ。

(1)木星を周回するＵＦＯ

が今同じ向きに周回する

２つのＵＦＯＡＢに分

裂した。Ａの速さは．Ｕ

（k､／時)，Ｂの速さは，

Ｕ２（k､／時）で（Ｏ＜〃

＜ｌ）とする｡ＵＦＯＡ

Ｂが分裂後，又ドッキン

グするまでの時間を最小

にするＵの値を求めよ。

ドッキング後，新ＵＦ

ＯＣが誕生した。誕生

後ｂｃ時間に進む距離は，

αcz＋６１と表される。は

じめの５時間で第１周

し，３時間後に第２周し

た。

(2)周回軌道のｌ周の長さ

をαで表せ。

(3)新ＵＦＯＣの第３周に

かかる時間を求めよ。

（４）１周にかかる時間が1

時間以内になると，再分

裂するという第何周目の

時に再分裂するか。

匝麺
(1)周囲を1．分裂後再ドッキングするまでの時間

をｃとする。

Ｚ＝t×（Ｕ－Ｕ２）

．.､伽２－勿十Z＝０……①

Ｕが実数であるためには

判別式ｃ２－４ｃＺ≧0ｔ（ｔ－４Ｚ）≧0

...t≦０．ビ≧４ｚｆ≦Ｏは不適

．..ｔ≧４Ｚ

ｔの最小値は４１t＝４１を①へ代入

４１UZ-41U＋Z＝０J≠Ｏより（２，－１）2＝０

．．．U＝ナ

'2値ど鯛Ｂｉ;:9③
趨漂:許に;;:期:二:’

７α＝６．.….④

④を②へ代人

Ｚ＝25口＋５（７ｑ）．．.』＝60口

(3)新ＵＦＯ誕生後,３周するまでの時間Ｉとする。

３Z＝α02＋ｂＬＵ＝60α，ｂ＝７αを代人

180α＝Ｑｆｚ＋７ｍ

．..（2＋７c-l80＝0（...α≠Ｏ）

解の公式より`=-7輕阯>o）

第３'蘆'に…時跡-8-ﾕ雲；画(Ｉ調）
(4)新ＵＦＯ誕生後工周するまでにかかる時間を６

時間とする。

腰＋７６＝60ｪ……①

腰＋７ｃ－６０ｒ－Ｏ

－７＋／可可毎ｺUBE……②解の公式よりｃ＝２
新ＵＦＯ誕生後工－１周するまでにかかる時間

をc′時間とする。

Ｃ'２＋７t'＝6０（ｊＦ－１）．

解の公式よりc,＝－７＋ｲ両手百JUrZ=TT……③

②，③より

-7+緬恋一'十亟澳≦１t－t'＝２
無理不等式を解く。

分裂点

、▲ドッキング

曇

新5両｢5－

Ilj分裂

｢藷~評１
(1)，(2)，（3)までは比較的よく解答してあり，よく

できていた様です。(4)がかなり苦労した様で，いろ

いろな解答が見られました。

４人の生徒が模範解答にはない，独自の発想で見

事に正解していたのには感動しました。［解答例］

は，時間に関する無理不等式を組み立てて解法しま

したが，１周にかかる時間が1時間以内

“2＋６０－（□（Ｃ－１）2＋６（Ｃ－ｌ）}≧60｡

１局

展開しまとめると

２ｔａ－ｑ＋６≧60ｑ，ｂ＝７αより

．．．‘≧2７

２７時間後は729,＋276

＝918ａ
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できていた。（図を書くことは「説明を明確に

する」ので，採点者の理解を得やすい）

全然手を付けなかった人は「図を書く」こと

を難しいと考えているのではないか。

「中点連結の定理」は幾何における基本定理

なので,それを利用した証明を期待していたが，

「相似」を使った鉦明がかなり多かったのは意

外である。

なお，ベクトルを使って証明した人が１名い

た。

「ＤＨ＝ＤＧをまず証明する」のに，ＤＨ

ＤＧを辺にもつ２つの３角形，△ＦＤＧ△ＥＤ

Ｈが合同であることを証明すればよい。

問２の結果から，ＤＧ＝ＤＨＦＧ＝ＤＨが与

えられているので，２辺にはさまれた角につい

て,どＧＦＤ＝二ＨＥＤが成り立つことから「２

辺とそのはさむ角が等しい」という合同条件を

導けばよい。

ところが，△ＢＦＤ＝△ＤＥＦ，△ＡＢＣＣ。△Ｂ

ＤＦを用いた証明があった。本質に関係のない

部分を含む証明は「減点の対象になる」ことを

理解してほしい｡(森毅著「数学受験術指南」

参照）

ＤＨＬＤＧの証明では「ＤＨ－ＬＤＧ－二ＧＤＨ

＝どＲ」を「内角の和＝180゜」の形の証明が圧

倒的に多く，出題者の意図した「平行移動・回

転」を利用した証明が２例しかなく．しかも不

完全なものであったことは残念である。

次に．函館ラサール高校の佐伯知哉君の証明

を示す。

△ＧＦＤ＝△ＨＥＤより，

どＧＤＦ＝どＤＨＥ，どＦＧＤ＝こＨＤＧ…①

ＡＥＤＲＡＦＤＥより，４角形ＡＥＤ

Ｆは平行四辺形だから，

どＢＦＤ＝≧ＦＤＢ…②

△ＤＨＥにおいて，=ＣＥＨ＝90°より，どＥ

ＤＨ＋どＣＥＤ＋色ＤＨＥ＝90。…③

①，②，③より

竺ＧＤＨ＝こＥＤＨ＋どＦＤＥ＋=ＧＤＦ

＝どＥＤＨ＋どＣＥＤ＋どＤＨＥ＝90.

...ＤＨＬＤＧ

この証明は｢解鋭と解答｣の証明に比べると，

やや重い感じがする。諸君は「解答と解脱」を

読んで，幾何の面白さを再確認してほしい。

－７＋JJ5TZmE＋７－J耐ＴＺｍＥ=１７≦２

口雨而E-J両手ZJUTE=77≦２

何京面、Ｅ≦２＋,/雨下西UFT7
49＋240発≦

４＋４JJU下面UFE=Ｔ７＋49＋240(工－１）

５９≦《両手pJU5E=T７
3481≦49＋240は－１）

::;2薑"
１５．３≦工

・・・16周目に再分裂する。

問２

問３

②

△ＡＢＣがあって，辺ＢＣ，ＣＡＡＢの中点

を，それぞれ、，Ｅ，Ｆとする。

問１Ｅを通って線分ＡＣに垂直で長さがそ

の２分の１の線分ＢＨ

Ｆを通って線分ＡＢに垂直で長さがそ

の２分の１の線分ＦＧ

この２つの線分を三角形の外側に雷け。

（以下追加の図はfreehanndでよいが，て

いねいに酉くこと）

問２EII＝ＦＤＦＧ＝ＥＤを証明せよ。

問３ＤＨＬＤＧＤＨ－ＤＧを証明せよ。

Ａ

Ｂ Ｃ
、

｢藷~評１
最初に．「問題用紙の図」について，お詫びした

い。=Ａの大きさを30°～40゜位にしなかったため

に．△ＦＧＤ△ＥＤＨの作図を困難にしたことで

ある。校正の璽要性を痛感した。

「解答と解鋭」から分かるように，出題者の意図

は，問３にある。問３の形のまま出題すると解くこ

とが困難と判断して，段階的に出題した。

間１図形問題では「まず図を書く」ことが大切で

ある。その趣旨から出題した。ほとんどの人が
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(1)α，ｂが整数であればこのことは成りたってい

る。解答の方法の他にもいろいろなやり方で挑戦

した人がいて，面白い考え方もあった。

(2)ｍ２＝(α＋ｂ）（α－６）より、塾はｐｚを約数と

してもつ。示すべきことは「α＋ｂもα－６もと

もにｐを約数としてもてば矛盾が生じる」という

ことである。これが背理法の考え方であり，まず

「仮定」「論理展開」から矛盾が生じることを示

さねばならない。

(3)(2)からすぐみちびけるが。α＋６，ｑ－ｂがとも

に奇数の場合と，ともに偶数の場合を両方調べな

ければならない。

α’６が整数でロ圏－６２が平方数ならばｍ２＝ｑ２

－ｂｚとおけて，α2＝ｂｚ＋ｍ２(＠，６，ｍは整数）

が成りたつ｡このような３数をピタゴラスの定理(三

平方の定理）の連想から「ピタゴラス数」とよぶこ

とがある。

ピタゴラス数の例としては（３，４，５）（５．

１２，１３）などがあるが，これらの数の性質について

古くからいろいろな研究が行われてきた。この問題

もそのような問題のひとつである。

ことばの意味がちゃんとわかっていない人がいて

びっくりしてしまった。まず「互いに素」とは２つ

の数が１以外の公約数をもたないということで，例

えば「９と14」は９＝３×３，１４＝２×７より公約

数は１のみより互いに素である。互いに素と素数で

画

Ｈ

Ｂ
Ｄ

問１上図の通りである。（Ｈ′が入らない前まで）

問２ＦＤ＝＋ＡＣ＝ＥＨＧＦ＝ｆＡＢ＝ＤＥ

間３△ＨＥＤをnＦにそってＥがＦに重なるまで

平行移動すれば

ＦＥ〃ＢＯＦＥ＝ｆＢＣ＝ＢＤから

ＤはＢに重なる。Ｈの移った点をＨ′とする。

ＦＨ’二ＥＨ＝ＦＤであるから△ＨＴＢをＦ中心

90゜回転してＨ′をＤに重ねればＧＦ＝ＤＥ＝ＢＲ

ＧＥＬＢＦからＢはＧに重なる。

９０.回転して△ＨＴＢが△ＤＦＧに重なったので

あるから

ＤＧ－ＬＢＨ',ＢＨ'二ＤＩＬｉ．ｅ、ＤＧ－ＬＤＨまた

ＤＧ＝ＢＨ'＝ＤＨ

注：解答例の図をＨ′をつけない前のものと，そ

の後の図で示してもよい。

あるはちがうので注意してほしい。

まず(1)｡一般の整数α’６については(1)はなりたっ

ている｡背理法で証明した人もいたがふつうにやっ

ても示すことができる。かえって平方数など使わな

い人の方がスマートな解き方をしていた。

一番短いのが解答例のやり方だが（和が偶数であ

ることを用いる）多かったのはα’６の偶・奇につ

いて場合分けしていくやり方で，その方法できちん

と書くと大抵点はもらえるはずである。しかしこの

ときα，ｂがともに偶数のときα’６は互いに素に

反しているので不適ということに気がつけば(2)への

大きなヒントになるはずだ。同じ意味で下のような

表のみを示していた人もいた。

（奇)＝(偶)±(奇）

（奇)＝(奇)±(偶）

（偶)＝(偶)±(偶）

（偶)＝(奇)±(奇）

またスマートなやり方といえば,こんな人もいた。

（α＋の＝(α－６)＋２６が成りたつ。２６は偶数

よりα－６が奇数ならばｑ＋ｂも奇数。

α－６が偶数ならばα＋ｂも偶数。よってｃ－６と

回

互いに素である２つの自然数α’６（α＞ｂ）

に対して、Ｑ２－ｂｚが平方数（自然数の平方）

であるとき，ｑ＋６とＱ－ｂはともに平方数で

あるか，またともに平方数の２倍であることを

示す。次の手順にそって考えよう。

（１）α＋６，ｑ－ｂはともに偶数か，ともに奇

数であることを示せ。

（２）ｍ魁＝Ｑ２－ｂ２とする。ｍが奇数の素数

ｐを約数とするとき，α＋６またはｑ－ｂ

のどちらか一方が〆を約数として持つこ

とを示せ。

（３）(1)，(2)を利用してα＋６，ローｂはともに

平方数であるか．またはともに平方数の２

倍であることを示せ。

｢藷~評１
配点(1)10点(2)15点(3)15点

－２９４－



｜:土:二:蝋｜:士同鯵｜:土:二：
｜:土:二:縁

などとして一つ一つ場合分けしていた人もいたが，

このような場合分けは可能だろうか？実はｈ自体が

さらに積に分解可能なことがありこのような場合分

けでは調べつくすことはできないのである。そのよ

うなわけで背理法を使わない解答には部分点は上げ

られても正解とはいえない。

出来はあまりよくなく受験者の中で１割以下の正

解者しかなかった。

(3)(2)がちゃんとできていなくても(2)を用いて説明

していた答案はあったが，それはそれなりに評価さ

せてもらった。しかしα＋６，α－６が奇数の場合に

ついては(2)の利用でよくても，｡＋６，Ｑ－ｂが偶数

の場合について，しっかりした説明がかかれていた

人はとても少なかった。ポイントは奇素数ｐの２乗

ｐ２については．α＋６，α－６のどちらかの約数に

なっているので，奇数についてはどちらかに属する

こと。

ともに偶数のときα＋ｂ＝２ﾉM，α－６＝２１Ｖとお

ける。ここでＭ’１Ｖがともに奇数なら前半より解

決。また〃，Ⅳが偶数または奇数ならば２の偶数

乗が片方に入る。また〃，」Vがともに偶数とする

とα，ｂ互いに素に反する。ということでＭ，Ⅳ

についての吟味をちゃんとやっているかについても

みてみたかった。

完全な解答はわずか－人（受験番号98の本多君）

完全ではないが満点をあげたのは３人。満点でない

が大むね流れが正しいと判断できるのが２人。とい

うわけで，この問題は難しさもあったが出来はあま

りよくなかった。授業であまりやらない部分，考え

方を使っていると思うが，数学の中にこのような論

理を駆使する部分があるということをわかってもら

いたい。

α＋ｂはともに偶散かともに奇数である。

背理法を使わなくてもよいが，使った答案もあった。

α＋b，ｑ－ｂがそれぞれ偶数．奇数とすると

|:土:二;農！：とおけて
①＋②より２α＝２ｈ＋２J＋１

左項偶数，右項奇数より矛盾。

またα＋６奇，α－６偶のときも同様

α２－６２＝ｍ２を使わなくてもよいが，使った答案

もあった。ｍ奇数のとき（α＋の，（α－６）ともに

奇数であり，ｍ偶数のとき（α＋6）（α－６）は４の

倍数,ここで積が偶数なのは(偶)×(偶)または(偶）

×(奇)であるが(α＋ｂ)－(α－６)＝２６偶より(偶）

×(奇）はありえない。よってともに偶数。２つを

あわせて（α＋b)，（α－６）はともに偶かともに奇

である｡多かったまちがいはα奇数,ｂ偶数のとき，

に::+[こしてし…の｡こうするヒ
ロ＋ｂ＝４〃＋１，α－６＝ｌより

（α＋ｂ）（α－６）＝４几＋１となって以下ワケが

わからなくなってしまったもの。α：奇数，６：偶

数ならば

|:二;:+'］文字を…ければ…い。
囮のなかでは(1)の出来は比較的よかった。

(2)これは背理法を使わなければ示すことができな

いものである｡背理法は｢Ａであることを示すのに，

Ａでないことを仮定する」という部分がわかりずら

いという人が多い。しかしこの流れは発想としては

自然かつ無理のないものである。というのは何人か

で議論をするときに，自分の立場でどれだけ話して

も自分が正しいことを示すことはできない。「正し

いから正しい」「まちがいだからまちがいである」

では議論にならないのである。「Ａであることを示

すために」「Ａがなりたたないと仮定すると」「矛盾

が生じる」「よってＡがなりたたないとした仮定が

あやまりである」「よってＡがなりたつ」これが背

理法の考え方であり，正しそうだがどうやって正し

いかどうかを示せるかがわからないとき非常に有

効な方法である。

さて，この問題で背理法を使わないで示そうとし

た答案もあったが,どの人もみな悪戦苦闘していた。

例えばｍ２＝(α＋ｂ）（α－６）においてｍが奇素

数ｐを約数とするとき、＝ｐｈとできることから

ｐ２虎2＝(α＋6）（α－６）となり
α＋６＞α－６より

画
(1)（α＋6)＋(α－６)＝２□（α，６自然数）よりこ

の２数の和は偶数。よってα＋６，ａ－ｂはともに

偶数であるか．ともに奇数であるかのいずれかで

ある。

(2)ｍの約数で奇素数であるものをｐとすると，

ｍ２はｐ２で割りきれる。ｍ２＝(α＋６）（α－６）

で（α＋6）（α－６）はｐ２で割りきれるのでα＋ｂ

またはａ－６のどちらか一方がｐ２の倍数である

か，α＋６，ｑ－６がそれぞれｐの倍数であるかの

－２９５－



囚いずれかである。

ここでα＋６・Ｑ－ｂがそれぞれｐの倍数である

と仮定すると，

｜:土:二:$:::::g化`…)とおける力‘
|:±雛:潟:tl)こ…奇…
２ｑ６２６６ｐの倍数となる。ｐは奇数よりｑ，

ｂはともにｐの約数となりα,b互いに素に反する。

よって矛盾が生じるのでα＋６．α－６がそれぞれｐ

の倍数であるとした仮定が誤り。（背理法）よって

α＋ｂまたはｑ－ｂのどちらか一方が〆の倍数であ

る。よっとα＋ｂまたはｑ－６のどちらか一方がＰ２

を約数としてもつ。

(3)｡＋ｂとｑ－ｂがともに奇数のとき、魁＝(q十

６)(α－６)も奇数である。よってｍも奇数より，

爪は奇素数ｐ１，ｐ２，．．…．p『の積、＝ｐ肋ｐ２，

……p『と表せる。

よって、選＝(α＋６）（α－６)＝ｐ１，ｐ;……pilと

表せるが，ｍの約数それぞれについてｐ；（１≦｡≦

｢）は｡＋ｂまたはｑ－ｂのどちらか一方に約数とし

て含まれる。（(2)より）

よって□＋６．Ｑ－ｂはいずれも平方数の髄になる

のでともに平方数で表せる。

またα＋6,α－６が共に偶数のときｍ２＝(α＋６）

（｡－のとも偶数であるので。ｍも偶数である。

よって、＝２sp1p2pu……p,(い～p'は奇素数）

と表せる。ここでｍｚ＝(α十ｂ）（α－６）＝２選ｓｐｆ

ｐ;……p；となる。

ここで(2)より奇素数の平方ｐ;，ｐ;，……p：につ

いては｡＋６またはｑ－ｈのどちらか一方に約数と

して含まれる。またα＋６，α－６はともに偶数より

｡＋ｂ＝２Af,ｑ－ｂ＝２１V(ＭｊＶ整数）とおける。

ここで〃’１Ｖともに偶数とするとローＭ＋ｊＶｌｂ＝

Ｍ－Ｎより互いに素に反する。よってノM，Ｎの

いずれかが奇数より，加魍－２‘（２２鮒~2）pfp;…

…〆は２の累乗２２s~魁についてはＭまたは1Ｖの

どちらか一方に含まれる。よってｍ圏の約数のうち

（２魁3-2）pfp;……pチはＭまたは〃のどちらか

一方に含まれるから

|:土:二;＃
（ＭＮは平方数）となりともに平方数の２倍

となる。

よって□＋６，α－６はともに平方数であるか，と

もに平方数の２塔である力､のいずれかである。

ＣＣＦ)．Ｓ（工）はすべての実数で定義され

た異なる実数値関数で．任意の実数＠，６に対

して

Ｃ(α＋6)＝αのα6)－s(q)S(6)………①

Ｓ(α＋b)＝S(α)αb)＋Ｃ(α)S(6)………②

を満たしている。

Ｆ（工)＝ＩＣ（x)}２＋'８（工))図

とするとき，次の各問に答えよ。

（１）①を利用して，Ｃ（Ｏ）≠ｔを示せ。

（２）②を利用して．Ｓ（Ｏ）の値を求めよ。

（３）Ｃの）の値を求めよ。

（４）Ｆ（α＋の＝Ｆ（α）Ｆ（６）が成り立つ

ことを示せ。

（５）Ｆ（１）＞Ｐ（Ｏ）のとき，任意の実数工

に対し

Ｆ（兀十１）＞ＦＣＦ）

が成り立つことを示せ。

｢藷~評１
配点：(1)～(5)各８点，計40点。

０点の生徒が多く，４０点が１人しかいないという

残念な結果となりました。

答案には．論理的でないものや，鋭明不足のもの

もありました。白紙の答案も多かったのですが，ま

ず，手を動かしてみて下さい。書いていくうちに，

わかるということもあります。

(1)では，平方完成や判別式などを利用しているも

のもいくつかあり，学校で学んだ蝋をうまく使って

いました。(1)ができている生徒は，（2)もほとんどで

きていました。

ＣＱg）は関数なので，Ｃ（Ｏ）の値はただ１つ

だけです｡(3)ですぐにＣ(Ｏ）＝０，１とでますが，

どちらか一方の値になります。Ｃ（０）≠Ｏをきち

んと説明している答案はほとんどありませんでし

た。

（4)は，数学Ｉ（新課程では数学Ａ）の「等式の証

明」のところでよくでてくる。

（αd-bc)2＋(“＋６．)圏＝(a2＋b2）（c図＋d2）

そのものです。

(5)では，「任意の元に対して．Ｆ(ｪ）≠Ｏ」とな

ることを述べないで，いきなり

Ｆ(工＋１）＝Ｆ(工）Ｆ（１）＞Ｆ(ｴ）Ｆ(０)＝Ｆ（工）

としている答案が多かった。

また,①,②が加法定理の形をしていることから，
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回Ｃ(ｪ)＝ＣＯＳ工，Ｓ(工)＝smrとしてしまっているも

のもありました。問題を解くときに．答えを予想し

たり，関数をイメージしたりすることは大切なので

すが，勝手に決めつけてはいけません。定義に忠実

にあってほしいと思います。、イメージ．が、妄想．

にならないよう注意を払って問題を解くことを期待

します。

F索雪、

凡人の各人が，他人の知らない独自のゴシッ

プ情報を持っている。電話によって，凡人が互

いに情報を交換しあうとき，ＡとＢの２人の間

で交わされる１回の通話で，Ａ，Ｂそれぞれが

その時点で持っている情報すべてを互いに相手

に伝えあうものとする。このとき，凡人全員が

〃種類の情報すべてを人手するために必要な

最小通話回数をα③とする。ただし几≧４で

ある。次の間に答えよ。

例１４人のとき

(ＤＣ（Ｏ）＝ｔと仮定する。①において，ローｂ＝

Ｏとすると

Ｃ（Ｏ）＝ＩＣ（Ｏ))２－{Ｓ（Ｏ))図……………③

ゆえに，（Ｓ（Ｏ))２＝_＋，この式をみたす実数

S(Ｏ）は存在しないので，これは題意に矛盾する。

ゆえに，Ｃ（Ｏ）≠サ（証明おわり）

(2)②において，α＝６＝Ｏとすると

Ｓ（Ｏ）＝２Ｓ（０）Ｃ（０）

ゆえに，Ｓ（Ｏ）（２Ｃ（Ｏ）－１）＝Ｏ

(1)より，Ｃ（Ｏ）≠十なので，Ｓ（０）＝Ｏ

（答）８（Ｏ〉＝０

田⑥と＠が通話する

回⑥と⑤が通話する

囚③と③が通話する

四⑤と＠が通話する

これで４人とも全ての燗

報を得ることができたの

で，α4＝４

※注意

⑥が人間，⑤と③をつなぐ線分が，その２人

が通話したことを表し，□の数字が全体で何播

目に行われた通話であるかを表している。

例２５人のとき

(3)③と(2)の結果から，Ｃ（Ｏ）に（Ｏ）－１＝Ｏ

ゆえに，Ｃ（Ｏ）＝０，１

以下，Ｃ（０）≠Ｏを示す。

Ｃ(Ｏ）＝Ｏとする｡②において，６＝Ｏとすると，

Ｓ（α)＝８（α）Ｃ（Ｏ）＋Ｃ（α）Ｓ（Ｏ）＝Ｏ

①において．６＝Ｏとすると

Ｃ（α)＝Ｃ（α）Ｃ（Ｏ）－ｓ（α）Ｓ（Ｏ）＝０

ゆえに，Ｓ（α)＝Ｃ（α)＝０，αは任意であるか

ら，これは，Ｃ（Ｚ）と８（工）が異なる関数である

ことに矛盾する。よって，Ｃ（Ｏ）≠Ｏ

ゆえに，Ｃ（Ｏ）＝１（答）Ｃ（Ｏ）＝１

囚③と⑤が通話する

回①と⑤が通話する

|、③と③が通話する

囚⑪と⑥が通話する

回③と③が通話する

囮③と⑤が通話する

これで５人とも全ての情

報を得ることができたの

で，α且＝６

(4)Ｆ（α＋６)＝{Ｃ（α＋の}２＋(８（α＋６)１２

＝{Ｃ（α）Ｃ（６）－ｓ（α）８（６）)’

十ＩＳ（｡）Ｃ（６）＋Ｃ（α）Ｓ（６）)２

＝（IＣ（α)１２＋1８（α)}２）（IＣ（６）}鰹

＋（８（６）)2）

＝Ｐ（α）Ｆ（６）（証明おわり）

(5)(4)より，任意の実数ェに対し，

Ｆ(工)Ｆ(－ェ)＝Ｆは＋（－工))＝Ｆ（Ｏ）

＝{Ｃ（Ｏ）)２＋ＩＳ（Ｏ）}２＝１２＋０２＝ｌ

なので，Ｆ（工）≠０，したがって，Ｆの定義に

よりＦ（ｪ)＞Ｏが常に成り立つ。

Ｆ（１）＞Ｆ（Ｏ）（＝１）

の両辺に．Ｆ（元）（＞Ｏ）を掛けて，

ＦＱＦ）Ｆ（１）＞Ｆ（r）

したがって，(4)により

Ｐ（元＋Ｉ）＞Ｆ（工）（証明おわり）

α､＝８となることを解答用紙の図に示せ。

Ｑ７を求めよ。

α厨≦α鳳一,＋２となることを説明せよ。

q厨＝≦２'８－４となることを示せ。

(1)

(2)

(3)

(4)

｢藷~評１
配点は(1)８点(2)10点（３）１４点（４）８点

・白紙の答案が非常に少なく，ほとんどの生徒が手

を出すことができる問題であった。

・問題を作成したとき，問題の意味を理解してくれ

ないのでは，という不安があったが，大部分の生

徒は理解していたようである。

.(lX2)で得点できなかった生徒は，単純な数え間連

－２９７－



いであった。

.(2)では，几＝４，５，６の結果より等差数列であ

るという推定のもとにＱ７を求めた受験生も多

かった。推定はあくまでも推定であって、求めた

ことにはならないので注意すること。(3)の証明の

考え方でｑ７を求めた生徒もいたが．その値が最

小回数とはかぎらない。

．(3)の問に対して，予想以上にいろいろ考えくれた

生徒がいて.出題者としてうれしかった｡しかし，

どういう方法で情報を伝えていくのか説明がない

解答もあった。

.(4)は，(3)を変形するだけであったが，思ったより

変形できない生徒が多かった。

・全体的に‘雑な答案，鋭明不足またはよく判ら

ない説明の答案が少なくなかった。誰にでも分か

る答案の書き方をしてほしい。

､i葬譽i5il

このとき，通話回数は１＋ａｎ－，＋１＝ａ風-,＋２

回行われている。

よって，α・は几人の最小通話回数なので，α園≦

ａｐ－８＋２

(4)α回≦α劉一,＋２より

α同一ａｎ－０≦２

これより，Ｃｓ－ｃ｡≦Ｃ５－ｃ０≦２

Ｑ６－ｑｚ≦２

ａＴ－ａ。≦２

●●●●●●●●●●●●●●●●●◆ＣＯ●Ｏ●●

＋Ｑｍ－Ｑａ－Ｉ≦２

ａ.－α`≦２（、－４）

ｑ`＝４であるから，

ロロ－４≦２几－８

よって｡α厨≦２１２－４

(1)ＣＧ＝８

(2)ロマー1０

(3)凡人の人をＰｈＰ２，……，Ｐ風とする。

いま，Ｐ１，Ｐ2.．….，Ｐ刷一,の、－１人が，最小

通話回数α画一１回ですむ順序Ｍで通話したとする。

このとき，Ｐ"を含めた凡人での通話を次のように

行う。

「まず最初に．Ｐ,と晩の２人が通話する。

次に，Ｐｉ，Ｐｚ，……，Ｐ､－１の几－１人が（Ｐ･

の情報をも交えて）順序Ｍでロロー，回通話する（こ

のとき．ＰＲ以外のＪＵ－１は皆n種類の情報をすべ

て得ている)。

最後に，Ｐ.と〃－１人のうちの任意の１人が通

話をする（これで，凡人全員が几種類の情報を得た

ことになる)」

－２９８－
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