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部

第１

囮 (1)３ｒ２＋5.r〃＋２"2＝７となる雛数の組（ェ，〃）をMill求めよ。

(2)任意の瀧数は３工2＋5工〃＋2J2の形に（ｒ，Uは雛数）表わし得ることを証

明せよ。

□四辺形ABCDがある。
辺ＢＣと対角線ＡＣを２隣辺とする平行四辺形の雛４１fi点をＥとする。

このとき次の各問に答えよ。

問1題意に適する図をかけ（freehandでよい）

問２△ＤＥＢの而械は，もとの四辺形の面積（こｊＬをＳとする）に等しいこと

を証明せよ。

国‘>０６>0に>0で価`+が=c,のと…不等式を謝り,せよ。
（１）α＋６＞ｃ

（２）α5＋６５＜Ｃｓ

四平而上において右図が与えられている。
与えられた図形に交わらないで|ｸﾘのように①と④を結ぶ方法

'i:鰈鯛凧｢liE虞②と⑧を結んだ図形をすべて書き挙げよ。

(1)

(2)

(3)

③と◎を結ぶことができるか，もしできなければその理由を示せ。

－３７－



第２

部

「△ＡＢＣの辺ＢＣ上に定点Ｄがある。

直線AD-Izに点ＰをとってどＢＰＤ＝こＣＰＤとなるようにせよ」

｣そのliU題について次の各問に答えよ。

｜ｉｉＩ１点Ｐを適当にみつけて図示せよ。（freehalldでよい）

｜川２点Ｐのみつけﾉｱを示せ。

問３問２の方法でみつけた点Ｐが題意に適する点であることを証明せよ。

lHI4点Ｐがみつけられない（存在しない）場合はあるか。

もしあるならどのような場合か説IⅢせよ。

□厄十Ｍ万-,を聯とする有理係数の(代数)方織式の『１，で
次数の最も低いものを求めよ。ただし最高次の係数は１であるとする。

また，そのような方程式が他にないことを示せ。

国２次MM数化)=錘,について
（１）‘は正の数で集合Ａ,ＢをＡ＝{xルー11＜小Ｂ＝(rll/(jr)－/(1)|＜().211

とするとき，Ａ三Ｂとなる。の範lllIlを求めよ。

（２）（EなのjFの数ｅに対してある正の数Ｊを選ぶと|エー何'＜‘をみたすどんな(EなのjFの数ｅに対してある正の数Ｊを選ぶと|エー何'＜‘をみたすどんな.ｒ

に対しても|/(ｒ)－/(α)|＜ｅとなるように‘の値の範囲をαとｅで表せ。

（但しαは定数とする｡）

四”が自然数であるとき,Ａ(")は蜷数の順をつけた組(`の)('≦｡≦"j≦‘≦
〃)のうち，α,６，〃の最大公約数がｌであるものの個数を表わす。

（１）ｐが素数のときＡ(ｐ）を求めよ。

(2)ｐが素数でeが自然数のときA(が）を求めよ｡

（３）ｐ’９が互いに異なる素数でe,／が自然数のときＡ(が9')を求めよ。
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ロ第１部
四辺形ＡＢＣＤがある。

辺ＢＣと対角線ＡＣを２隣辺とする平行四辺形

の第４頂点をＥとする。

このとき次の各問に答えよ。

問１題意に適する図をかけ｡(Ｆｒｅｅｈａｎｄでよい）

問２△ＤＥＢの面積は，もとの四辺形の面積

（これをＳとする）に等しいことを証明せよ。

□

(1)３ｪ2＋5エリ＋212＝７となる整数の組（工.'）

を１組求めよ。

(2)任意の整数は３エュ＋5Ｚｙ＋2Ｊ２の形に（工.

〃は盤数）を表わし得ることを証明せよ。

函 囮
(1)７は素数だから７＝１Ｘ７

３エコー5エリ＋2"2＝(工十〃)(3工十2"）より

工＋ｙ＝±１，３エ＋2Ｖ＝±７または

工＋Ｊ＝±７，３工十2Ｊ＝±１より工．Ｕを

求める。

(2)任愈の整数〃であることより〃がどんな整数

でも〃＝１×〃とおけるから

問１はあまり粗雑でなければよろしい。

問２について

(1)、平行線による等積移動”がある。

これによって四辺形を等横三角形に変え，その

三角形と△ＤＥＢとか等しくなることを，色々

の平行線で移､Iして調べる。通常向枝１年とし

ては，これより処理の仕方はないだろう。

(2)対角線の交角をαとでもして計算で△ＤＥＢ

＝÷ＡＣ・ＢＤｓｉ〃α，四辺形ＡＢＣＤ＝誉ＡＣ・

ＢＤｓｍａを導いていく。

(3)四辺形には凸，凹の２種がある。

問１についてはどちらでも櫛わないが

問２については一般には和と差の述いが出て

くる。

四辺形というとき普通は凸の方を考えるだろ

うが，これはどちらにしても櫛わない。自分の

選んだ方で処理してよろしい。注意しておきた

いのは，こんなとき特殊な形（例えば平行四辺

形）を始めから設定しないで，できるだけ一般

にすること。

錨当小は|錨当と鐺《
とにより

整数工．ｙが存在することが示しうる。

￣

画
(1)3工2+5Ｚｙ+２１

＝は＋ｙ)(3工十2y)＝７

工＋ｙ＝１……………①

３工十2y＝７.……….．②

とすると

②－①×２ｒ＝５

①×３－②ｙ＝－４

Ａnｓ（工，‘）＝（５，－４）

(2)任意の盤数を〃とすると

３工2＋５工〃＋２Ｊ２

＝(工＋‘)(3工十2Ｊ)＝〃

３z＋2y＝〃…………③

工＋〃＝１……………④

とすると

③－④×２エーガ－２

④×３－③Ｖ＝３－〃ここで〃－２，

３－打は雛数

〃＝3(〃－２)2＋5(〃－２)(３－〃）

＋2(３－〃)２

とおけるから任意の整数は

３ｪ2＋5エン＋2ｙ２の形に表わし得る。

画
〔凸の場合だけにしておく〕

問１

，

Ｅ

Ｃ
Ｂ

－４０－



国問２（i）（等横移動による）

ＤからＡＣに平行線をひき，ＢＣの延長との

交点をＦとすると

ＤＦ′ＡＣから

△ＡＣＤ＝△ＡＣＦ………………①

Ｓ＝△ＡＢＣ＋△ＡＣＤ

＝△ＡＢＣ＋△ＡＣＦ（①から）

＝△ＡＢＦ･…………･………･…②

△ＡＢＦ＝△ＥＢＦ（ＥＡ〃ＢＣ）

＝△ＥＢＤ（ＤＦ〃ＥＢ）

．.．Ｓ＝四辺形ＡＢＣＤ＝△ＤＥＢ

広＞０６＞０．Ｃ＞ＯてＰａｃ＋６

Ⅲ甜一「」

歴函
(1)条件が２次式だから両辺を２乗した

（α＋６)2＞ｃ２を証明する。

(2)α2＋が＝ｃ２より両辺にｃ３を掛けてCsを作る。

Ｃｓ＝a2c3＋b2c3＞ａｓ＋６sを証明する。

[函，

証）

（１）α2＋６２＝ｃ２より

（α＋６)ｚ－ｃ２

＝(α＋６)ｚ－ｍ２＋62）

＝2α６＞Ｏ（･･･α＞０，６＞O）

．.．（α＋６)ｚ－ｃ２＞ｏ

（α＋６＋ｃ)(α＋６－ｃ)＞Ｏ

ここでα＞０，６＞０，ｃ＞Ｏより

α＋ｂ＋ｃ＞０

．．．α＋６－ｃ＞０

．．．α＋６＞ｃ

（２）α2＋６２＝ｃ２の両辺にｃ３を掛けて

ａ２ｃ３＋ｂ２ｃ３＝ｃ５

又，６２＝ｃ２－ａ２＝(c＋α)(c-zz)＞ｏ

ｃ＞０，α＞Ｏよりｃ＋α＞０

よってｃ－α＞０．．.ｃ＞α＞Ｏ

同様にｃ＞６＞０

．．．０＜α3＜ｃ3,0＜６３＜ｃ３

ａ２ａ３＜ａ２ｃ３１６２ｂ３＜b2c3，

よってα塾α3＋６２６３＜αzc3＋６２c３

．．．CJS＋６５＜Cs

Ｅ

Ｆ
ＣＢ

(ii）（三角関数による）

ＡＣとＢＤの交点をＯとする。

どＢＯＣ＝αとする，＝ＥＢＤ＝αともなる。

Ｓ＝△ＯＡＢ＋△ＯＢＣ＋△ＯＣＤ＋△ＯＤＡ

……..…．①

△ＯＡＢ＝をＯＡ･OBS”('Ｔ－α）

＝舎ＯＡＯＢｓｉ"α

△ＯＢＣ＝-kＯＢ･ＯＣＳ”α

△ＯＣＤ＝券ＯＯＣＤｓＪ"(汀－α）

＝÷ＯＣＣＤｓｊ"α

△ＯＤＡ＝者ＯＤ･ＯＡＳ”ａ

，

Ａ
Ｅ

０
ａ

囚
ａａ

平面上において右図が与えられている。

(1)与えられた図形に交わらないで例のように

①と④を結ぶ方法は何とおりあるか全てを図

艫ii鵜琉:]E；
②と⑧を結んだ図形をすべて書き拳げよ・

(3)(2)の各場合についてそれぞれの図形と交わ

らないように③と。を結ぶことができるか，

もしできなければその理由を示せ。

Ｃ
Ｂ

①に代入

Ｓ＝÷(ＯＡ･ＯＢ＋ＯＢ･ＯＣ＋ＯＯＯＤ

＋０，．０Ａ)Ｓｍα

＝を((ＯＡ＋ＯＣ)ＯＢ＋(ＯＡ＋ＯＣ)ＯＤ）

・Ｓｍα＝含ＡＯＢＤｓｉ"α……………①′

△ＤＥＢ＝÷ＥＢ･ＢＤｓｊ〃ＥＢＤ

＝÷ＡＣＢＤｓｉ"α……②

①'，②からＳ＝△ＤＥＢ

－４１－



ぞれ２通りある。

(3)①と④，②と⑧を結ぶと①－④－⑧-②－①

という一つのつながりの曲線（閉曲線）ができ．

る。（2)はどの場合についてもこの曲線によって

③と◎は曲線の内部と外部に分かれる。

唾
（１）①と④を結ぶ方法は図形の左，１１１１，右を通る

場合がある。

（２）（１）の各場合について②と⑧を結ぶ方法はそれ

爾
(1)

ⅣⅢⅢＩ

のョＦＯ

〔､」I－ＧＤ

以上の４通り

(2)(1)のそれぞれの場合について②と⑧をさらにつなぐと

１１１ ⅣⅢ

以上の８通り

(3)上図の８通|)のいずｵLの場合も閉曲線ができ③と◎は内部と外部にわかれる。
よって交わらないように①と④，②と⑧，③と｡を結ぶことはできない。

－４２－



画第２部
Ａ

問１

□

「△ＡＢＣの辺ＢＣ上に定点Ｄがある。直線Ａ

Ｄ上に点ＰをとってどＢＰＤ＝どＣＰＤとなるよ

うにせよ」

上の問題について次の各問に答えよ。

問１点Ｐを適当にみつけて図示せよ。

（Ｆｒｅｅｈａｎｄでよい）

問２点Ｐのみつけ方を示せ。

問３問２の方法でみつけた点Ｐが題意に適する

点であることを証明せよ。

問４点Ｐがみつけられない（存在しない）場合

はあるか。もしあるならどのような場合か説

明せよ。

ＣＢ

Ｐ

問２問１の図でこＢＰＡ＝二ＣＰＡとなってい

るからＡＰに関してＢの対称点をとると，この

点はＰＣ上にある。

:脇蝿脳;鱗もP,'』）
対称点をＢ'とすればB'は定点となる｡定直線ＣＢ

と定直線ＡＤの交点をＰとすればＰは確定する。

〔柱〕この記述の仕方は色々ある。もちろんこ

､諏薊
間１二ＢＰＤ＝こＣＰＤらしく見えるだけでよ

ろしい。あまりちがいすぎては不可。

問２Ｐがどのようにしてみつけられるべきかを

筋道をつけて述べる。

Ｐが求められた』.＆二ＢＰＤ＝二ＣＰＤ

になったとしてＰＡは二ＢＰＣの２等分線になる。

Ｐは始めからあった点（定点）でないが，Ｂ，Ｃ

は定点である。そこでＢ（またはＣ)のＡＤに関す

る対称点を求めればこれは定点となる。これをＢ’

とでもすると，ＣＢ１ＡＤは２つとも定直線とな

りＰはその２定直線の交点として確定する。

問３問２の方法でみつけた図から＝ＢＰＤ

＝竺ＣＰＤとなることを証明する。

△BPB,でB，Ｂ,がＰＡについて対称点となって

いることからどＢＰＡ＝色ＣＰＡを導いていく。

問４ＡＤとＣＢが交点を持たない場合

ＡＤ〃ＣＢを考えるとよい。

〔附記〕この問題は「Ｊの中の文章だけで問題

になっていて噸作図題〃という。これの解答は

必らず゛解析”蝋作図〃蝋証明”職吟味"の４つの

stepを示さなければならないことになっている。

問１は作図，問２は解析，問３は証明，問４は吟

味に対応させられる。第一に考えることは実は問

２であったがここではわざと逆にした。

（

の後も色々な記述があるがここでは１つの

例とし講評のとき挙げる予定。

Ａ

Ｃ

Ｂ

Ｐ

－４３－



問３直線ＡＰは△ＡＢＰと△ＡＢＰの対称軸になっ

ているから

どＢＰＡ＝こＢＰＡｆ.ｅ、二ＢＰＤ＝どＣＰＤ

となる。

問４問２のみつけ方からすれば

ＡＤ〃ＣＢとなるときＰは存在しない。

ＡＤ〃ＣＢとして直線ＡＤとＢＢの交点をＭとす

れば

ＢＭ＝ＭＨ、ＡＭ〃ＣＢから

ＢＤ＝ＤＣとなる。

ｉｃ・定点Ｄが辺ＢＣの中点となっている場合,所

要の点Ｐは求められない。

すのに，‘す±１を解にもつ方程式

工`－６ｴ2＋ｌ＝Ｏと，導いた方程式が一致するこ

とを示す。

｢i露７，
Ｖ百±’を解にもつから次数は２以上である｡求

める方程式が２次方程式のとき

工2-2ｒｚｒ＋1＝Ｏ

で不適

三次方程式は

（工＋，)(xz-2J可工十1）

＝工3＋(，－２「す)ｒ'＋(1-2，'百)工十Ｐ＝Ｏ

ｐは有理数でなければならない力《そのとき，－Ｗ~可

は無理数となり不適

四次方程式は

（Ｚ２＋，工十９)に２－Ｗ~面~｡｢＋1）

=工`+(，-21/~す)工，+(1-2Ｗ~す+9)工2

+(，-2Ｗ~百9)工十9=0

９は有理数でなければならない。，－２Jすが有理

数より

，＝か＋2'百（Ａ：有理数）とかける，
，-29ゾブーハ＋2(１－９Ｖす

が有理数より９＝１，更に

１＋９－２，Jす＝２－Ｗ~す(血＋2Jす）

＝－６－２ハゾブ

が有理数より，,＝Ｏしたがって，＝2J-百

よって求める方程式は

（工2十Ｗ~百工十1)(工2-2'百ｚ＋1）

＝(ェ2＋l)2-8エコ

ー工`－６ヱュ＋１＝Ｏ…………………（答）

をとることができる。他にＺ`＋czr3＋6工斑＋ｃＺ

＋ｄ＝0カＶ~百±１を解とすれば

エ`＋αエョ＋６工迩＋c工十．－に`－６ｴ2＋1)＝Ｏ

すなわち“，＋(６＋6)工2＋ｃェ＋(ｄ－１)＝Ｏ

これはｒ可±１を解とする３次以下の方程式であ

る。α，６，ｃ，ｄは有理数であるから係数のうち

１つでもＯでないものがあれば

３次式以下の方程式が存在することになり矛盾

する。

よって､/百±,を瞼とする有理数係数の方程式
で最低次数で最高次の係数が１のものは

ェ４－６ヱコ＋１＝Ｏ

でそれ以外にはない。

Ａ

Ｃ

Ｂ'Ｂ

〔注〕/eslが済んだから後は野となれ山となれ

とプン投げる態度が１番悪い。反省する事

によって学力は10倍となる（大げさかな)。

またcaseを拡大することもDCγｙｉ腕，Oγノー

α〃fである。

内角のうち１つが鈍角か直角ならどうか。

鋭角三角形としてもＤが辺BC上に色々動

くとき中点の外は櫛わないか，更に進んで

Ｄが直線ＢＣ上(つまり辺ＢＣの両延長上)に

あるときどうなるか……等々勉強するなら

確かに１０倍にもなろう。

回

ｒ百十１，７百－１を解とする有理係数の(代数）

方程式の中で次数の段も低いものを求めよ。ただ

し鼠高次の係数は１であるとする。またそのよう

な方程式が他にないことを示せ。

唖
次数の小さい順に一つ一つチェックしていけばよ

い。与えられた解をもつ方程式が他にないことを示

－４４－
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(3)（i）αがp，ｑで割I)切れるとき四
αの個数＝，｡-’９'-，

６はｐでも９でも割り切れなければよい

から

6の個数=がｑＪ－ｐ＠-'9'一po9'-0+

が-19ﾉｰ'

＝(が－，．－１)(9'－９ノー'）

〃が自然数であるとき，Ａ（〃）は整数の順をつ

けた組（α’６)(1≦α≦〃’１≦６≦〃）のうち,α，

６，〃の最大公約数が１であるものの個数を表わ

す。

(1)ｐが素数のときＡ(ｐ）を求めよ。

(2)，が素数でeが自然数のときＡ(，．)を求めよ。

(3)ｐ'９が互いに異なる素数でe，／が自然数の

ときＡ(がq′)を求めよ。 ＱＰ

囮 (iii）(i）(ii）

(1)ｐは素だからαか６が，に等しくなければよ

い｡

(Ｍ(2)1からがまでの整数のうちpの倍数はが÷

，＝が-1(個)である。従って，の倍数でない数

はｐｅ－ｐｅ－ｌ＝po-I(ｐ－１）

(3)αは(i)んｑの倍数，（ii)ｐの倍数で９の倍数

でない,（iiiMの倍数でなくて９の倍数,（W)’

９の倍数でない，の４通りの場合が考えられる
からそれぞれの場合について求める。

(ii）αが，で割り切れて９で割り切れないと

き

αの個数=が-19ﾉｰが-19'-1

＝po-lqﾉｰ'(９－１）

６は，で割I)切れなければよいから

６の個数＝が9ノーpe-uq'＝ｐｏ－ｌ９Ｊ(ｐ－１）

(ｉｉＯａが，で割I)切れなくて９で割')切れる

とき

αの個数＝peq'－１－pe-IqﾉｰＩ

＝ｐｏ－ｌｑ'-1(，－１）

６はｑで割I)切れなければよいから

６の個数＝が9'－po9ﾉｰ!＝が9Ｊ-1(ｑ－１）

(iv）αが，でも９でも割り切れないとき

αの個数＝(が－，．－１)(q'－９'-1）

このときｂは任意にとれるから

６の個数＝が9Ｊ

..．Ａ(が9')＝pzc-292'-2(，－１)(ｑ－１）

＋p2e-2q2ﾉｰ'(，－１)(９－１）

＋が､-192ﾉｰ2(ｐ－１)(9-1）

p2e-1q2/-1(，－１)(９－１）

＝p2o-2q2ﾉｰz('－１)(9-1）

（1＋ｐ＋ｑ＋ｐ９）

函
（１）１≦α≦，－１のとき

αの個数＝ｐ－１

６は任意，よって６の個数＝ｐ

α＝ｐのとき

１≦６≦，－１，６の個数＝ｐ－１

ｎＡ(ｐ)＝(，－１)，＋，－１＝ｐ2－１

．..Ａ(ｐ)＝ｐ２－１

(2)（i）αが，の倍数のときαの個数＝，．-ｌ

ｂは，の倍数でなければよいから

６の個数＝ｐｏ－ｐｅ－１

（ii）αがｐの倍数でないとき

αの個数=〆-，．－１

６は任意にとれるから

ｂの個数＝，。

Ａ(p゜)＝po-l(が－，．－】)+(が＿po-IM．

＝p2e-p2e-2

鼻Ａ(が)=が｡－，…=，率(1-歩）

＝p2o-2q2ﾉｰ2(，2-1)(９２－１）

='2．(1-歳)9"(1-歩）

－４６－
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第２回「数学コンテスト」を終えて

桐山正尚北数教高校部会長

今回も，第一回目と同様に道教育委員会・北海道高等学校長協会・北海道新聞社・

福武書店の御理解と御支援によって終ることができました。

この「数学コンテスト」は，数学に対する興味・関心を高め，素質の向上をめざす

とともに学力の向上をはかることを目的として始められました。数学は，人類歴史の

発展に寄与しているものであって，順位をつけるものに利用されるものではありませ

ん。また，大学入試・模試・実力考査等には，それぞれのよさはありますが，有限の

世界に閉じこめてしまいます。そこで，現在欠けている創造力・直観力・思考力を高

め，見直し，発見されることが，この「数学コンテスト」と出会うことによってなさ

れるものと期待をしております。

第一回目は，札幌周辺を対象といたしました。参加申込み校数２４校，参加申込み人

数３９８名でした。

結果につきましては，道内ばかりでなく，道外からも高い関心を示され，今後の発

展を期待して激励をいただいております。例えば，兵庫教育大学教授佐々木元太郎先

生は「このような試みは，ソ連等の東欧に英・西独・仏等についで米国も参加し，活

発に行われて来ている。そして，それぞれの国で，学校数学向上をはかる施策をやっ

ている。このような諸外国の趨勢を洞察して具体的に実施にうつされたこと，本当に

喜ばしいことである。出題範囲をも広くされて，真に数学的な能力のある生徒の発掘

をねらいとした「数学コンテスト」の試みに深く敬意を表する。」という内容の便りを

いただいております。

さて，今回は全道を対象といたしましたところ，参加申込み校数３９校，参加申込み

人数５１４名になりました。形がととのったのではないかと考えております。

今後は，内容の充実に力を向ける時期であります。そのためには，各国の数学コン

テスト（諸外国では，数学オリンピックと呼んでおります｡）の関係者と連絡をとり，

情報交換などもしたいと思っております。

終えるに当り，冒頭にも申し述べましたが，関係団体の理解とご支援を謝し，何と

いっても，関係大学の先生・北数教高校部会研究部の方々の奉仕的な協同活動によっ

てなされていることに深く深く御礼申しあげます。

なお，この資料は今後の学習に役立てていただければ幸と存じます。

－４８－
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表（１）度数

第２回

布

囮
四
回
囮
囮

三国亘画面面面 回国亜回国亘亘ココヨロ己

度数分布

点数 Ｉ 1１ 占 数｡■巳､ 総 古

00～９６ １ 200～１９１ １

９５～９１ ３ １ 190～１８１ １

90～８６ ３ １ 180～1７１ １

８５～８１ ３ 170～1６１

８０～７６ ９ ２ 160～1５１ ３

７５～７１ ４ 150～1４１ ３

70～６６ 1２ ４ 140～1３１ ５

65～６１ 1９ ４ 130～１２１ ４

60～５６ 1７ ７ 120～１１１ 1４

５５～５１ ２５ ７ 110～１０１ 1５

５０～４６ 4０ 1１ 100～９１ 2０

４５～４１ 4７ 1４ ９０～８１ 1９

４０～３６ 4７ 2６ 80～７１ 4２

35～３１ 3８ 2２ 70～６１ 5７

30～２６ 2２ 3７ 60～５１ 5２

２５～２１ 2７ 3６ 50～４１ 3７

２０～１６ 3０ 4１ 40～３１ 4０

１５～１１ ２１ 4４ ３０～２１ 3６

１０～６ ４ 5６ ２０～１１ 2２

5～0 2９ 8６ １０～０ 2８

人数 372 351 373

,△、 計ロ 15172 8337 23509

平均 4０．７ 2３．３ 6３．０

Ｓ，， 1７．７ 1７．３ 32.0

Ｉ 1１

数 (1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

0 114 ４ ８５ 4４ ６ 7２ 1４４ 247

１ 2２ 1

２ 5５ 2３ ３ 1９

３ ９ 5２ 2６ 2３

４ ３ ６ ５ 2０ 1０ 1０

５ 1１ 1２ ９ 6９ 156 2３ 2４

６ ４ ５ 2１ 1５ 1５ １

７ 1５ 3０ ２ 1８

８ ３ ３１ 4０ 3６ ９ ６ 1４ 1４

９ １ ８ 1５ 2７ ３ ５

1０ ５ 152 132 2０ ５ ５ 1３ 5４

1１ 3４ 1７ ７ ４

1２ 170 2６ ３ 3１ ３ ６ ７

1３ 1０ ３ 2５ １ 3３ 1５

1４ 1７ ９ ５ ３

1５ 2５ ６ 2３ ６ ４ 1１

1６ 1 3１ １ ２ ７

1７ ２ １ 2５ １ ３ ２ １

1８ １ ８ １ １ 1０ ８

1９ 1６ １ １

2０ ２ ８ １ ９ 1９ ５ 11

2１ １ 1４ ５ １

2２ ５ １ ・１４ １ １ １

2３ １ ９ ５ ５ 1０ ７ １ ２

2４ ２ １ ４

2５ 5７ 2６ 1５ 1０ １ 1３ １ ５

人数 373 373 ３７２ 372 361 360 360 360

合計 3813 4241 2674 4444 2870 2333 1960 1１７４

平均 1０．２ 1１．３ ７．１ 1１．９ ７．９ 6.4 ５．４ ３．２



を求めてもよい。第１部

田
（2)も問題文をよく読んでいないため,「え，ｙの値

が整数であれば，３x2＋5妬ｙ＋2ｙ２の値も整数に

なるＵと解釈して，ｘ，ｙに整数値を代入して

3ｘ２＋５ｊｒｙ＋２ｙ２の値が整数であることを示して

いる答案もあった。問題文をよく読んでもらいたい。

(1)３ｒ２＋５尤ｙ＋２ｙｚ＝７となる整数の組

は，ｙ）を１組求めよ。

(2)任意の整数は3兆2＋５ｒｙ＋２ｙ２の形に（え，

ｙは整数)を表わし得ることを証明せよ。

答案を読んで感じることは，問題をよく読まない

諸君が多いということです。まず，問題をよく読み，

題意をきちんとおさえること。

(1)「3兀図＋5％ｙ＋２ｙ２＝７となる整数の組（え，

ｙ）を１組求めよ』

７は素数であるから，７＝ｌｘ７,また，左辺を因

数分解すると，

３兀忽＋5Ｘｙ＋2ｙ２＝(3ｘ＋2ｙ）(工十ｙ）

となるから，４組の方程式

い;二1に魁二;に魁二十

に感二Ｉ
が考えられる。４組とも整数解となるので，どれ

を解いてもよい。１組でよいのにていねいに４組

の解を求めた諸君がいます。ｘ＝１，ｙ＝１，ｘ＝

１，ｙ＝２，……と順に代入して解をみつけ出した

諸君もいますが，数学の解答としてはやはりまず

い。因数分解を間違い，

３ｘ２＋５ｒｙ＋2ｙ２＝“＋2ｙ）(3〆＋ｙ）

とし，解も違った諸君がいます。因数分解は慎重

に行うこと。また，与方程式をｘの２次方程式と

みなして解ざ”=二旦且子璽根号の中
が平方数になることから，ｙ＝０，±１，±2,……

を代入し，ｙ＝－４，ｘ＝5を求めてもよい。

(2)３兀２＋５ｘｙ＋2ｙ２＝〃（〃は整数）とおき，

'､と闘艤に，に#;ゴ…

に蛸‘求………す妬
ｙの値が整数であることを示すとよい。

〃＝ｐ９（，。ｑは整数）とおき，

（3醐二:…にムニザ

□

四辺形ＡＢＣＤがある。

辺ＢＣと対角線ＡＣを２隣辺とする平行四辺形

の第４頂点をＥとする。

このとき次の各問に答えよ。

問１題意に適する図をかけ

（freehandでよい）

問２△ＤＥＢの面積はもとの四辺形の面穣

（これをＳとする)に等しいことを証明せよ。

講評

Ｉ全体的に

出題後このままでは第１部の問題としては難かし

すぎると気付き，採点の段階で四辺形は凸の場合だ

けでよいことにした。

Ⅱ配点

問１と問２の配点比を２：３にした。問１の比重

が大きすぎる感があるが教科書や問題集の中で蝋図

のように帆と示きれていることを多く見かける。そ

の結果，文章で与えられた文意を正しく図で表現す

ることについては，現在の高校生徒は馴れていない。

これは学習上極めて重要な１つの手段なので，それ

を考慮したのである。

Ⅲ問１について

①コンパスと定規で正式に作図することを要求し

ていないのでVreehand蝋と断わり薔きを添え

た。ここではひどい図でなければ認めた。

②四辺形、Ｉま高一の教科瞥にも出ている。

、四角形蝋と同意である。

③蝋四辺形、の文字があるから平行四辺形をかい

た者も中には居たかも知れない。図をかく時に重

要な注意は，できるだけ一般形にすることであり
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き，その足をＨとする。

直線ＥＡと直線、Ｈの交点をＬとすれば

Ｓ＝△ＡＢＤ＋△ＤＢＣ

△ＤＥＢ＝△ＤＥＡ＋△ＡＥＢ＋△ＡＢＤ

だから

△ＤＥＡ＋△ＡＥＢ＝△ＤＢＣが成立すればよい。

△ＤＥＡ＋△ＡＥＢ

－音EA･DL+今EA･ＬＨ

÷EA(DL+LHl

-；EADH=;BCDH=△DEA
見事に証明されたようであるが

証明は凸四辺形であればどれにも適要されなけれ

ばならない。所でＡとＢＣの距離をα，ＤとＢＣ

の距離を。,(共に正）としたとき証明はα＞ｄ，

α＜‘の(α＝ｄは特別だから除いておくとして）

どちらにも正しいか，それとも？

四回ではこのようなことがなく凸ならすべてよ

いが凹でもぐっと楽になる。

問１としては凸か凹の一般形をかくだけでよいが

問２の証明ではその場合毎の文をかかなければな

らない。それでＩのようにしたのである。

④特別形は台形，平行四辺形，長方形，正方形の

順に゛より特別噸になる。これらのどれかをかい

た者には細分せず大まかに配点の半分を与えた。

⑤図でかかれた平行四辺形でＢＣが対角線になっ

ている者が少数居た。これは明らかに題意をとり

ちがえている。高校で゛２隣辺蝋の用語はあまり

使わないのかも知れないが，問題文が長くなりす

ぎるのでこの用語を使った｡それでこの図をかいた

者にも３割の点を与えた。面白いことにこうして

も△ＤＥＢの而稲は問題文の通りにとったのと等

面積になる。

Ⅳ問２について

①問１で特別形をかいたのにもその証明が正解に
近いと鰹めたとき３割を与えた。

②証明を大別すると次のようになる。
囚：ＤからＡＣ（従ってＥＢにも）に平行線をひき

直線ＢＣとの交点をＦとして等積移動

回：ＤからＡＣ（ＥＢ）に垂線，ＢからＡＣに垂線

をひいて而概計算

曰：Ｄから直線ＢＣに垂線をひき，それと直線ＥＡ

との交点をとって面検計算

目：ＤからＢＣに平行線をひいて面積計算

因：座標を使って面積計算（２名）

曰：ベクルトで同上（３名）

、：三角関数で同上（１名）

③四回四目について

田と回はNIE明として同等であり，四と目も同等

そして、回と曰目を比較すれば前者の方がより良

い。⑤を見よ。

④困曰、について

困では成功，失敗とそれぞれ１名，その分かれ目

は座標のとり方に依る｡文字を少なくするの力襖い。

□どれも失敗，この証明をベクルトでするのには

無理がある。

囚これは肛明自身が楽だが高一では未習，この生

徒は成功したから多分高二生であろう。

⑤曰の証明の不利について

（図は省略する。次の文の通り図をかいてみよ｡）

凸四辺形と限定して，Ｄから直線ＢＣに垂線をひ

Ｖ表彰者については満点を与えた者30名近くで

あったがＩの理由から遠慮した。

Ⅵ凸，凹四辺形はどう区別されるか

任意の辺を含む直線に関して，その辺の両端を除

いた他の頂点が同じ側にある四辺形を凸四辺形とい

う。

ある辺を含む直線に関してその辺の両端を除いた

他の２頂点が反対側にある四辺形を凹四辺形という。

更に，凹四辺形は２つに分けられる。

１：どの対辺（ＡＢとＣＤ，ＢＣとＡＤ）も交わら

ない。

２：１組の対辺（例えば，ＢＣとＡＤ）が交わる。

ここは自分で図をかいて納得せよ。

Ⅶ面菰の正負

四辺形ＡＢＣＤでもＡＤＣＢでも同じ四辺形であ

ることは高校程度でHfされている。

△ＡＢＣと△ＡＣＢは同じ三角形，さて三角形で

は△ＡＢＣとかけばその３点を頂点とする三角･形で

あるばかりか，その而械も同時に表わす約束になっ

ている。だから△ＡＢＣ＝△ＡＣＢでよい。

数学の程度が大学以上になれば無断でこうかけば
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方をつくればよい。

次に多かったのがｃ２＝α2＋６２より

Ｃｓ＝に2)２

＝(α2＋６２)2ｃ

＝（α`＋２α２６２＋６`)ｃを用いた人で

この場合ｃを無理にα’６で表わさないでこのま

ま残しておく方が簡単である。

α２＝ｃ２－６２

＝に－６）(ｃ＋６）よりｃ＞６，に気づ

けば右辺一左辺を因数分解して証明は終わる。

解答例のようにα2＋６２＝ｃ２の両辺にｃ３をか

けてａ２ｃ３＋ｂ２ｃ３＝Csとした人はほとんどい

なかった。

α’６，ｃの中でｃが最大であるから

α＋６＞ｃ

ａ２＋６２＝ｃ２

ａ３＋６３＜ｃ３のようにｃの指数が増えてい

けば右辺の方が大きくなると類推した人も何人か

いたが，証明されている人はほとんどいなかった。

一般に

α、＋６"＜ｃ〃（〃は自然数，〃≧3）が成りた

つが，解答例のようにすればこれも証明できる。

いけないことになっている。

△ＡＢＣの点の順序と△ＡＣＢの順序では点の順序

が逆になっていてこのように点の順序が逆のとき面

穣にも正負が生じてくる。

つまり，△ＡＣＢ＝－△ＡＢＣとなる。

中学校で正負の数を習った後で小学校を振り返える

と，小学校では絶対値での計算であった。同時に面

穂について高校以下では絶対値で処理していること

になる。真の面積を出すことになれば，この問題は

凸四辺形と限定されないでもしかしたら，すべての

場合を１つの表明文か高々２つの文で済むかも知れ

ない。これについて後日諸君の先生を通して，その

検討を見せたいと思っているので数学に興味ある者

は期待していてもらいたい。

国

講評

(1)証明すべき不等式の両辺を２乗して

（α＋６)2＜Ｃ２とし，これを変形していって

α６＞Ｏであるから証明終とする人が相当数いた。

だいたいの感じはわかっているのだが何を証明す

るのかを的確に把握しなくてはいけない。このこ

とが点数が|申びなかった原因である。また，条件

より両辺正であるから，α＋６＞Ｃと（α＋６）Ｚ

＞ｃ２は同値であることも触れなければならない。

直角三角形における三平方の定理を用いて証明し

た人も多かったが，図をかいただけで，図より

α＋６＞Ｃとするのでは説明が不足である。

小数であるが三角関数を用いた人もいた。

(2)(1)の影響であろうか，証明すべき不等式の両辺

を２乗した（α５＋６５)2＞に5)２を証明しようと

した人がもっとも多かったが，

（Ｃｓ)2＝に2)５

＝(α忽十ｂ２)５

＝αＩＣ＋５α８６２＋ｌ０ａ６６４＋１０α４６６

＋５α２６８＋６１０

の後の処理がうまく行なえないようであった。

この場合，右辺一左辺を適当に組み合せて完全平

平面上において下図が与えられている。

(1)与えられた図形に交わらないで例のように①と

④を結ぶ方法は何とおりあるかすべてを図示せよ

／~､

己匿
(1)，（2)は一種のクイズとしてとらえることができ

るが，(3)をきちんと説明するのは，数学的にもかな
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し説得力も乏しい。部分点をもらった中や，満点を

もらった人の中にも不十分な解答が多かった。なお

この証明の中にある「つながった曲線(閉じた曲線）

は平面を２つに分ける｣というのは有名な定理で｢ジ

ョルダンの曲線定理」とよばれているが，また証明

の難しいことでもしられている。一見当然のように

おもえる内容ほどFiiﾖ皿的に解明するのは大変なのか

もしれない。

点数は８点，８点，９点。満点多数だがこの問題

については優秀者はなしとする。

り高度なことであろう。説明力のある答案が少なか

ったのが残念である。

（1)は①と④の結び方，右まわりか左まわり，中を

通る場合，通らない場合，全てを考えねばならない。

中には右図のように①－②－③のまわりを－回転し

て④にいくものを考えて，４つより多い数をあげて

いたものものもあったが，－回転の部分を

(１回転）

0叺可NＦＣ
第２部

田
(､」／Ｌ－ＧＤ

「△ＡＢＣの辺ＢＣ上に定点Ｄがある。直線

ＡＤ上に点ＰをとってどＢＰＤ＝=ＣＰＤとな

るようにせよ」

上の問題について，次の各問に答えよ。

問１点Ｐを適当にみつけて図示せよ。

（freehamdでよい）

問２点Ｐのみつけ方を示せ。

問３問２の方法でみつけた点Ｐが題意に適す

る点であることを証明せよ。

問４点Ｐがみつけられない(存在しない)場合

があるか。もしあるなら，どのような場合

か説明せよ。

(２回転）

(1)ョ、ＦＣ

除くと，必らず解答の４つのうちのどれかと同じに

なる。回転をふくめると無限に多くの場合が考えら

れるので，回転は除いておく。

（2)は①と④を緒んだもの４通りについて，さらに

②と⑧を結ぶのだから，まず各場合について見てい

くことが大駆である。ひとつに①－④について，二

通りの②-⑧の結び方ができる。右まわりと左まわ

りと考えてもよいし，③を内部にもつか外部にもつ

かで考えてもよい。

（３）鑑理的にもっとしっかりした回答がほしい。

いうべきことは四つである。

「つながった曲線①-②一⑥－④一(1)が平面上に

ある｣｢この曲線は平面を２つに分けている｣｢分けら

れた内部と外部に③と◎がある｣｢曲線が平面を二つ

に分けているので内部と外部に分かれた③と◎は結

べないＵ

「道がふさがれる」とか「通る場所がない」などの

感覚的な表現が多かった。それでは証明にならない

Ｉ配点について

問１数学用陪の熟適当蝋とは゛いい加減職ではな

く゛最もよく題意に当てはまる蝋の意味。

実はこの図はlIll2が先行して，その結果でかかれ

る。ここでは二ＢＰＤ＝=ＣＰＤにみえる程度で

あればよいとの要硝であった。

問２この間題での鮫Ⅲ要個所で，題意に適した点

をみつけるには＝ＢＰＤ＝=ＣＰＤをみたす点Ｐ

が，みつかったと仮定してその仮定のもとに点を

さぐりあてるのである。

問３ここは仮定でなく問２の方法でみつけた点が

=ＢＰＤ＝=ＣＰＤをみたす理由を示すものだか

ら，問２がしっかりしていれば楽に証明される。

問４文章通りである。
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ンでかく。

ＭＰのＰの方への延長上に任意にＡをとりペンで

辺ＡＢをかく。その次Ｂから線分ＰＭと交わるよう

に任意に直線をひきＰＭ，ＰＲとの交点をそれぞれ

Ｄ，Ｃとする。辺ＢＣ，辺ＡＣ，線分ＡＤをペンで

かいて他の点や線は消して，でき上り。

もちろんこれは点Ｐのみつけ方を知っていてもで

きるが，求めるものから逆にかいていく図のかき方

は，数学学習上有効で必要もある。

問１参考一Ⅱ

一般の三角形のかき方（フリーハンドで）鉛筆で

円をかき，中心をきめる。中心と周上の１点（下の

弧）を通る半径をかき，その半径の半分からほんの

少し上方に，半径と直交する弦をかきペンでＢＣと

する。ＢＣより中心に近く弦ＡＢをかき，ＡＣと結

ぶ。ペンでかく。

以上の理由や要請によって配点は問１，問２，問３，

問４，の順に１：２：Ｉ：１の比例配分をした。

Ⅲ参考としての附記

「」で囲まれた文章だけで，実は完全な問題にな

っていて，約30年以前には「作図題」の名でそのま

ま出された。解答は４つの部分になり第１に噸所要

の図形がかかれたと仮定して，図をかく手がかりを

見出す

第１に蝋所要の図形がかかれたと仮定して，図をか

く手がかりを見出すⅧ

第２に噸第１の手掛りをもとにして所要の図形を正

しくかく帆（コンパスと定規が必要）

第３に、第２でかいた図形が所要のものであること

を証明する帆

第４に劔所要の図形が求まらない場合について理由

をあげて説明する蝋

数学の専門用語では，第１を融解析蝋第２を蝋作図帆

第３を蝋証明職第４を蝋吟味帆という。

蝋解析蝋は所要の図形が得られる必要条件を探り，

噸証明蝋は，その十分条件を示すことになる。

この問題での，問１，問２は作図，解析に当るが

正碓でなく，問２が作図と解析を兼ねたようになっ

ている。

問２所要の点Ｐがみつけられたという仮定のもと

にｐを探るのだが忘れていけないことＡ，Ｂ，Ｃ，

Ｄは定点Ｐは未知点，当然ＡＢ，ＢＣＣＡ，Ａ

Ｄも定直線蝋与えられた図形から未知図形を見出

す帆のが基本となる。これは凧方程式を解いて未

知数を見出す剛計算と同じ意味をもっている。解

答の中にはＰを定点のように取扱っているものが

ある。あくまでも仮定点である。

みつけ方の代表を示そう。Ｈ１解答方法と配点上の考慮について

問１多くは多分△ＡＢＣをかいてＤを定めそれか

らどＢＰＤ＝二ＣＰＤにみえるような点Ｐを探し

たであろう。また，問２の方法を考えついた者が，

その方法でかくのもあったが，とにかく苦労した

はず。

だが，ここでも第１部回の問１と同様に帆特別形帆

をとり上げて示してはいけない。

できるだけ一般形を要譜されている。

特別形とは゛２等辺三角形喚蝋正三角形帆点ＤをＡ

から垂線の足とか，辺ＢＣの中点などであるが，

解答中図が特別形にみえるものについては問２を

読んでから判断した。

問１参考一ｉ

この図のうまいかき方を示しておこう。鉛筆で，

△ＰＱＲ，にＱを鈍角，辺ＰＱ＝辺ＰＲ）をかい

ておく。辺ＱＲの中点Ｍとする。ここまでは全員が

フリーハンドできれいにかけるはず。次ＱはＢとぺ

①直線ＡＤを対称軸として

Ｂ（またはＣ）の対称点を求める方法

これはＡＤを軸として線分ＡＢ（ＡＣ）を蝋折り

返えす蝋ともいう。

ここでＢの移った点をＢ'とすればＢ'は定点とな

る。

定直線ＡＤと定直線ＣＢ'の交点をＰとする。

②ＢＰ：ＰＣ＝ＢＤ：ＤＣとなるように点Ｐをと

る方法。

次の２つの命題に注目せよ。

△ＢＰＣでＤが辺ＢＣ上にある。

「こＢＰＤ＝どＣＰＤならば

ＢＰ：ＰＣ＝ＢＤ：ＤＣとなる」

「ＢＰ：ＰＣ＝ＢＤ：ＤＣならば

=ＢＰＤ＝どＣＰＤとなる」
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以上をもとにして次の説明を（自分で図をかき）

読んでみること。尚以下で一々半直線とつけない

ＰＢとあればＰが接点，Ｂは半直線上の任意の.塩

を示すことにする。特に直線のときは一々直接Ａ

Ｄのようにする。

２つの命題は共に正しい（真である）

前者は「ＢＰ：ＰＣ＝ＢＤ：ＤＣは

二ＢＰＤ＝二ＣＰＤとなるための4必要条件である」

ことを示し，後者は「ＢＰ：ＰＣ＝ＢＤ：ＤＣは

色ＢＰＤ＝二ＣＰＤとなるための-1-分条件である」

ことを示している。

（命題が典である証明は各自試みよ）

つまりＢＰ：ＰＣ＝ＢＤ：ＤＣと

二ＢＰＤ＝二ＣＰＤとは同値となる。

だからこの方法は解答にならない。やはり点Ｐを

その方法でみつけなければならないが，それには

アポロニウスの円という軌跡を使う。これはi漸校

程度でも十分解るが，方法としては①より複雑に

なり，すすめられない。この解答に対して0点で

なく２釧与えた。

①点りが点Ｂ（点Ｃでも）と一致したとき直線Ａ

Ｄ上に任愈に点ＰをとってみるとこＣＰＤはＰＣ

とＰＤで作る角であるから存在するが色ＢＰＤは

ＰＢとＰＤ（実はＰＢ）だからいうなれば０．と

なりこＢＰＤ≠どＣＰＤ所要のＰは存在しな

い◎

②点りが辺ＡＢの中点で（ＡＢ≠ＡＣ）あるとき

直線ＡＤにilllするＢの対称点をＢ’としてＡＤと

ＣＢ′の交点を求めれば平行だからＰは存在しな

③唯一１人であったが次の方法は面白い。

辺ＢＣの垂直等分線と直線ＡＤの交点を求めＥと

でもしておく。

△ＢＥＣの外接円をかき，その円と直線ＡＤと

の第２の交点をＰとする。

い。

③）ＡＤＬＢＣ（ＡＢ≠ＡＣ）のときこれがわかり

にくいのである。

②と同様Ｂ′をとってＡＤとＣＢ′の交点をみる

とＤになる。Ｐ＝Ｄである。このとき二ＢＰＤの

意味を考えるにＰＢ（ＤＢ）とＰ（Ｄ）を端点と

する半直線だから，任意の点をどこかにとってＱ

とでもしておけばＰＢＬＰＱとなる。

これほどＣＰＤでも同様であって，

どＢＰＤ＝どＣＰＤ＝直角となりＰは存在

する。

しかしこれを存在しないとしたものに対して０点

とはしなかった。そこまで考えさせるのは無理で，

この講評でよく知ってほしいと思ったからである。

尚ＡＢ＝ＡＣ，、が辺ＢＣの中点のときは直線Ａ

Ｄ上の点はすべて条件に適する。Ｐの存在する特

別に特別な場合となる。これにふれた人にも点を

与えた。

アポロニウスの円とか，辺ＢＣの垂直２等分線と

ＡＤとの交点をとり円をかく方法で考えてみても

Ｐが存在する結論に致達する。まだ述べたいこと

が山程あるが紙面のスペース多くとりすぎたので

止めて個人的興味ある人はぜひ質問してほしい。

住所は各自学校数学の先生が教えてくれる。

Ｅは定点，従って円も円定，それでＰは定まる。

惜しいことにこの生徒llII4が無く満点は与えられな

かった。方法として面白いというので，より良い方

法というのではない。

問３それぞれ問２に対応して出るので省略。

間４この間題を一時はなれて単にどＢＰＤとかく

とき記号はどのような意味をもっているかを考え

てみよう。

Ｐはこの角の頂点を示す。ＢＰでのＢとはＰを

端点とする。

半直線上の廷意の点を示している。

ＰＤでのＤも同様である。

角の定義は非常に難解なもので，今ここで群述は

できない。角の記号表示をもとにして考える。

そこで，ｌｌｌｊ４に戻って上述のことをあてはめてみ

ると=ＢＰＤ，こＣＰＤの意味がわかる。緋恋し

なければならないのはＢ，Ｄは定点ではない，そ

の点のある方の半直線を示すためにたまたまそこ

にあった点の名をつけたにすぎない。

－５５－



展開して，

ｒ３－(ｐ＋2／２）ｘ２＋(2,/面ｐ＋1)ｘ－ｐ＝Ｏ

条件より，ｐは有理数。しかし,ｘ２の係数ｐ＋2J百

は有理数になりえないから不適。

もし４次方程式であったとすると，

（jr2＋ｐｘ＋ｑ）(え2-2化兀＋1)＝Ｏ

展開して，

ｘ`＋（ｐ－２ｒ百)工3＋(1-2,/~Ｚｒ，＋ｑ）ｘ２＋（ｐ

－２ｒ百９）r＋ｑ＝Ｏ

条件より，９は有理数。１－２Ｊ百ｐ＋９が有理数だ

から，２，/~すｐは有理数である。'－２J~す＝ん（有理

数）だから，２ｲｰ百倍して，２，/百ｐ－８＝2,/百h°

左辺は有理数だから，ルー0...,＝Ｗ~百

2「す－２/~す９が有理数だから，９＝１よって，

ｊ[４－６ｘ２＋l＝0…(答）

もし他に求める方程式があったとして，それは４次

方程式だからx`＋口兀3＋bjr2＋ＣＸ＋ｄ＝Ｏとす

ると，

方程式

（r`＋CZx3＋bXz＋Ｃｘ＋‘)－（兀`－６兀図＋

１)＝ｏ

は２数７百±１を解としてもつ，すなわち

ar3＋(６＋6)ｘ２＋ｃｘ＋(‘－１)＝Ｏ

各係数にＯでないものがあれば，前記の結果に矛盾

するから，α＝０，６＝－６，ｃ＝０，．＝］すなわ

ち，求める解は，唯一つで

ｘ４－６Ｊｒ２＋１＝０

のみである。

回

７

講評

この問題は，解を与えて代数方程式を求めさせる

ものであるが，係数が有理数であるという条件を忘

れている人が多いようでした。だから２次方程式を

求めておしまいとしたり，２次にないことはわかっ

たが３次方程式がでてきたり，ちょっとした勘違い

でしょう。また，２数のみを解とすると理解した人

も結構おりました。

高校生の範囲では，解答例のように解くのが一般

的ですが，高校では習わない（代数方程式の解の）

共役を持ち出してきた人が数人おりました。宮田克

思君，杉山靖君，西道力君，小林洋君，共役の言葉

はないが，佐々木基君，菅野文雄君，広瀬浩一君。

その他にもいますが，証明となると難しいです。そ

こで手短かに説明しておきましょう。

α，６，ｃ，‘を有理数とする｡いま,｡＝α＋Ｗ~す，

β＝ｃ＋ｄ,/面に対して，α′＝α－６，/~Ｚβ′＝

ｃ－‘,/面とすると，（i）（α十β）'＝α′＋β′（ii）

（αβ）'＝α'β'が成り立ち，（iii)α'＝ａ（αは有理

数）となる。この'が共役である，そこで，αを解

とする有理係数の代数方程式x”＋α,兀凧-'＋……

＋α耐＝Ｏに対し，α〃＋α,α雁'十･･･＋α〃＝Ｏとな

るので，′をとると，（α′)"＋α化′)"-'＋…＋α〃

＝ｏとなるから，方程式ｘ麺十α，ｘ"-1＋…＋α〃

＝ｏは，必ずα，α′を解にもつ｡だからこの問題の

場合，求める方程式は，r2＋２ｊｒ－１と，ｘ２－２ｊｒ－

１を因数としてもつのである。

国

２次関数八Ｊ（）＝ｘ２について

（１）‘は正の数で集合Ａ，Ｂを

Ａ＝{xllx-11＜ｄ）

Ｂ＝(xll／(工)一/(1)|＜021）

とするとき，Ａ＝Ｂとなる。の範囲を求めよ。

(2)任意の正の数ｅに対してある正の数。を選

ぶとｌｘ－α|＜‘をみたすどんなｘに対して

も|／(工)一八α)|＜ｅとなるように‘の値

の範囲をαとｅで表せ｡(但しαは定数とする｡）

解答例

２数,/~す±１を解とするから，求める方程式は２

次以上である。

もし２次方程式であれば，

兀２－２１/可兀＋1＝Ｏ

となり不適。もし３次方程式であったとすると，も

うひとつの解をＰとして，

（ｘ－ｐ）は2-21/~すx＋1)＝0

(1)絶対値記号｜｜をきちんとはずすことができて

いない答案が目についた。着眼点にも書いてある

が，再度確認すると

－５６－



満たすには，図２より，ｙ＝L21のときのＸの正

の値jピーＬ１より１＋ｄ≦1.1

...0＜‘≦０．１（答）

（注ｙ＝079のときのェの正の値は上の性ｌｒよ

α＞Ｏのとき，

①｜r|＜α

数値線上で考えると，原点からの距離が、

より')､さいから－ｏ－－ｏ→エ
ーzＺＯｐ

－ＩＴ＜r＜α

②は|＜α

⑦ｘ≧ｏのとき，発くαｎｏ≦ｒ＜α

①ｘ＜Ｏのとき，一ｘ＜α､..－α＜ｘ＜Ｏ

⑦または①より－α＜難くα

①，②のいずれにしても，

｜工|＜α＝－α＜ェ＜α

となる。

なお，染合の包含関係はよく理解していた。

(2)題意が雛かしかったようである。

「任愈の正の数ｅに対して」とは，正の数ｅが与

えられること，すなわち，’八ｘ)－／(α)|＜ｅ

となるｘが先に与えられることであり，｜ハエ）

－／(2)|＜ｅとなる元の範囲に，ｌｘ－α|＜ｄと

なるｘの範囲が含まれるように，正の数㎡の他の

範囲を求めればよい。いいかえれば，

Ａ＝(X||エーα|＜ｄ｝

Ｂ＝仏||／い)－（α)|＜ｃ）

とおくと，まず，巣合Ｂを求め（架合ＢをlHil定す

ること),その染合Ｂに集合Ａが含まれるように，

‘の値の範囲を求めればよい。

逆に，考えて，先に集合Ａを求め（集合Ａを

固定して),災合Ａが集合Ｂに無理矢理含まれると

感通いしていた人がいました。

(3)解答の方法は，解答例の他に，グラフを利用し

た方法を〕０１待していたが，答案を見て見ると，２

：１のMIIl合で数直線を利用した方が多かった。以

下にグラフを利用した解答例をjlitせるので，参考

にしてほしい。

'）１－ｍ〒75＞1.1-1となるから必要ない。

ソ

エ

図１

ｙ

ズ

図２

|難一α|＜ｄより(2) α－．＜エ＜cz-I-‘

｜／(x)一八口)|＜ｅよりα２－ｅ＜工2＜α2＋ｅ

①α＞ｑａ２－ｅ≧Ｏのとき

工＞Ｏならば，ｙ＝ｘｚのグラフは，下に凸で，

単調に地加する性質から，図３より

α＋ゴー≦‘万-百Ｔ５

ｈＯ＜‘≦JT7-z午で－〃

解答例

(1)ｙ＝ｘ２のグラフを利用する。

集合Ａより

１－‘＜え＜１＋‘

架合Ｂより

-1.1＜ェ＜一mT7可

または，mT75＜ｒ＜1.1

ｙ＝工２のグラフは，r＞Ｏのとき，下に凸（と

つ）で，」１１鯛に墹加する性質から（図１）,題窓を

②α＞０，ａ２－ｅ＜０のとき

図４より

α＋‘≦ｿﾞﾏﾗｰ冒字言

．..ｏ＜ｄ≦'75-百丁吾－邸

－５７－



④α＜０，征２－ｅ＜Ｏのときも

ｏ＜‘≦７万~冒丁盲一十α

⑤ローＯのとき，Ｏ＜‘≦ｿﾞｰ百

ｙ

①，②，③，④，⑤より

ｏ＜‘≦、ｱｰﾌﾟ〒ず－|α’ (答）

なお，別解として，やや複雑になりますが，ツー

|ｘ－ａｌのグラフと，ｙ＝Ｍ２－ａ２１のグラフを利用

して解答していた人が何人かいました。

股後に，(2)の問題は，解析学における連続性の定

義のど－５論法（イプシロンーデルタ論法)｢任意の

正の実数ど＞Ｏに対して，ある正数６が存在して

ｌｘ－ａＩ＜Ｄならば必ず|／(ｒ)一八ｒ)|＜こ

となるとき，関数／（罪)は点ｘ＝αで辿統であると

図３

ｙ

いうCLI

極限ｌｉｍで表すと

「ｌｉｍ／い）＝／（α)のとき，関数／（工)は
ｒ→α

点兀＝αで連続であるｕ

から引用したことを付記して解説を終わります。

エ

図４

③ α＜０，ａ２－ｅ≧Ｏのとき

r＜Ｏならば，ツー工2のグラフは，r＜ｏならば，ツーエこのグラフは，下に凸で，

凸で，４１鯛に減少する性ldiから，図５より

－J77-百=F~言≦α－㎡

.．.ｏ＜ｄ≦,／ α２＋ｅ＋ｎ

ｙ

図５

－５８－


