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篭:御

北海道高等学校数学コンテス |、

第１１繍繍艫

昭和60年１月１５日㈹

９時30分～１１時00分(90分）

北海道算数数学教育会高等学校部会

田Ｐ=血+2臘十3鰯…Ⅷつた余りをRとする。
このとき次の問いに答えよ。

（１）〃＝１，２，３，４のときＲの値を求めよ。

（２）〃が自然数のときＲの値を求めよ。

回集合M上の関係-というのは,Ｍの2つの婆辮の間にx-川はyに,-の関係
にある）か，そうでない（兀〆ｙと書く）か，いずれかが成り立つときにいう。と

くに関係～が

①Ｍのすべての要素xに対してエーェ（反射｢１１）

②ｘ～ｙならばｙ～え（対称律）

③x～ｙかつｙ～ｚならばx～Ｚ（推移律）

－５９－



の３つを満たすとき，この関係～を同値関係という。この３つの条件①反射律②

対称律③推移律をまとめて同値律という。

(1)集合Ｍ＝（－１，０，１，２）において，ＩＩＬ|係兀～ｙをＸｙ＞０とするとき，３つの

条件①②③の各々について成立するかどうかを調べよ。

(2)集合Ｍ＝（－１，０，１，２）において，関係ｘ～ｙを秒≧０とするとき，３つ

の条件①②③の各々について，成立するかどうかを調べよ。

(3)複素数の集合Ｃ＝（α＋６/Ｍ６は実:数，/は虚数単位，／2＝－１）において，

Ｚ!＝河,＋6Mi，２２＝必十“(α１，６，，（22,Ａは実数)とし，関係z,～亀を庶十腺＝

鎧十膳とするとき，３つの条件①②③の各々について成立するかどうかを調

べよ。

国｢台形ABCD(ADハC)と直線`がある｡辺ADoBCの長さ…ぞれ＠．
６とする。（α＜６）

ｌ〃ＡＤで辺ＡＢ，ＤＣとの交点をそれぞれＰ，Ｑとする」

このとき次の各問に答えよ。

（解答にはfreehandでよいから必要な図を必ずかくこと）

問１Ｐが辺ＡＢの中点であるとき，線分ＰＱの長さをα’６で表わせ。

問２対角線ＡＣ，ＢＤの交点をＲとし，ＰＱがＲを通るとき，線分ＰＱの長さを

α’６で表わせ。

ｌｌＨ３線分ＰＱの長さが､/１７丁となるとき点Ｐは辺ＡＢをどんな比に内分してい

るか。

四 (1)１９，２９，３９……の分銅（おもり）が１個ずつある。この中から適当な個数の

分銅を選び天びんで１９，２９，３９……319までの物の重さを計りたい。少なく

とも何個の何ｇの分銅（おもり）が必要か示し，その分銅で-1-分であること

を証明せよ。ただし分銅は片方の皿にしかのせないものとする。

(2)分銅はどちらにのせてもよいし，物体と分銅をIilじ皿にのせてもよいものと

する。このとき５個の分銅を用いて19,29,39……"ｇまでの物の重さを計る。

〃の最大値はいくらか。

凸_＿＿鯵天びん
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「 第３回

北海道高等学校数学コンテスト

第露部簡鰯

昭和60年１月１５日(1)((）

１１時15分～14時15分(180分）

北海道算数数学教育会高等学校部会

□ ６ノー7加十5〃＝24..……………………………①

”＝，ノー9,ｚ・…………………………･………②

ハ９，/，〃z，〃は正の整数とする。このとき

，＝２のとき９の値を求めよ。

’’９，/，'"，〃の組を全部求めよ．

〃ワ

(1)

(2)

７

－６１－



回 Ｘ，α，６，ｃをそれぞれ正の実数とするとき

('１÷-÷の最大値を求めよ。またそのときのxの値を求めよ。

(2)２－(÷+十lの最大値を求めよ。またそのときの"’６の値を求めよ。
α＋６

3-(寺+ナ+÷） の最大値を求めよ。またそのときのα，６，ｃの値を求(3)
α＋６＋ｃ

めよ・

国 「１点ＡとＡを通らないｌ直線／があり／上には３点Ｂ，Ｃ，Ｄがある。

線分ＡＣ，線分ＡＤの中点をそれぞれＭ,Ｎ,直線ＢＭと直線ＡＤの交点をＥ，

直線ＢＮと直線ＡＣの交点をＦとすればＥＦはＡＢに平行である。」

上の命題について次の各問に答えよ。

（解答にはfreehandでよいから必要な図をかけ）

問１３点Ｂ，Ｃ，Ｄの順序で/上に並んでいるときＥF/’ＡＢを証明せよ。

問２自分が問ｌで試みた証明は３点がＣ,Ｂ,Ｄの順序で並んでいるときにあて

はまるかどうか確かめてみよ。

そのまま当てはまるか,当てはまらないならどう変えればよいか明らかにせよ.

四 /(x)＝Czbxn＋a1X"-1＋必兀､-2＋……＋α〃（〃≧ｌ）

なる多項式と任意の数入について

ｇ(え)＝（x一入）／(虻)＝COX"+'＋Ｃｌｪ"＋……＋Ｃ"+'とおき

Max（Ｍ|，｜α1|，…｡,|α'Ｊ）＝α

Max（lCbl，｜Ｑ|，．…，|ＣＭ）＝ｃ(＞０）

であるとき

÷≦"＋１

を次の場合に分けて示せ。ただしＭａｘ(x，ｙ，…,こ)はｘ，ｙ，…,この中の最大

なものを示す。

（１）い’≦ｌ

（２）い’≧1

－６２－



昭和59年度(昭和60年１月15日実施）
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＝５(4α＋96＋２）＋４

〃＝４ｈ＋３

Ｐ＝１４好3＋2…3＋3…３

＝１＋８(5α＋１）＋27(５６＋１）

＝５(8α＋276＋７）＋１

以上より〃＝4虎のとき

：二鱒;)のと懲
冗＝4A＋２のとき

...Ｒ＝４
第１ 部

□

Ｐ＝1風十2両十3"を５で割った余りをＲとする。こ

のとき次の問いに答えよ。

(1)〃＝１，２，３，４のときＲの値を求めよ。

(2)〃が自然数のときＲの値を求めよ。

ｌ
３

ｌ
ｌ
ｌ
ｌ

Ｒ
Ｒ

●

１
４

’
一
一
一

Ｒ
Ｒ

函
５で割るとき整数を一般には5虎，５A±１，５虎±２

と５つに分けて考えるのであるがここで〃は指

数であるので考え方を変えなければならない。

(1)でれ＝１，２，３，４のときのＲを求めている

ので(2)では(1)を利用して

〃＝４Ａ＋１，４ｈ＋２，４ｈ＋３に分ける。

このとき

α`＝５，＋１（α＝１，２，３）

となるから

α`ムー(αリム＝(５，＋１)ムー5Ｐ＋１

となる

回

集合Ｍ上の関係～というのは，Ｍの２つの要

素の間に，ｘ～ｙ（元はｙに～の関係にある）か，

そうでない(兀〆ｙと轡く）か，いずれかが成り立

つときにいう。とくに関係～が

①Ｍのすべての要素えに対して，ｘ～工（反射律）

②ｊｒ～ｙならばｙ－ｘ（対称律）

③え～ｙかつｙ～２ならばｒ－ｚ（推移律）

の３つを満たすとき，この関係～を同値関係とい

う。この３つの条件①反射律②対称律③推移律を

まとめて同値律という。

(1)集合Ｍ＝(－１，０，１，２｝において，関係

工～ｙを，叡＞Ｏとするとき，３つの条件①,②，

③の各々について,成立するかどうかを調べよ。

(2)集合Ｍ＝(－１，０，１，２）において，関係

工～ｙを，ｘｙ≧Ｏとするとき，３つの条件①,②，

③の各々について,成立するかどうかを調べよ。

(3)複素数の集合Ｃ＝(α＋bilLz,ｂは実数,ｉは虚

数単位，ノ2＝－１｝において，２，＝α1＋6,i，鞄＝

⑫＋“(α１，６，，⑫’んは実数)とし，関係２，～範

をα1＋６１＝α;＋b;とするとき、３つの条件①，

②，③の各々について成立するかどうかを調べ

よ。

函
(1)〃＝１のとき

Ｐ＝１＋２＋３＝６＝５＋１．..Ｒ＝１

〃＝２のとき

Ｐ＝１２＋22＋32＝１４＝２×５＋４．．.Ｒ＝4

,2＝３のとき

Ｐ＝13＋23＋33＝36＝７ｘ５＋１．..Ｒ＝１

列＝４のとき

Ｐ＝10＋24＋34＝98＝ｌ９ｘ５＋３．..Ｒ＝３

(2)〃は正整数より

〃＝4Jし，４ｈ＋１，４ル＋２，４ﾉｾ＋３のいずれか

である。

〃＝4ｈのとき

Ｐ＝10h＋2`々＋34Ａ

＝(1`)燭＋(2`)'､＋(3Ｗｂ

＝１＋(3.5＋１）ん＋(16.5＋１）胸

（2`)ムー5α＋１，（3`)胸＝56＋１とおくと

Ｐ＝５（α＋６)＋３．.Ｒ＝３

〃＝4A!＋１のとき

Ｐ＝10月+'＋24Ａ+'＋34A+Ｉ

＝１＋２(5α＋１）＋３(56＋１）

＝５(2α＋36＋１）＋１．..Ｒ＝ｌ

〃＝4ｈ＋２のとき

Ｐ＝１４片+2＋2…ｚ

＝１＋４(５６J＋１）＋９(56＋１）

原『耐震１
（１）Ｍについては,個数が４個なので,すべての

要素について，条件にあてはめて考えればよ

い。ただし，r≠Ｏのとき，x2＞Ｏだが，え＝Ｏ

のとき，ェ2＝Ｏに注意する。

（２）成立する場合には,一般的に証明しなければ

ならないが,不成立の場合には，反例を示せば

よい。

（３）この関係～の定義の意味がわかれば比較的

易しい問題であると思う。高得点を期待する。
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函 とする｡」

このとき次の各問に答えよ。（解答にはfree

handでよいから必要な図を必ずかくこと）

問１Ｐが辺ＡＢの中点であるとき，線分ＰＱの

長さをα’６で表わせ

間２対角線ＡＱＢＤの交点をＲとしＰＱがＲ

を通るとき，線分ＰＱの長さをα’６で表わせ

問三線分ＰＱの長さがJE~丁となるとき点Ｐ

は辺ＡＢをどんな比に内分しているか）

解答例

(1)①について,郡＝Ｏのとき,02＝Ｏとなるから

Ｏ〆Ｏ

よって，①は不成立

②について，罪～ｙのとき，秒＞0,

...弾＞0...ｙ－兀

よって②は成立

③について，ｒ～Ｊかつｙ～ｚのとき，

妙＞０かつ旗＞0,秒＞ＯよりJr＞Ｏならば

ｙ＞０，Ｊz＞０よりｚ＞０

．．．ｘｚ＞0..．ｒ－ｚ

発く０ならばｙ＜０，災＞Ｏよりｚ＜0

..．狸＞０．．．え～之

よって③は成立する。

(2)①について，すべての難について，罐≧０よ

りｘ～弾

よって，①は成立する。

②について，エーｙならば，鋤≧０

．．．弾≧０．．．ｙ～エ

よって，②は成立する。

(2)の③について,灘＝-1,Ｊ＝0,ｚ＝２とすると，

－１．０≧Ｏかつ０．２≧Ｏは成立するから，

－１～ＯかつＯ～２だが－１．２≧Ｏは成立しな

いから－１〆２

よって③は成立しない。

(3)①について,Ｚ!＝ｑ＋bljとするとき,すべて

の之,について，あきらかにα:＋6i＝α；＋尻は

成立するからＺ!～Ｚｎは成立する。

よって①は成立する。

②について,２１＝α,＋6,i,亀＝叱十“とする

と

２１－芝よりα:＋6？＝α;＋鰯

．.、嶬十臆＝α;＋暁．.．鞄～zI

よって②は成立する。

③について，

ｚ,＝zzh＋61ｊ，鞄＝⑫＋“，２５＝⑫＋６５ｉとし，

zl-z2かつ塾～鞄ならば，

α;＋bf＝α;＋鰯かつα:＋6;＝α;＋6；

．.．＠;＋6！＝α;＋臆

･･･２１～鞄

．よって③は成立する。

厩１
高校生は中学からの入試で，図形に関する計算

問題を多く練習している。それでこの問題は手を

つけ易いと考えたが，大きく分けて中学校での知

識で処理するか，高校で習った知織で処理する力、

の２つになる

更にこれを細別して次のようにしてみた

Ｉ三角形の１辺に平行線をひくことによる線分

比の関係を使う。

１，からＡＢに（ＡからＤＣに）平行線をひ

き比の移動をさせる。

２直線ＡＢ，ＣＤの交点を求める

Ⅱ三角形の而穂を求める始めの公式

（底辺の長吾の数値)Ｘ(高さの数値)÷２

を使う。もちろん数値の単位は同じにする。

Ⅲ点の座標を与えて処理する。（高一でよい）

Ⅳベクトルを利用する。（高二）

Ｉ→Ⅳの順に複雑な計算になる。

｢屏譽Ｆｎ
ｌ－１の方法で示す。

問１

ＣＢ

回 ＤからＡＢに平行線をひきＰＱＢＣとの交点をそ

れぞれＥ，Ｆとする

ＰＱ＝ｒとおいて

ＰＱ＝ＰＥ＋EＱ

－６５－



①から
ＰＲα

壱で一一万字ア

エーニーα
２６￣α＋６

ｘ=了;砦
Ans・ＰＱ=了警÷

〔注〕ＤからＡＢに平行線をひいてもできるが

別解を示した。

問３

x＝α＋EQ

EＱ＝ズーα…①

ＢＣ＝ＢＦ＋ＦＣ

６＝α＋ＦＣ

ＦＣ＝６－α…②

△ＤＦＣでＥ，Ｑは辺ＤＦ，ＤＣの中点だから

EQ=÷ＦＣ

蕊-Ｆ÷(6-・)①②から

蕊=÷に+6）

ＡｎｓＰＱ=÷(α+6）
〔注〕台形ＡＰＱＤをＱ中心に180.回転して平行

四辺形を作れば，もっと易しく解決される。

このような図形の移動法は後に噸写像〃が出

たときに理解を容易にする。実は中学での図

形に関する知識はそのように使って意義が大

J万万一ａ

ＣＢ

きいのである。

問２

器=器=÷…①とする
ＤからＡＢに平行線をひきＰＱＢＣとの交点をそ

れぞれ１，Ｊとする

ＰＱ＝ＰI＋ＩＱ

Ｖ５~万＝α＋ＩＱＩＱ＝V5~万一α………②

ＢＣ＝ＢＪ＋JＣ

６＝α＋ＪＣ

Ｊｃ＝６－α…③

△DJＣ器=-:;…④

①から号=-局豐了となるから

①②③から旱子詳〃
，/１７(,/万一Jで、－J万

左辺＝(‘万一J万)(、.＋‘万）‘万＋‘万
、/万

それでニニーー
沈十〃￣‘万＋JT

これから腕：〃＝Ｊ万：‘丁となる。

Ｂ Ｃ

ＰＱ＝ェとして△ＡＢＣから

-;砦=器…①
△ＤＢＣから

器=‐::…②
もとの台形ＡＢＣＤから

器＝::…③
①②③から

PR=RQ=÷…④
△ＡＢＣから

ＡＰＡＲ

－戸百＝-百石

△ＡＲＤｃｏ△ＣＲＢから

－Ａ、＿α
－－百石－丁

これから

答辺ＡＢを‘万:J丁に内分している。

〔注１〕問１から問２まで始めから

器=器=｣;；
としておいて処理するのもよい

〔注２〕線分ＰＱの長さは問１，問２，問３の順に

線分ＡＵＢＣの長さの相加平均,調和平均，

蔀Ｐ
Ｂ

Ａ
Ａ

－６６－



である。よって兀個の分銅を皿にのせる組合せ

は，１個ものせないものを含めて2〃とうりであ

る。一方，０９から319の目盛りのきざみ方は３２

とおりあるので

２"≧3２これを満たす自然数〃はれ≧５

よって分銅は少なくとも５種類は必要である。

逆に任意の０≦ん≦31なる自然数Aは２進法

で

ルー公Ｘ２０＋⑬Ｘ２３＋⑫×22＋αｌｘ２ｌ＋ﾛｂ

（公は０または１）

と表すことが唯１通りできる。

（１＝00001,31＝11111）

このとき，αi＝１となるｊに対応する2ｉｇの分銅

を用意するとAFgが計れるよって，１９，２９，４９，

８９．１６９，３２９の６個の分銅を用意すると０９から

（2`－１)ｇまでのすべての整数値の重さが計れ

る。

(2)この場合，分銅を左の皿にのせる，右の皿に

のせる，どちらにものせないの３通りの選択が

ある。よって加個の分銅では何ものせない場合

を含めて3〃通りの組み合せがあり，分銅を効率

よく選ぶと最大3ｎ通りの重さが計れる。いま，１

９，３９，３２９，３３９，３`ｇの５個の分銅を用意して

ＣＺ４ｘ３４＋ubX33＋⑫×３２十｡,X3B＋Cb-･…9(ｲ）

とおき

Fl-l繍議髄：
と決めると，（ｲ)は一種の３進法表示である。こ

れは空気より軽い水素ガスの風船を片方の皿に

固定してもう１方に分銅をのせ，負の重さを考

えるという変則的な３進法である。これによっ

て計れる重さの範囲は，３５－１を２で割った

－坐ﾗｰ'９から竺冒-Ｌｇまでの重さが計れる。
いま負の璽さを考えないので〃の最大値は

-壁ﾗｰ1-=364gである。

相乗平均という。この３つの長さの間に一

定の関係があるが帆基礎解析鋤で極限算法

（limと略字がつく）を習ってからは，この

３つの間にある図形的な関係が面白い。

数学を卿大学入試の為の道具である〃と

いうような偏見から脱却すれば数学はもっ

と生徒の身近かになるだろう。

〔注３〕１－２，ＩＩ１ＩＩＩによる解法はコンテスト

の解答整理後の講評で示すことにする。

回

１９，２９，３９，……の分銅（おもり）がある。この
中から適当な個数の分銅を選び、

(1)天びんで１９，２９，３９，……31ｇまでの物の重

さを計りたい。少くとも何個の何ｇの分銅（お

もり）が必要か示しその分銅で十分であること

を証明せよ。ただし分銅は片方の皿にしかのせ

ないものとする。

(2)分銅はどちらにのせてもよいし，物体と分銅

を同じ皿にのせてもよいとする。このとき適当

な５個の分銅を用いて，１９，２９，３９，……〃ｇま

での物の重さを計る。〃の股大値はいくらか。

分銅②①天びん

厄薔i鴎１
２進法の問題であることを見破れば，必要な分銅

は容易にわかる。一般に任意の自然数虎がα"×2凧＋

恥-ｌｘ２"-'＋……＋αｌＸ２＋(Zoなる２進数に一意的

に表示できることがこの問題のポイントである。（2）

は(1)と異なり左右の皿を使用をできるので２進法で

は無く，一種の３進法の考え方を思いつくことがで

きるかが要点である。

屏薔Fil
（１）分銅は皿にのせるか，のせないかのいずれか

旧薔i厨司
（１）①②より，と９の関係式を作る。このとき

，＝２を利用して項数が少なくなるようにす
る。与えられた文字が正整数であるから，

〃(５－４９)＝24より９＝１だけである。このと

き〃が正整数になることを確麗しなければな

らない。

第２部
□

－６７－



（２）整数解を求めるのであるから未知数の数が与

えられた式より多くても，未知数に正整数を代

入して１つ１つ調べて適する整数の組を求める

が鯛くる場合が有限となるような条件を求める

ことである。式(12-7,)l＋(10-79)〃＝48で，

，＞１，９＞１とすると左辺が負によって，’９の

少なくとも１つは１であることに注意する。

｢露FFn
（１）②より"＝２/＝9〃

．．．醜＝９"、２ノー”

①に代入３９"－７９"＋5〃＝２４

苑(5-49)＝２４

〃≧１より５－４９≧１．．．９≦ｌ

よって９＝lこのとき〃＝２４

（２）６ノー７，/＋5〃＝24より

（6-7p)/＋5〃＝24……③

６ノー79〃＋5〃＝24より

６ﾉ＋(5-79)〃＝24……④

③＋④

（12-7,)『＋(10-79)〃＝48……⑤

ｐ≧２，９≧２とすると⑤の左辺は負となるから

，’９の少なくとも一方は１である。

，＝１のとき③より－Ｊ＋5"＝24……⑥

⑥×６＋④７（５－９Ｍ＝24×７

〃≧１より５－９≧１．．．９≦４

９＝１のとき④より６ノー2"＝24……⑦

⑦ｘ５＋③ｘ２

１４（３－，)ノー24×７

ノ≧１より３－ｐ≧１．．．ｐ≦２

よって

（'’９，ノ，沈，〃)＝（１，１，６，６，６）

（１，２，１６，１６，８）

（１，３，３６，３６，１２）

（１，４，９６，９６，２４）

（２，１，１２，２４，２４）

回

またそのときのα，６，ｃの値を求めよ。

座
(1)÷=!とおくと,‘についての二次関数であ
る。

(2)２－(÷十十)=万寿一命文字は正だか
α＋６

ら相加平均≧相乗平均を利用してα＋６＝ｘとお

くと(1)に結びつく。

(3)(2)と同様に相加平均≧相乗平均を利用すると(2)

に結びつく。

函解答

÷=!とおくと’>oより

÷-÷-÷-(÷)１

＝1-'塾=-(`一十)2十十

よって!=÷のときすなわち

÷÷.｡"=4のとき最大値は÷
(2)α＞０，６＞０よって，相加平均≧相乗平均よ

り

竿薑伍(等号は｡=`のと薑成り
立つ）

逆数をとって

(1)

１｜幼２｜鄙
二
一
ノ
ー
ｌ

い
－
ノ
’

２｜鄙２｜御
．”１｜⑰

荒
☆

２｜跡（

ここでα＋６＝工とおくと(x＞０）

右辺==÷~(÷)2となり

(')より最大値÷(α+6=4のとき）

よって左辺≦÷
ここで等号はα＝ｂのとき成立するから

=÷丁一方の最大値は÷
このときα＝６よりα＝６＝２

ワ】し=□刀派

`+:十｡=尿
（等号はα＝６＝ｃのとき成立）より

`+:十｡≦・志

α￣、′ひ)】位ﾌﾞに1四 (3)

７）ｎ．ＤＣ

の羽皮ﾌﾞkE11H虹Ｌ

Zｚ－Ｚ

－６８－



n.座標を与えて計算（高一）

Ⅲ､ベクトルを使う（高二）

所で問１は上のどれでもよいが，問２になって点

の順序が変わったとき，問１での解答がどの位の修

正で間に合うかが重要である。

[F窪祠
Ｉの方法で

問１Ａからノに平行線をひき直線ＢＭとの交

点をＰとする。

また士士÷±÷=原（…
３

(等号は芳臺ﾅｰ÷即ち＠=&=･
のとき成立）

…-圏岑裟÷)-蒜弄
器÷+舎
α＋６＋ｃ

≦蒜-蒜÷(汁十台）
≦蒜-歳,,/三号
而詰＝'とおくと('>o）

左辺ゴー`圏=-('÷)｡+＋よ（
最辺Pの鐙大崎,このとき'一十より
Ｖあて＝２，α＝カーｃ

０
，ＢＣ

器=鶚(△EMNの△EPA）

＝鶚(AP=BC）

－鶚(△FNM-△FBC）
．．．ＥF’ＡＢＱＥ.，．

α＝ｂ＝ｃ＝２

回

｢i露、
問２問１の解答がそのままあてはまる。

「１点ＡとＡを通らない１直線ノがありノ上

には３点Ｂ，Ｃ，Ｄがある。

線分ＡＣ，線分ＡＤの中点をそれぞれＭ，Ｎ直

線ＢＭと直線ＡＤの交点をＥ，直線ＢＮと直線

ＡＣの交点をＦとすればＥＦはＡＢに平行であ

る｡」

上の命題について次の各問に答えよ。

（解答にはftPeehandでよいから必要な図をか

け）

問１３点がＢ,Ｃ,Ｄの順序でノ上に並んでいる

ときＥF〃ＡＢを証明せよ。

問２自分が間１で試みた証明は３点がＧＢ,Ｄ

の順序で並んでいるときにあてはまるかどう

か確めてみよ。

そのまま当てはまるか，当てはまらないなら

どう変えればよいか明らかにせよ。 広'
F圖祠
これは平行であることの証明だから平行線による

比の移動を考えるのが最も初歩的であるが，その他

の方法もある。次に３つあげる。

１.平行線による比の移動

注１がＡからノに平行線をひき直線ＢＭとの交

、点をＰとする｡帆

これば剛△ＭＢＣをＭ中心180.回転して

△ＭＰＡにする｡帆

としてもよい。むしろ図形移動からいえばこ

－６９－



(2)では(1)の結果から÷の場合に適用する｡よく使
われる証明法である。

この問題の結論÷≦"＋'で顕著な事実は,÷が
入に無関係に，次数〃だけで評価されるところで，

このことから，αj，のが整数である場合などは,ｇ(工）

の因数を，有限回の操作で見つけだす手掛かりとな

る。

｢l璽薔5，

の方が本筋である。それは「中点があったら

１８０．回転を試みる」という原理があるからだ。

これはまた「角の２等分線があったら折り

返してみる」などのようなきまり切った方法

である。

注２：蛾Ａから…．の表現は中学校ではＶＩＡから

ノに平行線をひきＢＭのＭの方への延長と

の交点をＰとするⅧのようにしているようだ

が③直線ＢＭ蝋とすればその両延長をも同

時に表わしているから表現がinにして要を得

ている。

注３：座標で計算るするには点に座標を与えるの

が厄介で，その上計算がこみ入る。

ベクトルも可成高度の知識(位冠ベクトル）

が必要である上に,これまた計算がこみ入る。

注４：大学に行って帆射影幾何蝋を習えばもっと

楽に解ける。

注５：ここでは線分の向きに伴う正負の区別はし

ていない。

識評ではそこまで入れた考え方を示すつも

りである。

囚

（１）ｇ(x)＝(jr-1)／(jr)＝恥ｪ"刊十(α1-1⑭)ｪ冗

十(の一入α1)jr"-1＋……＋(吟一入恥-1)x一入鉛

．.．ｑ＝(zb，Ｃｌ＝α,一入恥，Ｑ＝⑫－１α”……，

｡､＝吟一入の－，，ｃｍ+u＝一入偽

よって,α・＝②，α】＝Ｃｌ＋ハロb,⑫＝ch＋几α１，……，

Zzh＝ch＋几畭-1

条件より，ｌｃｂｌ≦c，ｌｃｉｌ≦c，……，

ｌｃｈｌ≦ｃだから，

｜入｜≦１ならば

Mbl＝lcbl≦ｃ

ｌａＩＩ＝｜Cu＋入`zbl≦｜Ｃｌ｜＋ｌｌｌＭｂｌ

≦｜cil＋｜助|≦2Ｃ

ｌの｜＝ｌｃｈ＋几α,｜≦ＩＣ｜＋｜ａｌｌ

≦ｃ＋２ｃ＝３℃

ｌ(zhl＝Ich十入`z"-1｜≦｜chl＋Iqh-Il
≦c＋"c＝(〃＋１北

よって，ｌａｉｌ≦(〃＋１)ｃ

（ゴー０，１，２，……，〃）

故に,｡≦("＋'比よって,÷≦"＋’
（証明終）

（２）い’≧１より，入≠０

－－ｽﾞﾅﾃg(悪)＝芒苦･÷/(x）

＝(÷－÷)("+・’･÷

＋戯･会+……+“会）

よって,÷=ｘとおくと，

－労(Q+cix+……+Cwx孵り

＝(x-ナ)("+a1x+……+鴎x卿）

｜労|≦'より(1)の結果を用いると，

α≦("＋'）命

：.÷≦得≦"+’（証明終）

／(x)＝“工"＋α,x'’-1＋……＋鴎(〃≧１）なる多

項式と任意の数人について，

ｇ(え)＝(ｽﾞｰﾊ)／い

＝Ｑｘ"+'＋chエ"＋……＋Ｇ５+Ⅱ

とおき，

Max（｜⑭'’１ａｌｌ，..….，｜αｍ|）＝α

Max（｜の|，lcil，……，lci,+,|）＝ｃ(＞Ｏ）

であるとき，

÷≦"＋’
を次の場合に分けて示せ｡ただし，Max“ｙ,…，

z)はx，ｙ，…，ｚの中の最大なものを表す。

（１）’1｜≦１（２）ｌｌｌ≧１

函
絶対値記号｜＊｜の性質で

｜α＋β|≦｜α|＋｜β｜

｜αβ|＝｜α｜｜β｜

は最も重要である。また,Ｍａｘの性質で重要なのは，

ｘ≦α，ｙ≦α，……，ｚ≦αならば

Max(x，ｙ，…，ｚ)≦α

となることである。

(1)では，上のことを利用して，｜α,'（i＝０，１，

２，……，〃)を上から評価することによって得られ，
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終点 えを て採

昭和60年１月15日(火)実施

北海道算数数学教育会高等学校部会
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第３回「数学コンテスト」を終えて

前 田孝利北数教高校部会長

三回目を迎えたこのコンテストは，全道から43校,556名もの多数の高校生諸君の参

加申込を得て実施できましたことは，喜びにたえません。このコンテストを主催して

いる北数教高校部会という組織は,全道の高校で数学の授業を担当している先生方が，

生徒諸君の学習意欲を高め学力を向上させるために，様々な分野の研究を進めている

組織ですが，大学進学希望者の多い高校では，生徒諸君の授業に対する考え方がとも

すると大学入試対策に重点がおかれる傾向にあり，数学を学ぶ本来的な意義が薄れて

いるということが，先生方の話し合いの中でしばしば出ておりました。そこで，数学

を学ぶ本釆的な意義，即ち，基本的な概念や原理・法則などの理解を深め，論理的思

考力を養い，発展的・創造的な考え方や処理能力を養うことを目的とした数学コンテ

ストが計画されたわけです。

このような経緯から問題は，諸君が普段手がけている大学入試に出るような問題で

はなく，数学的な考え方を総合的に駆使した柔軟な思考と手法が要求される問題とな

るわけです。大学の先生や北数教高校部の先生方が色々と工夫をこらして問題を作成

しましたので，このコンテストに参加した諸君の，上に述べたような数学的な論理性

や創造性を高めることに大変役立つものと思います。昨年に引き続き参加された人も

相当数あったようですが，１．２年生の諸君は，次回も是非参加して，自己のオ能を

伸張させることに挑戦してほしいと思います。最近の高校では，部活動としての数学

研究グループの活動を余り聞かなくなりましたが，教科書や問題集から離れて，この

コンテストで取り上げたような問題に取り組む研究グループが多くの高校にできるこ

とを期待したいと思います。

初回から大きな御支援をいただいている福武書店や北海道新聞社に深く感謝申し上

げるとともに,北海道教育委員会の強力な御後援に対して心からお礼を申し上げます。

この試みが定着して，益々盛大なコンテストとなることを願い，将来は全国的な規模

で，更に国際的な交流へと発展することに期待を寄せる次第です。

－７２－
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北海道高等学校数学コンテスト

表（１）度数う

第３回

布表（２）

lli：

。
■
■
■
■
囮
田
圃
団
四
四
四
四
四
■
Ⅷ

■
０

度数分布

！』Ilm
－７３－

点数 Ｉ 1１ 点数 総点

100～9６ 200～191

95～９１ １ 190～181

90～8６ 180～171

85～８１ １ 170～161

80～7６ 160～151 ２

７５～７１ ３ １ 150～141

70～6６ ３ 140～131 １

65～６１ ４ ２ 130～121

60～5６ ５ 120-111 １

55～５１ ８ ２ 110～101 ３

50～4６ 2０ ４ 100～９１ ５

４５～４１ 2４ ３ 90～８１ ８

４０～3６ 3４ ３ 80～７１ 2２

35～３１ 3６ ８ 70～６１ 2１

30～2６ 4９ 1５ 60～５１ 4３

25～２１ 5９ 3０ 50～４１ 5８

20～1６ 4３ 4７ ４０～３１ 7６

１５～１１ 2３ 6６ 30～２１ 5１

１０～６ 1０ 6８ 20～１１ 2６

５～０ ３ 7７ １０～０ ９

人数 326 326 326

合計 9950 4631 14581

平均 3０．５ 1４．２ 4４．７

Ｓ、， 1４．１ 1１．３ 2２．７

Ｉ 1１

点数 (1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

0 2０ 147 1２ 237 166 189 3８ 312

１ ２

２ ７ ６ 2７ １ ２

３ ８ 1１ 1４ １ ２ １

４ 1７ ６ 1０ ４

５ １ 1７ 2７ ９ ９ 127 1３

６ １ ７ 1２ 2０ ５ 5０

７ 1９ ８ 2９ ２ 2７

８ １ ５ 5５ 5４ 1２ 7６ 3１

９ 1８ ５ ２１ 1２ ８

1０ 180 1５ 2３ 1１ 11 2０ 3０

1１ ２ ５ 2２ ７ １ １

1２ ２ ５ 1７ １ １ ６ １

1３ ４ ８ 1９ １ １

1４ ９ ６ ６ ２ １

1５ ５ 1４ 2４ ４ ２ ５

1６ 1０ ５ ３ １ ２ 1３

1７ ２ ７ ３

1８ ４ ３ 1０ ４ １

1９ ３ １ ２ ２

2０ 4４ ６ 1３ ２ ２ １

２１ １ ４

2２ ３ ２ ６ ２ 1

2３ ４ 1４ ７

2４ ２

2５ ７ ３ ６ １ ４ ２ ２

人数 326 326 326 326 326 326 326 326

合計 3806 1873 3425 846 1299 1322 1942 6８

平均 1１．６ 5.7 1０．５ 2.5 ３．９ 4.0 ５．９ ０．２

Ｓ、， 5.4 7.0 5.6 4,7 ５．５ 5.3 ３．４ ０．９



Ｒ＝１

(ii）〃＝２加のとき(腕は自然数）

Ｐ＝１２ｍ＋２２腕十３２ｍ

＝１'”＋４廊十９鰄＝9祠－４m＋２(4鰄＋１廟)－１輌

八(α’６)＝α蔵－６ｍとおくと，α＝６のとき

／(α’６)＝ｏ，.．.／(α’６)＝(α－６)９，(α’６)とおける。

よって９玩一４ｍは５で割り切れる

(1)耐＝２ノー１（／は自然数）のとき

（i）より４廓十１ｍは５で割り切れるよって

Ｒ＝４

(Ⅲ）腕＝２ノ（ノは自然数）のとき

Ｓ＝２(42`＋１２`)-12‘とおくと

Ｓ＝２（16`－１‘）＋３

（ii）より１６`－１‘は15で割り切れるから５で割り

切れる。よってＲ＝３

〃＝４加一１，４腕－３のときＲ＝１

．．〃＝４加一２のときＲ＝４

〃＝４”のときＲ＝３

（ただし師は自然数）

第１部

田

Ｐ＝１"＋２"＋３，を５で割った余りをＲと

する。このとき次の問いに答えよ。

(1)〃＝１，２，３，４のときＲの値を求めよ。

(2)〃が自然数のときＲの値を求めよ。

購艀

(1)はれに値を与えて，５で割った余りを求める問題

であるが〃＝１のときＰ＝６，余りを骨とした解

答が目についたが，６÷５＝骨であって余りでな

いことに注意してほしい。

(2)Ｐを５で割った余りを求める問題

であるが(1)から〃の値により余りが変わる，そこ

に存在する規則性を調べて推測し，次に推測した

結果が正しいことを証明する。この２つのことは

いずれも大切なことで，数学史を読んでも解るよ

うに，数学は推測に秀れた学者と証明することに

秀れた学者によって進歩して来ている。これから

数学の勉強を続ける上で常に心に留めておいてほ

しい。

規１１Ｉ性の推測について(1)から予測できなければ

更に〃＝５，６，７と続けると見透しが立つと思う。

自分の理解できる形で考えるようにしてほしい。

また推測したことが証明したと考えていると思わ

れる答案が相当目についたが，今度は，はっきり

したと`思う。

答案をみると解答は，次の２通りに大別される。

いずれにしても５の倍数と５より小さい自然数

（余り)に分ける訳だが

(i）２＋３＝５，３２－２２＝５であることに着目し

て，５の倍数を考える仕方で田中寛明君

（解答例１）

(ii）〃＝“のとき１"’2"’3〃はいずれも５加十1と

おけることに着目し，〃＝４ん＋／のとき

が(５加十】)(ｐ=1,2,3）

として余りを求める方法で最上嗣生，斉藤寿徳，

寺島学，山口貴行，伊藤満，二本柳ひな子の

６君等が解答している(解答例２)，以上を解答例

として挙げておくので参考にしてほしい。

解答例２

(2)α’６,加を自然数とする

(i）がが４の倍数のとき

２"＝2`、＝16m＝(3×5＋１)、

＝５玩ｘ３況十加・５ｍ－ｕｘ３ｍ~'＋…＋”５×３＋１

３"＝３４爾＝81鰄＝(ｌ６ｘ５＋１Ｗ

＝５ｍ×１６況十加・５m-1xl6m-u＋…＋海ｘ５ｘ１６＋１

．．.Ｐ＝１＋(5α＋１)＋(56＋ｌ)＝5に＋6)＋３

．．．Ｒ＝３

(ii）〃が４の倍数十１のとき

２凪＝2`'''十!＝2×16願＝2(5α＋1）

＝5(2α)＋２

３"＝34…1＝3×81m＝3(56＋１）

＝５(36)＋３

．．.Ｐ＝5(2α＋３６＋1)＋１．．．Ｒ＝１

(iii）〃が４の倍数十２のとき

２"＝2`､+2＝4Ｘ16寵＝4(5α＋１）

＝5(4α)＋４

３'３＝３４噸十2＝9×81ｍ＝9(56＋1）

＝5(96)＋９

．．.Ｐ＝5(4α＋96＋2)＋４．．Ｒ＝４

(iv）〃が４の倍数十３のとき

２，＝2`…．＝8×16玩＝8(5α＋l）

＝5(8α)＋８

３"＝３４滅十,＝27×81m＝27(56＋1）

＝5(276)÷２７

．．.Ｐ＝5(8α÷276÷7)＋１．．．Ｒ＝１

解答例１

(2)（i)〃＝2沈一１（加は自然数）のとき

／(α’6)＝α"＋6河とおくと

α＝－６のとき／(α’６)＝ｏよって

（α’６)＝(α＋６)ｇ(α’６）とおける。

より２"＋3”は５で割り切れるから

－７４－



なお，同値律①，②，③はすべて独立で，ある

律から他の禅が柾明されることはありません。た

とえば，以下の文には，誤りがありますが，どこ

だか解かりますか.

※「②，③が成立するならば①が成り立つ」

証明②よりｚ～‘ならばｙ～ｚが成り立つ。

工～ｙかつ〃～Ｚから③を用いるとヱーエよっ

て，①が成り立つ。※

上の証明の反例として，この(1)があります。この(1）

は②，③は成り立つが①が成り立たない例です。上

の証明について，どこに不術があるか各自考えて見

て下さい。

(2)でも③が不出来であった。Ｊ＝Ｏのときに気づ

くかどうかがこの問題のポイントです。

(3)は，－番不出来であったが，手をつけていた人は

ほとんど満点でした。この関係～は，すべての関

係を満たします｡この同値関係の例は多くさんあ

り，（ア)数の相等＝（イ)三角形の合同＝（ウ）

三角形の相似⑭(エ)ベクトルの相等＝（オ)行列

の相等＝など，高校数学の中にも相当数あります

し，この考え方は数学の根本をなすものであり，

自分と他の物を区別する考え方です。

簸後に，１年生菊地修一郎君の解答例を下に

記し，解説を終ります。

き
き
き

と
と
と

き
の
の
の

と
１
２
３

の
＋
十
十

数
数
数
数

倍
倍
倍
倍

の
の
の
の

４
４
４
４

付
寸
百
寸

力
カ
カ
力

〃
〃
〃
〃

ｒ
－
く
－
ｋ

３
１
４
１

一
一
一
一
一
一
一
一

Ｒ
Ｒ
Ｒ
Ｒ

Ａnｓ

回

染合Ｍ上の関係～というのは，Ｍの２つの要

素の間に工～〃（ｒは〃に～の関係がある)か，

そうでない(工7ＬＪと轡〈）か，いずれかが成り

立つときにいう。

とくに関係～が

①Ｍのすべての要素工に対して

エーエ（反射律）

②エー‘ならばⅢ～r（対称律）

③エー‘かつ‘～ｚならば工～Ｚ（推移

律）

の３つを満たすとき，この関係～を同値関係

という。この３つの条件①反射律②対称律

③推移律をまとめて同値律という。

(1)躯合Ｍ＝'－１，０，１，２}において，

関係～をエリ＞Ｏとするとき，３つの条件①，

②，③の各々について成立するかどうかを調

べよ。

(2)災合Ｍ＝{－１，０，１，２１において，

関係～を“≧Ｏとするとき，３つの条件①，

②，③の各々について成立するかどうかを調

べよ。

(3)複素数の巣合Ｃ＝|α＋bila,ｂは実数，

ｊは虚数単位，′＝－１１において，ご＝α,＋

６㎡，ご＝α2＋62ｉ(α,,α2,6,,62は実数）と

し，関係三,～之２をαf＋6f＝α;＋畷とする

とき，３つの条件①，②，③の各々について

成立するかどうかを調べよ。

解答例

(1)①，エーＯのとき，02＞Ｏではないので，成立

しない。

②，ｒＪ＞Ｏのとき”＞Ｏなので成立する。

③，“＞０，Ｊ之＞Ｏのとき

(i）ェが正の場合，ｙは正となり，之も正となるか

ら，麺＞ｏゆえに成立する。

(ii）工が負の場合，ｙは負となり，ｚも負となるか

ら，ｚ工＞Ｏゆえに成立する。

(2)①’工は実数の範囲にあるのでェ2≧Ｏゆえに

成立する。

②，“≧Ｏのとき，リヱ≧Ｏなので成立する。

③’工"≧０，リエ≧0

Ｊ＝０であったとき，ェが正であっても，ｚ

が負である場合があるので，成立しない。

(3)①αf＋61＝α'＋6Fだから成立する。

②αf＋DP＝α;＋好のとき，

α;＋ﾙﾀﾞｰαf＋屍なので成立する。

③ｎF＋6f＝α;＋6;，α;＋6グーα;＋厳の時，

α；＋Dﾃﾞｰczf＋好＝α;＋6；

．．.αｆ＋Dﾃﾞｰα;＋厳

ゆえに成立する。

（１９８５．２．１１Ｋ．Ｎ記）

瀦評

全般的に見て，(1)，（2)は，手をつけていたし，出

来ていたようだが，（3)は，ほとんどの人が出来てい

なかった。(3)の方がむしろ易しいと思っていました

が，塵数単位のｉという文字が入るとなんとなく手

がつかない人が多かったようですので，虚数単位ｉ

に慨れておくように要望します。以下各問題毎に出

来なかったところの解説をします。

(1)では③が不出来であった。関係r～Ｊと響いた

だけでは，工とｙは同じか遮うかはわかりません。

①のようにェとｙが同じ場合も考えられます。こ

の③では，

１－２かつ２－１より１～１

が成り立つことを示しています。

－７５－



かいてしまう人が居た。ベクトルや座標のときは

公式としてよいが，長さについては，この式が成

立する何等かの脱明を要する。これをキチンと説

明した人が唯一人居て，全体を満点取った。

⑦特別な数値での解答：勝手に数値を与えて処

〕理した解答は，正しい解答の１万分の１か１億分

の１ぐらいしか価値が無い。

⑧螂図をみたらワカルベ蝋

国

台形ＡＢＣＤ(ＡＤ〃ＢＣ）と直線ノがある。

辺ＡＤ，ＢＣの長さを，それぞれα'６とする。

(α＜６Ｍ〃ＡＤで辺ＡＢ，ＤＣとの交点を，

それぞれＰ，Ｑとする。このとき，次の各問に

答えよ。（解答にはフリーハンドでよいから必

要な図を必らずかく）

問１Ｐが辺ＡＢの中点であるとき線分ＰＱ

の長さをα’６で表わせ。

問２対角線ＡＣ，ＢＤの交点をＲとしＰＱ

がＲを通るとき，線分ＰＱの長さをα’

６で表わせ。

問３線分ＰＱの長さがｲﾏｱｰ万となるとき点

Ｐは辺ＡＢをどんな比に内分しているか。

この態度は，斌悪である。

Ⅲ解答例について購艀と指示

始めに断わっておく，コンテスト実施直後に，参

加者全員に渡した「解答と解説」に轡いた事柄は，

ここには再び出さない。必要なときには゛解，解の

何頁を見よ,‘とする。

１問１

①図と答だけ：本来は答だけは翌められない力（

ここでは公式的に暗記している人も居るだろうと

思って特別に点を与えた。すると苦心して多く書

いた人に気の灘になるが，ここは最も楽に片付け

られる所である。蝋中点連結の定理蝋によって，

と書いた人は最も要領がよい。

②ＡまたはＤから，ＤＣまたはＡＢに平行線をひ

く：この方法は，問１だけでなく３問全部を通

して．最善の処理方法であると，当方は考えてい

る。これで処理した人は６名，、解，解ｐ３，ｐ４

を見よい。

③ＡとＤから垂線をひき，ＰＱＢＣとの交点を

きめて：１１名が，これで処理したが，その中で

注目するのは次のやり方である。場所の関係で，

図は書かないから自分でかけ，以下同

．ＡかららＰＱＢＣへの垂線の足をＰ'，Ｂ′

ＤからＰＱ，ＢＣ〃Ｑ'’０

とする（文字は別であってよい）

△ＡＢＢ'と△ＤＣＣをくっつけて別に△ＡＢＣを

Ｉ・配点について

問１図：２点説明：１点から３点まで

問２，問３図：３点説明：１点～７点

特に題意を表わす図を好過した。説明が皆無でも

３つの図があれば満点の３分の１に近い８点，説明

の論述に誤りあったとき全てをゼロにはせず経過の轡

き方に注意して，できるだけ点を与えるようにした。

ただしこれは入学試験に期待できることでないから

くれぐれも注意すること。

Ⅱ露評（一般的）

①比の記号：全員が□：○型を使っている。も

う１つの分数型を誰も使っていない。前者は印刷

に便利で，この講評でも殆んどをそれで示してい

る。後者は計算に便利なので両方をうまく使い分

けるよう練習した方がよい。

②面穂比と相似比：この２つを混同している。

面積比は相似比の２乗になる。

③点の表示：ローマ大文字で点を示していると

きに，ローマ小文字で示すと混乱する。（大学教

授は平気でやっているので困る）

④中線と２等分線：これを混同している人が居

た。数学用語だから区別すること。

⑤比の簡単化：問３で答をJ万－万：６；

JZｱｰｧｰα：b-J77~万のままにしておく人

が多い。誤りではないが，できるだけ約すべきで

ある。

⑥ＰＱをすぐα’6,加,〃の式で表わす。

器-器=鶚としてからすぐに

ＰＱ－鶚帯・と

考える，このやり方は実は､ＡからＤＣに平行線

をひく､というのと同じなのである。その事に注

目してほしい。

ある点からある直線に垂線をひいたときその交

点を、足剛ということは知っていてほしい。

④結果として台形の180.回転と同じになる方法：

かき方は色々ある。台形ＡＢＣＤと合同な台形を

作って，もとの台形に上下反対にしてくっつける。

という意味のものが多かった。ここでその正式な

雷き方を示しておくので読みながら図をかいてみ

よ。

蝋ＤからＢＣに平行線をひき，その上にＤＢ'＝

－７６－



問３ではエーイ万-万として解決する。

②座標で「解，解」のIu

B（0,0）Ｃ(6,0）ＤＭｈ）

Ａ(。－α’ん）Ｐ(９－r,Ａ）Ｑ(９，ル）

と座標を与えＡＰ：ＰＢ＝”：〃として計算すれ

ばエー６湘十α〃となる。
沈十〃

③ベクトルで「解，解」のⅣ
－－→→一一一→→

ＡＤ＝α｜ＡＤ|＝αＰＱ＝工ａ

ＢＣ=ムブ両=腕五両="７
－－→α→一→

ＱＤ＝加９，ＣＱ＝〃９とする
－－→

’＜』『＜上となりｌＰＱｌ＝α工

α|記|＝６となる。
台形ＡＰＱＤから
一一一一→

ＡＰ＋ＰＱ＋ＱＤ＋ＤＡ＝Ｏ

台形ＰＢＣＱから
－－→－－→－－→￣→

ＰＢ＋ＢＣ＋ＣＱ＋ＱＰ＝Ｏ

この2式から（:一重）”となり

６となるように点Ｂ'をとる，，またＣからＡＤに

平行線をひき，その上にＣＡ'＝αとなるように

点Ａ'をとる，直線ＰＱと直線Ａ'Ｂ'の交点をＰ'と

する蝋同じことを次のようにも書く，軌台形ＡＢＣ

ＤをＱ中心に180．回転して台形Ａ'Ｂ'ＤＣとする。

このときＰの移った点をＰ′とする蝋尚１８０．回転

については゛台形ＡＰＱＤをＱ中心に180.回転し

て台形Ａ'ＰＱＣとする蝋の方が，よりよい。

聾き方は色々でもこんなアイデアで書いた人は１２

名いた。

⑤面祇を使う：台形だから平行な２辺間の蛾短距

距離つまり゛高さ１Ａをきめられる。これを使って

台形の面積公式で処理する。５名いたがこれは剛

と楽にできるし，３問共にこれで処理ができる。

２問２

ここは問題の性質上帆相似形と比剛で処理した人

は断然多く２１名であったが，要点は，早く

ＡＰ：ＰＢ＝ＤＱ：ＱＣ＝α：６に気がつくこ

と，計算より前に，ＰＲ＝ＲＱを解ることであった

が，意外と少ない。この撫評第２部の方で，mの①

噸平行線による比の移動蝋を読んでみれば解ると思

う。もちろん問１の識評で触れたように，ＡかＤか

らの平行線をひくことや面祇で処理もよろしい。ま

たここだけでベクトルや座標を使うのは不利であっ

て統一解法としてなら，無意味でない。後記する。

３問３

ここを答えた人は少ないし，また色々個人別であ

り多彩でもあった。その中で蝋直線ＡＢと直線ＣＤ

の交点を求めw‘て処理した人が５名いた。

工一１耐

ｌＰＱ|＝αｴｰｴｴﾑ±-222を得る。
加十〃

以上のように，できるのはできるが，これらがＡ

やＤからＤＣやＡＢに平行線をひく方法に比べて，

如何に非能率的であるかを，よく知ってほしい。

☆第１部，第２部を通して結果的には，、平行線

による比の移動、に片寄ったようで出題者として

は，その点を後悔している。

然し一方，この方法が，図形間の関係を解明する

のに如何にiii明で重要であるかを参加者一同が肝

に銘じてもらえれば幸いである。

４統一的な解法

間１，問２，問３を同じ方法で処理する。これは

段も上手な方法だが，試験場で直ぐ頭に浮ばなかっ

たろう。「解，解」Ｐ３にある。

１－１を第一にすすめる。次は11,次は１－２，Ⅲ，

Ⅳの順となる。以下１－２から後まで３つの方法に

ついて概略説明するが紙面の都合で図はのせないし，

詳説しない。

①「解，解」１－２方法

直線ＡＢＣＤの交点をＥとする６

ＰＱ＝jr，ＥＡ＝ｙ，ＡＰ＝ブルＰＢ＝〃

としてＥＡ：ＥＰ：ＥＢ＝ＡＤ：ＰＱ：ＢＣ

９：ｙ＋加：ｙ＋腕＋〃＝α：Ｚ：６

上の式から，工を＠，６，加，〃で表わすように

するとエーュムー±-222となり
加十〃

問１では加＝〃

問２では腕＝α，〃＝６

四

１９，２９，３９，……の分銅（おもり）がある。こ

の中から適当な個数の分銅を選び，

(1)天びんで１９，２９，３９，……31ｇまでの物の

重さを計りたい。少くとも何個の何ｇの分銅（お

もり）が必要か示しその分銅で十分であるこ

とを証明せよ。ただし分銅は片方の皿にしか

のせないものとする。

(2)分銅はどちらにのせてもよいし，物体と分

銅を同じ1mにのせてもよいとする。このとき

適当な５個の分銅を用いて，１９，２９，３９，

……〃ｇまでの物の重さを計る。〃の最大値

はいくらか。

分銅②⑦天びん

－７７－



意すると，片方に１９，もう片方に３９より２９

をはかることができる。また３９，４９もはかる

ことができる。９９の分銅があれば５９から全部

片方にのせた１３ｇまではかれる。また２７９の分銅

があれば１４ｇから４０ｇまで，８１９の分銅があれば

４１ｇから全部片方にのせたｌ＋３＋９＋27＋８１＝

12】ｇまでのⅢさがはかれる。よって５個の分銅

を用いると，〃の最大値は121となる。

購評

一般には，１９，２９，２２９，２３９……2雄ｌｇの冗個の

分銅により，１＋２＋22＋･…．．＋2"~'＝2"－１９，ま

での整数値の重きの物体が計れる。設問の主旨にそ

った解答の書き方が難しかったようで19,29,49,

89,169の分銅の重さを得ても部分点しかもらえな

かった者が大部分であった。１９から31ｇまでのす

べてを上記の５個の分銅で計れることを列挙しても，

それは十分条件であって必要条件を示していない。

厳密に証明しようとすれば，自然数４が，α,mx2"＋

α"-ｌｘ2鰯-1＋……＋ａｌｘ２＋α‘（αiは１またはＯ）

の２進数で一意的に表せることを言わなければいけ

ない。

(2)の問題も正解者は１９，２９，４９，５９，６９，……

と実際に調べていき，１９，３９，９９，２７９，８１９の分

銅で１＋３＋９＋27＋81＝1219までのⅢさが計れる

ことを示し，最大値〃＝121ｇとなることを求めてい

た。正解者は少数であった。これは３進法の問題で，

一般の３進法は，α"ｘ３ｎ＋α"_,Ｘ３"－１＋…＋α,×３

＋α･(α`は０，１，２）であるが，この問題の係

数αiは－１，０，１のいずれかであり，この場合

対称型３進法表現という。この表現法でも，すべて

の整数は，一意的に表すことができ，特に〃桁の対

３風ﾃ’から里百一Ｌまで称型３進法表現では，一

の整数が表せる。(1)，(2)とも出来はよくなかった。

また解答と解説には，明らかな誤殖があるが，下の

解答例でその訂正にします。

解答例

(１）（遠藤浩太郎君）

兀個の異なった分銅を天びんにのせる組み合せ

は（まったくのせないものは含まない）
ｎ

コ”Ｃムー（１＋ｌ）"－１＝２"－１
上■ｌ

よって31個の重さをIまかるには，少なくとも分銅

は５個なくてはならない。そこでその５個を１９，

２９，４９，８９，１６９とし，計りたい重さをｔｇとす

る（Ｏ＞ｔ＜32）

ｔを２進法表示すればＯ＜ｔ＜2sだから，必ず

ｔ＝ａ０ｘ２４＋ａ３ｘ２３＋ａ２ｘ２２＋α，×２＋αＯ

（α゜,α,,α2,α3,囚はＯまたは１）と表せる。

よってα０，…α‘で１になっているものの分銅を

のせればよい。

(2)（佐藤隆博君）

(1)より５個の分銅を用いると１９から３１ｇまで

はかることができるが，分銅はどちらにのせても

よいし，物体と分銅を同じ皿にのせてもよいこと

から，１９の分銅は必要であり，３９の分銅を用

第２部

囮

６ノー7沈十51J＝24……………………………①

伽＝ｐ【＝９〃・…･……………･………………②

ｐ，９，Ａフル〃は正の整数とする。この

とき

(1)ｐ＝２のとき９の値を求めよ。

(2)，，９，／，湖，〃の組を全部求めよ。

５鶏24等の答えが多くあった(1)第一に９＝

のが気にかかった。〃＞､ｏであるから９，〃の関

係式〃(５－４９)＝２４を満たす正の整数は９＝ｌ

だけであるが，「解答と解説」の着眼点にもある

ように，このとき〃が整数になっていることを確

認する必要がある。

必ｑは正の整数であることより，５－４９＝１，

２，３，４，６，８，１２，２４の場合について調べ

あげた人も多くいた。これは正しいのだが，やは

り解答例のように９のとり得る範囲を考えるべき

である。

加と９またはノと９の関係式を作っても同様に

できるが，ノと〃または加とれの関係式を作ると

簡単にはできないので，９を含む関係式を作るべ

きである。

「ノー12とするとｐ＝２のとき９＝１となる」

という解答も多くあった。これは｢ｒ＝ェを満た

すェを求めよ」という問いに，エーｌと答える

のと同じことであり，「ｑを求めよ」ということ

は「条件を満たす９をすべて求めよ」ということ

であるから正解とはいえない。

(2)解答例のような答案は１枚もなかった。

('１の一般形として”=",'-千を

①に代入して６千-7”+5"=２４

”(÷-7,+`)-2‘
”>Oであ…￥-7`+5>Oとなる

－７８－



が，ここでｐ≧３とすると

ﾕｰｧ`+５－`(:-7)＋５ｐ

≦．(:-7)＋５
＝－５９＋５

＜0となり不適

よって，ｐ＝１，２の場合について調べればよい。

(1)と同様に〃は正の整数であるから

ムユー７９＋５＝１，２，３，４，６，８，
ｐ

12,24の場合について調べている人もいたが，

苧-7`+5は整数に鞍ろとは鰹…｡(ただ
し．こほ問題ではｐ＝１，２であるから整数とな

っている｡）

また，ｐ＝１，２の場合だけについて考えてい

る人もいたが，やはりＰ≧３のときは条件を満た

す整数は存在しないことを確麗しなくてはいけな

４
妬
妬
拠

り
一
一
一
一
一
一
一
―

よ

、
肝
Ｍ
ｌ
ｗ
ｌ
ｗ

『
③
４
３
妬
妬
廻

》←狂鋼トドトート‐帳
９
Ｊ
沈
劔

》》》き櫻認》唱信ｒ』「付しＦ
悴》』ｐ韮諦伺郁巷》（旧い吟レトト』
、
印
ｐ
５

ｐ＝２のとき(1)より

９＝１，机＝〃＝24,ノー12となる

，≧３のとき

③より

’''5-(7-:)`'-24の
（7-;)`の部分が`にどん竃正の整数を入
れても５以上になってしまうので〃が負とな

り不適

よって

（’’９，ノ，伽，〃）

＝（１，１，６，６，６)，………

い◎

解答例(2)のみ

(i）白山爽司君の解答

６/＋512-7沈＝24より

６１qJ＋5,9〃－７pq伽＝2４，９

沈＝，J＝”より

69祁十5，加-7p9湘＝２４，９

伽(69＋5p-7pd）＝24,ｑ

郷＞Ｏより６９＋59-7,q＞Ｏ

ｐ＝１のとき税(５－９）＝249より

ｑ＝１，２，３，４

このとき加＝６，１６，３６，９６

ノー６，１６．３６，９６

〃＝６，８，１２，２４

ｐ＝２のとき

ｑ＝１，蹴＝〃＝24,ノー１２

ｐ＝３のとき

池（15-159）＝729

15-159＞０，ｑ＞Ｏより不適

ｐ≧４のとき

６９－p(７９－５）≦69-4(－５＋7q）

.＝２０－２２９

９＞Ｏより６９＋59-7,9＜Ｏとなり

よって

（，，９，／，腕，〃）

＝（１，１，６，６，６)，．……･・

回

６９＋59-7,9＜Ｏとなり不適 露評

２部にしてはやさしい問題で，満点は少なかった

もののかなりの生徒が手をつけていた。

(1)ば,÷=!とおくことに気づけば,２次関数の
股大・股小に帰藩きせられるが，中には判別式を

－７９－



用いたもの，微分を用いたもの，グラフを用いた

ものもあった。判別式を使ったものは，本来ｚ＞

Ｏより，解が正であることをいわねばならない力：

いっていたものは少なかった。微分を用いた者は

「鶏を割くに牛刀を用いる」の気味なしとしない。

グラフを用いた者は厳密性に欠けていて．点数を

与えてもいいような者はいなかった。

(2）は(1)を利用するのであるが，そのために，相加

相采平均を用いる。用いることに気づいても，正

しく使えない人が多い｡．‘＝６と仮定すると(1)

がそのまま使えるが，なぜα＝ｂのときに蝦:大に

なるかを述べた者は１名きりだった。

(3）は相加，相乗平均を用いるが用いかたは２回用

いなければならないため，複雑であり，正しく用

いた者は少<なかった。(2)の結果から類推で結果

を得た者もいるが，それでは問題にならない。

結采，満点はわずか二人であり，この問題にし

ては不満が残る。答のみをかいていた者が多く，

点数にならなかった答案も多い。全体に不等式の

扱い方を知らない答案がめだった。

次に力Ⅱ々谷重英君の答案を解答例として上げてお

くので参考にしてほしい。

⑤
二
ａ

１
｜
α
十
ａ

１
ｌ
ａ
ワ
】

=筈夢一二二Ｌａ２

Ｍａｘ='とおくとﾆﾃｰL=ｆ
ｍ２－α＋１＝０

αは正数なので解と係数の関係より+>ｏ
ｒ２を両辺にかけｆ＞ｏである

αは実数なのでＤ＝１－４'≧Ｏ

“≦’’≦＋

よってMax十ﾆﾗｰL=十厘週="－４
（α－２)2＝Ｏα＝２

α－６=2の時Max十
(3)(2)と同様αと６とＣは同値であるから

３－(:)一旦２デー旦竺ﾆｭｰﾆﾆＬ
３ａ２碇

３ａ３｡

ＭａｘをＡとおくと同様に

‘－２の時Max十

．－６=c＝2の時ＭａⅨ十

解答例

(1)÷をzとおくと与式は薮-ｪ邇で表せる｡(ｪ>o）
－ｴｭ＋エーー(ｒ－士)2＋寺

最大lidはエー者の時の汁

÷-台より錘-4の時である

…の時Max+
(2)まずαと６は同値である必要がある。

なぜなら，α'６が共に正であるためα＋６がα,ｂ

同値であるもの，ないもの，同じ値だった場合

（１）α＝加６＝加とおく

（２）α＝獅十回り＝？"－αとおく

分醗の：+ナニデか
（]'の鵜合豐なのに対し
(2)の鶏舎鋼砦,となり仁纐謬-…’

(1)の値よりも大きくなってしまうから

である。

＋+；が(2)より大きくなると２－(÷十十）
は(1)より小さくなりα＋６は同じなのだから，

結果的に(1)より小さくなってしまう

ゆえにαとｂは同値だ

６＝αを代入

「1点ＡとＡを通らない１直線／があり，ノ

上には３点Ｂ，Ｃ，Ｄがある。

線分ＡＣ，線分ＢＤの中点をそれぞれＭ，Ｎ

直線ＢＭと直線ＡＤの交点をＥ直線ＢＮと直線

ＡＣの交点をＦとすればＥＦはＡＢに平行であ

る凶

上の命題について次の各間に答えよ。

（解答にはフリーハンドでよいから必要な図を

かけ）

問１３点がＢ､Ｃ，Ｄの順序でノ上に並んで

いるときＥＦ〃ＡＢを証明せよ。

問２自分が問ｌで試みた証明は３点がＣ,Ｂ，

Ｄの順序で並んでいるときにあてはまるか

どうか確かめてみよ。そのまま当てはまる

か当てはまらないなら，どう変えればよい

か明らかにせよ。

Ｉ配点について

問１図：５点説明：１点から10点まで

問２図：３点説明：１点から７点まで

図を重要視することは，第１部と同じである。

、識廓（一般的）

第１部と重複するものは，できるだけ避けた。

-８０－



以上は問１についてであるが，問２についてＢ

がＣＤの中点でなければ全く同じに証明される。

ＢがＣＤの中点ならばＢＭ′ＤＡ，ＢＮ〃ＣＡで

Ｅ，Ｆは存在しない。だが２年生以上は蝋基礎解

析､`で極限値を習っている。今ＢＭがずっと遠い

所で出会っているとしてその点をＥとしておく，

またＢＮもそのように考えてＦとしておく。ここ

でＮＡ＝α,ＮＢ＝6,ＡＥ＝工，ＢＦ＝〃

α’６は定位工→｡｡，ｙ→｡。とする。

ＮＥＮＡ+AE=器十,－号十,－，ＡＥ̄＝ＡＥ

同様にして器→1

種鰻値が等しいから鵲一帯として
ＥＦ〃ＡＢがいえる。

③座標で

座標を使った人は９名，これもその気持がわか

るのだが，失敗した人は計算が複雑になってダウ

ンした。その原因は，座標軸の与え方にある。つ

まり各点の座標に使う文字が多くなると大変，そ

れを少なくするにはノをＺ軸，Ａからノに垂線を

ひき，それをｙ軸にすれば文字が少なくて何とか

なる。これで成功した人の中でこの問題全体を満

点にした人が一人居た。

生徒が高校までで習うのは、直交軸．というも

のだが，これを゛斜交軸､ＬＡＢをｙ軸，【をＺ軸

にするともっと楽になる。

④記憶してもらいたい

蝋平行線による比の移動職という処理方法が，

どんなにiii』|』か「解，解」のｐ７右半を見てほし

い。

⑤問２でＢがＣＤの中点の場合ベクトルの所で示

したが，どのような解法にしても，Ｂが中点であ

ればＥ，Ｆは存在しないのであるから高校では，

この場合を除いて糠わない，然し数学はそんなに

狭い避見を持たない。そこで殿も考え易しく説明

も簡単な平行線による比の移動を元にして考えて

みよう。とにかくＢがＣＤの中点でなければ必ら

①楯環論法

結鵠を，知らず知らずのうちに前提して議して

行く人が７名も居た。

②ベクトルを使った人は多かったが皆失敗。

③座標を使った人も多かった。それには，軸をど

うするかが重要なのである。

④補助線の語を第１部でも使った人が居る。これ

は中学で教えてないはず。これには出題者の意見

があるが長くなるので省く。

⑤間２について，題意をよく掴んでいなし1人が多

い。この関係について数学教師の研究会で出題者

が祥しし､発表する予定である(今秋)。

Ｈ１解答例について露秤と指示

①平行線による比の移動という処理が１名もなか
ったのは蝋おどろき蝋であった。証明すべき対象

が平行線なのだから第一に浮ぶのは角の相等であ

る。所が角だけで証明するのは無理であって試み

た６名は皆失敗した。次に浮ぶのが比だろうとみ

た出題者の予想は見事に外れてしまった。

蝋三角形で一辺に平行な線と線分間の比例関係蝋

これは基本事項として覚えておくべきである。

帆三角形ＡＢＣとＢＣに平行な直線ノがある。

ノと直線ＡＢＡＣの交点をＤ，Ｅとすれば，ｉ

ＡＤ：ＤＢ＝ＡＥ：ＥＣｉｉＡＤ：ＡＢ＝ＡＥ：

ＡＣ＝ＤＥ：ＢＣｉＩ士２辺についての比例関

係ｉｉは３辺が皆出てくることに特徴がある。

ｉについて噸平行線でＡＤ：ＤＢがＡＥ：ＥＣ

に移る蝋という考え方をするのが役に立ち,ｉｉで

も同様である.ここにわざわざ直線ＡＢ，ＡＣと

した所に注目してほしい。どちらの延長と出合っ

ても比例関係不変である。

②ベクトル

ベクトルを使った人が12名も居た。当然だろう

平行だからベクトル，２年生以上は直ぐ思いつく

のである。所が成功していない。理由の1つには

、ベクトルの数が多い剛がある。

ここはその欠点を補う為にどうしても

゛位極ベクトル．を使うべきである。Ｂを始点と
→

してＡ(了）Ｃ(で）Ｄ(hc）ん〉ｌその後は色々
やり方があるが－つの例としては
－→－→－→－→

ＢＥ＝ｐＢＭＢＦ＝９ＢＮ

Ｆ~菅＝s扉【＋（１－s)両ｉ
－→

百~IF＝f百７(＋（１－！）ＢＣとして
ｓ,ノの関係を，,“んから求めて

ＥＦ＝（１－２s)ブを得て証明終り
－→

このときのｈ,，,ｑ１ｓ,ｊには、それぞれ範囲力『

定まるが証明には無関係である。

ずＥＦはＡＢに平行になる。さてＢをＣＤの中点

に近づければＥ，Ｆは，それぞれ直線ＡＢ，ＡＣ

上，ずっと遠くに存在することになるが，それで

もＥＦはＡＢに平行になっている。この性質はＥ，

Ｆが，どんなに遠い所にあっても不変である。

蝋平行蝋という概念は゛２直線は必らず１点で交

わる蝋という公理を確定すれば蝋無限遠点で交わ

るv、ことになる。そこで無限遠点でもこの性質は

変わらないとして職ＥＦはＡＢに平行蝋とする。
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諸君が将来理系の大学に入学すれば執射影幾何蝋

という面白い学科があって，これらについてのモ

ヤモヤを解消されることであろう。今ここに薔い

た事は、極限値蝋の考え方と一致する。

⑥直線には向きがある

ベクトルや座標で，ポンヤリ出てくるが，今回

の問題も執直線の向きｗＩを考えながら解答するこ

とになれば恐ろしく難かしい事になる。然し数学

をやる以上感直線の向き蝋から目を外らすわけに

は行かない。それは丁度、すべての数にはプラス，

マイナスの符号がついている蝋として代数以上で

学ぶことと一致している。これらに就いても先生

方の研究会で発表する予定である。

｜α|＝/了＝|α１，|β|＝たす＝|Ｃｌ
となり，実数の場合と両立している。さて(ii）はす

ぐさま示せる。

αβ＝(ｚｚｃ－６ｄ）＋（αｄ＋ＤＣ)ｉ

だから．

｜αβ'2＝(αc－６‘)2＋(αｄ＋6c)２

＝ａ２ｃ２＋６２‘2＋dz2d2＋ｂ２ｃ２

＝(α2＋62）に2＋ｄ２）

＝|α'２１β'２

＝(|α||β|)２

１αβ|≧０，｜α|≧０，｜β|≧ｏより，

（ii）｜αβ|＝|αⅡβ｜

(i）は，α＋β＝(α＋ｃ）＋⑯＋ｄ）ｉ

ｌα＋β'2＝(α＋ｃ)2＋⑰＋ｄ)２

＝α2＋62＋C2＋ｄ２＋2(αc＋6の

＝|α'2＋|β'2十2(αc＋6の

ここで，（αc＋６．)2≦（α2＋62)(ｃ２＋‘2）を示そ

う。

(α2＋62)(ｃ２＋ｄ２)－(αc＋６．)ｚ

＝ａ２ｄ２－２ａ６ｃ‘＋ｂ３ｃ２

＝にｄ－６ｃ)２≧Ｏ

よって，にc＋Ｍ)２≦（α2＋62)(ｃ２＋ｄ２）

｜“＋6.1≦|α||β｜

上のことから，

（|α'一|β|)2≦|α＋β|ｚ

≦（|α|＋|β|)２

一般に

｜|α|刊β||≦|α+β|≦|α|＋|β｜
が成り立つ。

この問題は，係数および入が複素数であっても成

立する関係である。

囚

／(Ｚ)＝α･Ｚ"＋α,工鈩!＋α2工河〒2＋…＋α"(〃≧

１）なる多項式と任意の数Ａについて，

ｇに)＝(エーハ)／(工）

＝ＣＯ工冗十’＋Ｃｌ工、＋…＋ｃ"＋ｈ

とおき，

Max(laol，｜α,|，…，｜α"|)＝α｜）

Max(|col，ｌｃｌｌ，…，｜c"十,|)＝ｃ（＞Ｏ）

であるとき，

：≦"＋’
を次の場合に分けて示せ。ただし，Ｍａｘ（ふ

り,…,ｚ）は工,ソ,…，ｚの中の最大なものを表

す。

（１）｜Al≦１（２）Ｍ|≧１

議評

正解にたどりついた者は全くいなかった。問題文

自体を理解するのに手間どり，高校生には不慣れだ

ったと思う。ＭａｘはMaximum（最大値)の略で，

他にMinimum（最小値)の略であるＭｉｎという記

号もある。今後出てくることもあろうかと`思うので

例を挙げておこう。

例Ｍａｘ（２，－１，３）＝３

Ｍｍ（２，－１，３）＝－１など。

さらに，絶対値記号|＊|の性質については，α,β

を実数として，

（i）｜α＋β|≦|α|＋|β｜

（ii）にβ|＝|α||β｜

が成り立つ。証明は数学Ｉの教科書にあろう。

ところで，（i),(ii)の関係はα,βが複素数であっ

ても成立する。いま，α＝α＋“β＝ｃ＋ｄｉ（α，

6,ｃ,‘は実数，ｉは虚数単位)とし，｜α|＝/z7zT~反

|β|＝/戸Ｔ７と定義する。この定義はα,βが実
数のときは，

解答例

（１）ｇ(工)＝(工一A)／(工）

＝α･工"+'＋(αI-Azz｡)工河十(ａ２－Ａａ１）

工"-1＋…＋(α〃-Aα炉,)エースα〃

．.､ＣＯ＝α0,ｃ,＝αl-Aao,ｃ２＝ａ２－Ａａｌ，…，

ｃ〃＝ａｎ一Ａα冗一,，亡冗十,＝－Ａα〃

よって，α･＝ＣＯ，＠!＝Ｃｌ＋Ａα0,α2＝Ｃ２＋AdZI，.

α〃＝ｃ〃＋Ａａｎ－Ｉｏ

条件より，｜col≦ｃ，ＩＣ」≦ｃ,…;|c"|≦ｃ

だから，Ｍ|≦１ならば，

｜α･'＝|coI≦ｃ

ｌａｕｌ＝に,＋Ａａｏ|≦|c,|＋|Ａａｏｌ

＝|c,|＋Mllao|≦|cjl＋|α･|≦２ｃ

ｌａ２１＝|c2十八ｍ|≦|c,|＋Ⅱａｌｌ

＝lc21＋Mllall≦ＩＣＩ|＋|α,|≦３ｃ

以下同様に，

－８２－



別解

αｏ＝ＣＯ

α,＝ｃ,＋ハロo＝ｃ,＋Ａｃｏ

ａ２＝Ｃ２＋Ａ２,＝Ｃｚ＋八Ｃｕ＋Ａ２Ｃ。

●●■

α列＝Ｃ列＋ＡＣＵ因－１＋…＋ハ､ＣＯ

あるいは，Ａ≠Ｏなら

Ｃ〃＋１

α打＝－－
Ａ

｜α,ＴＩ＝lc風十Aα卿-,|≦|c"|＋|Aα"-1｜

＝|c"|＋'八Ⅱａ風-1|≦|c腿|＋|α雄,｜

≦ｃ＋〃ｃ＝（〃＋１兀

故に，ｌａｉｌ≦（,z＋１比（ゴー０，１，２，…，，，）

よって，α≦（〃＋１）ｃ，すなわち

：≦耀十’ （証明終）

（２）｜』l≧１より，Ａ≠0

-万烏－９(筵)一二荷÷ナル）

‐(十一十)(…!÷+α圏÷←+`鰄豈）
よって,←ｴとおくと，

‐+(c･+c…菱霞+…+…蝿轤!）

卜
竺
入
、
｜
肥

肥
肝

②CJ2-l

入

Ｃ几＋】Ｃ〃Ｃｌ
αＯ＝￣￣￣￣－．．．－￣

A"+1 Ａ〃入

-(葱一十)(……迩蟄+……瓢）
A＝Oなら，α=cよ'八号－１

Ａ≠Ｏとする。

｜Al≦１なら①より，｜α`|≦(〃＋１）ｃ

ｌＡｌ≧１なら②より，｜α'|≦(〃＋ｌ）ｃ

'合'≦'より(1)の籍鑛を'

＠≦(獺十DTliT

I〕(1)の結果を用いると，

よってゥ

尖：薑子實''十Ⅱ

二
一

αｌＣ 〃＋１
(証明終）(証明終）
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