
着眼点

　本問は���次方程式を解くことや共役の関係，対称性について考えるものでした。

　式変形の繊細さや対称性を考えて式を表現する工夫，複雑な代入など普段意識してない

ものがいっぱいです。

　連分数展開はユークリッドの互除法とも関連し，���次不定方程式の具体的な解の構成，

���次無理数の有理数近似にも応用されます。この分野では，ガロアの定理「循環部分を逆

順にしたものの共役と元の数との積が����となる」をクライマックスとされているようで

すが，その一般化についての問題です。周期���では，定理のような性質が成り立ちません

が，根号の中の式については対称性が成立します。これはより多い周期でも期待できそう

ですが，周期���（本問���）のように根号の中の数については，回転や線対称（二面体群の

元）のみでの不変性が認められます。より一般ではどうでしょうか。一般化できれば面白

い性質かも知れません。
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���　連分数の計算において，分母，分子ともに�[�の高々���次式となる。したがって，連

　分数を順番に計算すると，方程式は�[ 
�F[ G

�D[ E
�（�D�，�E�，�F�，�G�は自然数）と表せ，

　� �D[ �E[ F[�G�となる。�D
��から循環連分数は���次方程式の解の一つとなる。ま

　た，�[�の条件より�[�は正の数となる。

　　ゆえに，循環連分数はある整数係数の���次方程式の正の解となる。
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　　よって，方程式は��EF �� �[ ��DEF�D�E �F [��DE ��  ��となり，この方程式

　の解の根号の中は，
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　　これは�D�，�E�，�F�についての対称式となっているので，�� �F，E，D �で表される数にお

　ける根号の中の式は，�D�，�E�，�F�の全部または一部を入れ替えても変わらない。
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　　分母を払い整理すると，
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　　この���次方程式の解の根号の中は，
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　　ここで，�D�E�F�G�H�，�DEFGH�は�D�，�E�，�F�，�G�，�H�のいずれについても対称

　であるから，残りの�DEF�EFG�FGH�GHD�HDE�について考える。

　　与えられた図より，�DEF�，�EFG�，…，�HDE�は，五角形でいうと���辺を共有する二等

　辺三角形とみなせる。文字を入れ替えても変わらないとは，これら三角形の入れ替えを

　意味する。

　　五角形の中心�2�での回転と，���つの頂点と点�2�を結ぶ直線での折り返しの組み合わ

　せによる移動では三角形の���組は変わらない。

　　ここで，二等辺三角形の鈍角部分が入れ替えで鋭角部分になるとする。三角形の回転

　と線対称の対称性から，�DEF�について�D�E�，�E�F�，�F�D�を考えると，残りの�G�，�H

�　のいずれかは�G�，�H�に変わる。しかし，この場合，�GHD�は�GHE�に変わるが，元の項に

　はないので不適。

　　よって，すべての鈍角部分の点が同じ鈍角部分に入れ替わる。このときは，回転と折

　り返しの対称性より�D�，�E�，�F�が変わらないときを考えると，�HDE�，�EFG�はそれぞれ

　同じ�HDE�，�EFG�となるので�G�，�H�も変わらない。

　　以上より，根号の中の式が，文字を入れ替えても変わらないのは，図でいうと五角形



　の中心�2�での回転と，���つの頂点と点�2�を結ぶ直線での折り返しの組み合わせによる

　移動による。


