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問題１円周の長さが１である円の中を円周上の点Ａから動点Ｐが直進し,円周上
の点Ｂ,，Ｂ２……，にぶつかるごとに図のように反射して方向を変える。次の問に答
えよ。

（点Ｂｌは動点Ｐが最初にぶつかる点，点Ｂ２は２回目にぶつかる点，……Ｂｎはｎ回

目にぶつかる点を表す｡）

（１）弧AB1の長さが÷であったとき,点Bnで点Ａと重なるという｡nの最小値を求
めよ。

（２）弧ABIの長さがｒ(Ｏ＜r＜１）のとき，次の、（ｲ)を説明せよ。

ｍｒが有理数なら，必ず点Ａに戻ってくる。

(ｲ）ｒが無理数なら，点Ａには戻ってこない。

題２解答用紙にある図は共通部分が頂点Ａだけの正方形ＡＢＣＤ正方形ＡＥＦＧ

でありＡＤ＝２ＡＥとなっている。

解答に必要な図はfreehandでよいから，この図に加えること。

問１：ＥＤを一辺として前の２つの正方形とはＥ，Ｄの外に共通部分が無いように

正方形ＥＤＩＪを書け。以下二ＡＥＤ＝α,どＡＤＥ＝βとする。

問２：△ＥＡＤを中心に90.回転してＥＤをＥＪに重ねＡの移った点をＡ'とする。

次を証明せよ。（問２の図は問１の図に加えること）

（１）Ｆ,．Ｅ，Ａ'は一直線上にある。

（２）ＡＴ＝Ａ'Ｊ

(3)〈JFE=÷(α+β）
問３：ＢＧを一辺として前の３つの正方形とはＢＧの外に共通部分が無いように

正方形ＢＧＭＮを書け。

問４：△ＡＧＢを中心に90.回転してＧＢをＧＭに重ねＡの移った点をＡ"とする。

次を証明せよ（問４の図は問３の図に加えること）

（１）Ｆ，Ｇ，Ａ"は一直線上にあって，Ａ"Ｍ＝Ａ"Ｆ

（２）二ＧＡ"Ｍ＝α＋β

（３）Ｍ，ＥＪは一直線上にある。

問題２

－１２７－



問題３数１，２，３，…、を全部同時にとりあげて－列に並べる。（これを異なる

ｎ個のものからｎ個とる順列という）その111頁列の中でどの数字ｋに対しても数字ｋ

がｋ番目にないものを「かく乱１１１頁列」という。例えば、＝３のとき３，１，２はか

く乱順列である。

（１）ｎ個の数のかく乱順列の総数をＤ(､)て･表す。このときＤ(3),Ｄ(4),Ｄ(5)を求め

よ。

（２）Ｄ(8)を求めよ。ただしＤ(6)＝265,Ｄ(7)＝1854であることを用いてもよい。

問題４発についてのｎ次の多項式／(r，、)(､＝０，１，２，３，………)を次のよ

うに

／(x,ｏ)＝,/い，)=Ｍ(x’２)=止冒-1L,………

-枇『M-IillUご鵯晉三一（n＝１，２，３………のとき）

また，多項式／は，、)に対して，（△／)("，、)を

（△／)(え，、)＝／(x＋１，、)－／(x，、）

とおく。このとき，次の式が成立することを示せ。

（１）／(x十Ｊ，２）＝／(x，０）×／(ｙ’２）＋／(jr，１）×／(ｙ’１）

＋／(え，２）×／(ｙ'０）

（２）／(x，、)＝／(r－１，，－１）＋／(x－１，，)(n＝１，２，３………のとき）

（３）（△／)(x’０）＝Ｏ

（４）（△／)(r，、)＝／(r，、－１）(､＝１，２，３，………のとき）

－１２８－



問題５，は自然数、９は整数とし，'’９は互いに素とする。

Ｌ有理数号に対して､′>…ば.常に|÷-号|≧告と…うな正の定数
ｃを見つけよ。

２有理数告(胸は自然数,'は整数蝿,'は互いに素)に対して'>…ば,鴬
に

｜÷÷|≧告
となるような正の定数ｃの最大値を求めよ。

ａ正の鱸理数`に対して|，一芸|<,(☆,)……①と
が無数にあることを次の手順で証明せよ。

（ｉ）正の実数灘に対して，（ｒ)を〃の小数部分とする。

自然数Ｎに対して，Ｎ個の数(8)，（２８)，（３０)，……，

な区間(０，１)の中に存在する。

（Ｎ＋１)等分

……①となるような有理数÷

(Ｎ,)は下の図のよう

0１２３Ｎ－１Ｎ

Ｎ＋１Ｎ＋１Ｎ＋１Ｎ＋１Ｎ＋１

上のことから，ある自然数、（１≦ｎ≦Ｎ)と整数ｍに対して，

｜､`-ml<T十丁となることを証明せよ。
(ii）①を満たす有理数が有限個であると仮定して，矛盾を導け。

１
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同様に考えると動点Ｐは、＝ｐのとき元の点

Ａに戻ってくる。

(ｲ)動点Ｐは点Ａにもどってくると仮定する。

□
円周の長さが１である円の中を円周上の点

Ａから動点Ｐが直進し，円周上の点Ｂ１，Ｂ２，

……，にぶつかるごとに図のように反射して方

向を変える。次の問いに答えよ。

（点Ｂｕは動点Ｐが最初にぶつかる点，点Ｂ２は

２回目にぶつかる点,……点Ｂｎはｎ回目にぶつ

かる点を表す｡）

(1)孤ABjの長さが÷であったとき,点Bmで
点Ａと重なるという。、の最小値を求めよ。

(2)狐ABIの長さがｒ(０＜r＜１)のとき，次の

けXｲ)を説明せよ。

（７）ｒが有理数なら，必ず点Ａに戻ってくる。

（ｲ)ｒが無理数なら，点Ａには戻ってこない。

ｎ
世

即ち，動点Ｐは、＝ｍのとき点Ａｋと重な

ると仮定できる。

点Ｂ叩Ｂ’……，で反射することにより弧

ＡＢ,＝弧Ａ１Ｂ２＝……弧Bm-uBm＝ｒとなり，

仮定からｍｒ=kとなるが,r=器と表され,こ
れはｒが無理数であることに反する。よって，

動点Ｐはもどってこない。

線 解答用紙にある図は共通部分が頂点Ａだけ

の正方形ＡＢＣＤ正方形ＡＥＦＧでありＡＤ＝２

ＡＥとなっている。解答に必要な図はfreehand

でよいから，この図に加えること。

問１ＥＤを一辺として前の２つの正方形とは

Ｅ，Ｄの外に共通部分が無いように正方形

ＥＤＩＪを醤け。以下二ＡＥＤ＝α，どＡＤＥ＝

βとする。

問２△ＥＡＤをＥ中心に90.回転してＥＤを

ＥＪに重ねＡの移った点をＡ'とする。次を

証明せよ。(問２の図は問１の図に加えるこ

と）

（１）Ｆ，Ｅ，Ａ'は一直線上にある。

（２）Ａ'F=八Ｊ（３）≧JFE=÷(α+β）
問３ＢＧを一辺として前の３つの正方形とは

ＢＧの外に共通部分が無いように正方形

ＢＧＭＮを書け。

問４△ＡＧＢをＧ中心に90．回転してＧＢを

ＧＭに重ねＡの移った点をＡ"とする。次

を証明せよ。(問４の図は問３の図に加える

こと）

（１）Ｆ，Ｇ，Ａ"は一直線上にあって，

Ａ"Ｍ＝Ａ"Ｆ

（２）二ＧＡ"Ｍ＝α＋β

（３）Ｍ，Ｆ，Ｊは一直線上にある

Ｂ，

Ａ

Ｐ

Ｂ２

｢蕾雨烹１
(1)図のように反射すると弧ＡＢ,＝弧ＢＩＢ2＝

……=÷に着目する。
(2)、正の有理数は；(p,ｑは互いに素な自然数）

と表すことができる。

（ｲ)正の無理数は：(p,ｑは互いに素な自然数）
で表すことができない。

隔客FFn
(1)、＝７のとき点Ａと重なる。理由は下図のとお

り（ＡＡ１を円周とする)。

Ｂ，Ｂ２ＢａＢｑＢ５ＢｏＢ７
￣￣￣

ＡＡｎＡ３Ａ３

点Ｂ,，Ｂ２,……で反射することにより弧ＡＢＩ＝弧

蛎驍鮒裳鮒熟議
となることが必要十分である。３と７は互いに素で

あるから,÷､が整数であるためには､が7の倍数
であることが必要十分゜故に，そのようなｎの最小

値は７である。

(2)、rが有理数なら,r=号(p,ｑは自然数で互い
に素）とおくことができる。このとき，(1)と

[麺
(1)どAEA'＝90.,こＦＥＡ＝90.

(2)ＡＴ＝２ＡE，Ａ'J＝ＡＤ

(3)＝ＥＡ'Ｊの補角は△JFA'△JEA'両方の

外角となる。二ＡＦＪ＝βとでも冠いて考え

問２

－１３１－



』

灯灯灯

る。

問４（1)は問２(1),(2)と同様(2)二Ａ,'＝二・ＧＡＢ,ＥＡ

をＡの方に延長して，その上に任意に一点Ｑ

をとる。そして二ＧＡＢ＝二ＱＡＤを見つける。

(3)二MFA"＝秒とでも置いて△ＭＡ"Ｆから

問３のfig Ｆ

I§んロロ
□

八・

Ｆ

八・

Ｆ
(；

八 、

２秒＋α＋β＝180.

図
ＣⅡ

』

」問１
肘

IＦ

聡ん
閉４のfig

□□

Ｐ ﾛ～--A'Ａ'

Ｇ

β
Ａ 、

ニユ／
パ

□＋β
？？

H1

ｑ

ＣＢ

問２の
隅

問４ (1)二Ａ"ＧＡ＝90.，二ＦＧＡ＝90．

二Ａ"ＧＡ＋どＦＧＡ＝180.

...Ｆ，Ｇ，Ａ"は一直線上にある。

Ａ''Ｆ＝Ａ"Ｇ＋ＧＦ＝２ＡＥ

Ａ''Ｍ＝ＡＢ＝２ＡＥ・・・Ａ"Ｍ＝Ａ"Ｆ

(2)二ＧＡ"Ｍ＝竺ＧＡＢ

ＥＡをＡの方向に延長して，その上に

任意に一点Ｑをとる。

二ＧＡＢ＝二ＧAＱ＋どＱＡＢ

＝90.＋≦ＱＡＢ

こＱＡＤ＝二ＱＡＢ＋＝ＢＡＤ

＝二ＱＡＢ＋90.

..．二ＧＡＢ＝二ＱＡＤ

－方二ＱＡＤは△ＥＡＤの外角

だから二ＱＡＤ＝α＋β

、.、二ＧＡ"Ｍ＝二ＧＡＢ＝α＋β

(3)△ＭＡ"Ｆで二Ａ"＝α＋β

どＭＡＦ"＝秒と冠けば二Ａ"ＭＦ＝沙

２１１＋α＋β＝180．

ハニMFA"=90.-÷(α+β）
どＭＦＡ"＋ごGFE＋＝ＪＦＥ

＝90.-÷(｡+β)+90.+÷(α+β）
＝180.

...Ｍ，Ｆ，Ｊは一直線上にある。

⑰

問２（１）二ＡＥＡ'＝90.，二ＦＥＡ＝90．

二ＦＥＡ＋竺ＡＥＡ'＝180゜

．.．Ｆ，Ｅ，Ａ'は一直線上にある。

(2)ＡＴ＝ＡＥ＋ＥＦ＝２ＡＥ

ＡＪ＝ＡＤ＝２ＡＥ

、．.Ａ'Ｆ＝ＡＴ

(3)ＪＡ'をＡ'の方向に延長して，その上

意に一点Ｐをとれば△JEA'から

二ＥＡ'Ｐ＝=Ａ'EJ＋こＡＴＥ＝α＋β

また=JFA'＝０と置けば

△JFA'からどＦＡＰ＝２０

．．．２０＝α＋β

』’=ﾅ(｡÷β）

その上に任
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よってこれは②…⑤の4個のかく

ゆえに①が２のときは11通り

仮に①が２であるとすると（ｉ)②が１のとき，

（ii)②が１でないときに分けられる。

（ｉ）①が２，②が１のとき

①②③…⑧

③…⑧の６個のかく乱順列の

（ii）①が２，②が１でないとき

|;三ｉｉＩ霧Ilii
よってこれは②…⑧の７個のかく乱順列の

これは①が３，４，５…８のときも同様な

Ｄ(8)＝７（Ｄ(6)＋Ｄ(7))＝７ｘ｛2119)＝

回
数１，２，３，…，、を全部同時にとりあげて

一列に並べる。（これを異なるｎ個のものからｎ

個とる順列という）その順列の中でどの数字ｋ

に対しても数字ｋがｋ番目にないものを「かく

乱順列｣という。例えば、＝３のとき３，１，２

はかく乱順列である。

(1)ｎ個の数のかく乱順列の総数をＤ(､)で表

す。このときＤ(3)，Ｄ(4)，Ｄ(5)を求めよ。

(2)Ｄ(8)を求めよ。ただしＤ(6)＝265,Ｄ(7)＝

1854であることを用いてもよい。

面療］
、が小さければ数え上げてもよい。、が大きくな

ると規則性に注目しなければ求められない。一般に

はＤ(､＋１）＝、[Ｄ(､)＋Ｄ(､－１)]が成り立ってい

る。…「基礎解析」（２年で学ぶ）の漸化式の内容

席~善１
・１，２，３のかく乱順列は３，１，２と２，３，

１しかないので

Ｄ(3)＝２

・１，２，３，４のかく乱順列は

２，１，４，３３，１，４，２４，１，２，３

２，３，４，１３，４，２，１４，３，１，２

２，４，１，３３，４，１，２４，３，２，１

より

Ｄ(4)＝９

・１，２，３，４，５のかく乱順列

１番目の数を①２番目の数を②･･･…,５番目の

数を⑤とする｡仮に①が２であったとすると(①

が１になることはない）

このときのかく乱順列は

(1).

属~震１
－股にＤ(､＋１）＝、[Ｄ(､)＋Ｄ(､－１)]が成り立

つ

また(､蠣の器ｶﾗ総数)は､→｡｡とするとき
上(eは自然対数)に近ずくことが知られている。
ｅ

①②③④⑤

:士i::):::活と…リ
2,1.5.3.4

2,1,4,35

２，３，１，５，４

２，３，５，１，４

２，３，４，５，１

２，４，１，５，３

２，４，５，３，１

２，４，５，１，３

２，５，１，３，４

２，５，４，３，１

２，５，４，１，３

工についての、次の多項式／(ｪ,、)(n＝０，１，

２，３………)を次のように

／(x，０）＝１，／は，１）＝x，／(工，２）

ｒ(ｊｒ－１）
①が２で

②が１でないとき９通り

このとき｢②に入るのは1でない数Ｊ

「③に’’３でない数」

「④に’’４でない数」

「⑤に’’５でない数」

■●●●■●●ｅ●

２，

一般に，／(え，、)＝

に:三1個)…(奨_(n-nIＩ ｌｘ２ｘ３ｘ……･･･×、

－１３３－



(､＝１，２，３．.…･…のとき）

と定める。

また，多項式／(え,、)に対して，（△／)(jr,、）

を

(△／)い、)＝/(x＋１，，)_／(え，、）

とおく，このとき，次の式が成立することを示

せ。

(1)／(工十ｙ’２）＝／(え，０）×／(ｙ’２）＋／(x，

１）×／(ｙ’１）＋／(x’２）×／(ｙ，Ｏ）

(2)／(〆，、)＝／(工－１，，－１）＋／(x－１，，）

（､＝１，２．３，……のとき）

(3)（△／)(え，Ｏ）＝Ｏ

(4)（△／)しr,、)＝／(工,、－１）(､＝１，２，３，

………のとき）

．..／(え＋y’２）＝／(え，Ｏ）×′(y’２）＋／(x’１）×

／(y’１）＋／(x'２）Ｘ／(y’２）

(2)ｎ＝１のとき，／は，１）＝え,／(jr－１，０）＝１，

／(工－１，１）＝ｊｒ－１より

／(工，１）＝／(工－１，０）＋／(罪－１，１）

は成立する。

ｎ＝２，３，４，………のとき，／(え，、）

x(x－１)(エー２)……(ｘ－(n－２)iは一(n－１)）

１ｘ２ｘ３ｘ……ｘ(n－１)ｘ、

／(r－１，，－１）＝

(x－１)(X－２)(x－３)……l(ｴｰ1)＝(n－3)){(x-l)－(n－2)）
ｌｘ２ｘ３ｘ..…｡ｘ(n－２)ｘ(n－１）

／(jr-1，、)＝

(ｚ－１)(Ｘ－２)Ｏｒ－３)……((x－１)－(､－２))((エーｌ)－(n－１)）
ｌｘ２ｘ３ｘ･･…｡ｘ(n－１)ｘ、

より，

/(工－１，，－１）＋／(え－１，，)＝

(え－１）(非－２）(ｊｒ－３)……(jr-n＋１）

｢蕾藤ｉｌ
①／い、)は,ｘについての、次の多項式を表すこ

とに着目する。、が０，１，２のとき具体的な例と

して表わされているので，(1)の正解は得やすいと

思う。

②１から、までの自然数の蔽は、／(、の階乗)と

表すが，これは

、ノー１ｘ２ｘ３ｘ……ｘ(､－２）ｘ(ｎ－ｎｘｎ

を意味する。

同様に，ｘ(え－１）(エー２)……

（jr-(､－１））は，ｎ個の積で，

x(兀－１）(x－２)……

（兀一(､－３)）（x－(､－２）)(工一(､－１））

を意味することに，注意する。

③（△／)は,、)の定義については,理解しやすいと

思う。高得点を期待する。

商

ｌｘ２ｘ３ｘ……×(､－１）×、

×（n＋は－，)）

元(x－１）(工－２）(ｊｒ－３)……（兀一(､－１））

１ｘ２ｘ３ｘ……×(､－１）×、

＝／(x，、）

よって，成立する。

(3)（△／)しr，Ｏ）＝／(罪＋１，０）－／(x,０）

＝１－１＝０，よって成立する。

(4)（△／)い、)＝／(x＋１，，)－／(ｒ，、）

（x＋１)x(x－１)……((jr＋１）－(､－１））

ｌｘ２ｘ３ｘ……×(ｎ－Ｄｘｎ

ｘＣｒ－１）(x－２)……(工一(､－１））

ｌｘ２ｘ３ｘｘ……×(ｎ－Ｄｘｎ

ｘ(工－１）(x－２)……(兀一(､－２））

ｌｘ２ｘ３ｘ……×(､－１）ｘｎ

ｘ((x＋１）－(x－(､－１))）

苑は－１）(え－２）……(x－(､－２））

(兀＋y)(工十Ｊ－１）
(1)／(x＋y’２）＝

lｘ２

ｘ２＋２秒十ｙ２－ｘ－ｙ １ｘ２ｘ３ｘ……×(､－１）

=ハエ，、－１）

よって，成立する。

２

／(x，０）×／(y’２）＋／(え，’）×／(y，，）＋／(x’

２）ｘ／０，０）

='×，(j'す')+弱×’+襲湯）
え2＋２』oﾉ＋ｙ２－工一ｙ

２

－１３４－



回
広い証明法である。

､i雇尊Fil

l｜号-÷|＝|蘂ﾃﾞ21=些評‐し

2,-39は整数だが,2,-39=0となるのは各=；
のとき限り，，＞３ならば’２，－３９１≧１となる。

故に|；-苦'≧余となる｡よって0<c≦÷の
一つを挙げればよい。

２１:-号|＝'４２琴２１＝'紗謬’

，'ｳｰﾙqは整数だが,助-駒=oとなるのは←苦
のときに限り，，＞虎ならば｜肋一切｜≧１となる。

故に,|:-号|≧方となる｡よって,正の定数‘
の最大値はc=念となる。
３．（ｉ）自然数ｎに対して，Ｍの小数部分(､8)は

無理数である｡いま,区間代扁｣丁＜"<jT÷I('≦
i≦N+')をL=L(品,i可÷r)で表すことに
する。

Ｎ個の無理数(8)，（２８)，（３８)，……，（ＮＯ)は，
(Ｎ＋１)個の区間

’1(０，Ｎ÷-i),'2(N幸-1,,T÷-,)，

’勘(N旱-i,Ｎ旱‐i),…,'脚.`(N:Li，’）
の中に,分かれて入っている。、βの整数部分を恥

で表そう｡すなわち,ｎｏ＝qh＋(no)となる。ｑｈ≧０，

（ｲ)’1に属する(､,)があれば,0<､`-9h<N+－１
(ﾛ)'､+,に属する(nβ)があれば,1台Li<n0
-qh〈1,Ａ-,丁幸－１<､'-9h-1〈Ｏ
よって，｜,,'一(輪＋'）｜〈,▽+－１

（'9Ｗ)も(ﾛ)も起こらないとき，Ｎ個の数が（Ｎ－

１）個の区間に分かれて入っているから，ある

区間１１の中に少なくとも２個入っている。それ

らを（Ｍ)，（､28）Ｅ１，（２≦i≦Ｎ，、,＜､2）
とすると，

ｌ(､２，)－(Ｍ)|〈N幸-１

ｐは自然数，ｑは整数とし，，’９は互いに素

とする。

Ｌ有理数;に対して,，〉３ならば,常に
｜:-;|琴となるような正の定数`を－
つ見つけよ。

２有理数7:(偽は自然数,ノは整数,偽,Iは互
いに素）に対して，，＞虎ならば，常に

｜器-号|≧；
となるような正の定数ｃの最大値を求めよ。

ａ正の無理数'に対して,'6-号|<ｶﾞﾏ】ず岸I）
…皿なるような有理数÷が無数にあるこ
とを次の手順で証明せよ。

(ｉ）正の実数元に対して，（工)をえの小数部

分とする。

自然数Ｎに対して,Ｎ個の数(8)，（28)，

（38)，……，（Ｎβ)は下図のような区間(０，

１）の中に存在する。

（Ｎ＋１）等分

０１２３…･…..Ｎ－１Ｎ１
Ｎ＋1Ｎ＋１Ｎ＋１Ｎ＋1Ｎ＋１

上のことから，ある自然数、(１≦、≦Ｎ）

と整数ｍに対して,ｌｍ－ｍｌ〈,T+-iと
なることを証明せよ。

(ii）①を満たす有理数が有限個であると仮定

して，矛盾を導け。

｢薔頭煮１

ある有理数αを既約分数芳で近似するとき,，を

十分大きくしても|α-号|≧;にはαによって定
まる正の定数)となる。すなわち，ｌｐａ－９１≧ｃで
あり，有理数を有理数で近似するのには限界がある

ことを示している。

ところが，無理数を有理数で近似するときは事情

が変わる｡①の両辺にｐを掛けて|p'－９１〈クー+‐ｉ
として見ると,有理数;が無数に存在することか
ら，無理数の方が有理数より有理数近似の程度が良
いことを示している。

このような問題を扱った数学の１分野をデイオフ
ァンタス近似論という。

３（ｉ）の証明法は且Lさ出し論法（n個の引き出し

．..'(､霞-,j)０－(qh-蛾)|〈N+－１
（１≦､2-,,≦Ｎ－１）

故に,(ｲﾊ(･)ん，を合わせて,|､,-ｍl〈何余-1と
なるような自然数、（１≦､≦Ｎ）と整数ｍが存在す
る。（証明終）

(ii）①を満たす有理数力殼,鍔……,鍔のA個し
かないと仮定する。

に、＋１個のものを入れると，いずれか－つの引き

出しに少なくとも２個入っている）と呼ばれ応用の

－１３５－



いま，自然数i（１≦i≦ん)のりすべてに対して，

|，,'-,,|〉iT÷-,……②となるような自然
Ｎを定める。

そのとき,(i)の結果から,|､'-,1<,▽÷-］
…③となる自然数、（１≦､≦Ｎ）と整数ｍが存

在する。

面罵:－１≦命であるから,lnO-ml〈雨:丁

故に,’'一号|〈｡(､4F,)…④となる。
②と③から,有理鍔は,ル個の有理鑑とは
異なり，①を満たす。これは矛盾である。

従って,①を満たす有理数は無数に存在する。

(証明終）

－１３６－



第６回

北海道高等学校数学． 卜ンテス

終 え て採点 を

昭和63年１月１５日(金)実施

北海道算数数学教育会高等学校部会
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第６回「数学コンテスト」を終えて

北数教高校部会長黒澤耕生

第６回を迎えた「数学コンテスト」は，全道から35校，320名の高校生諸君の参加に

よ')実施することができました。当日，問題に取り組む生徒諸君の意欲的で真剣な姿

に接し，大いにたのもしさと嬉しさを感じた次第です。

この「数学コンテスト」は，数学に対する興味・関心を高め，同時に数学を勉強す

る本来の意義である基本的な概念や原理・法則などの理解の深化，論理的思考力の養

成，創造的な考え方や処理能力の開発促進を目的として行われ，あわせて，生徒諸君

の潜在する素質能力の発掘と向上を図ることをねらいとしています。

このコンテストを初めて実施した５年前，当時の部会長さんであった細川征一先生

は次のように話しています。「コンテストは決して序列を決めるためや合格･不合格を

判定するためにやるのではありません。数学という学問を愛しそして日頃まじめに勉

強しておられる皆さんに，より広く高い見地から，いわば部活動の試合のように優劣

を競いあってほしいのです」と。

このコンテストの意義を端的に表わした言葉ですが，どうかこの趣旨を受けて今回

秀れた成績をおさめた人は大いに自信をもってさらに精進してほしいし，皆さん，学

校に帰って数学を愛する同好の人たちをふやし互いに励まし合いながら勉強してほし

いと思います。来年も多くの人が参加されるよう期待しています。

終りになりましたが，北海道教育委員会，札幌市教育委員会，北海道高等学校長協

会より賜わりました御後援，ならびに，北海道新聞社，福武書店の物心にわたっての

御高配に深甚の謝意を表しますとともに，本年もまた，出題・採点から運営全般につ

いて御苦労頂きました大学や北数教高校部会研究部を中心とした諸先生に深く感謝申

しあげる次第です。

－１３８－



●成績優秀者

田隆之

田範和

山健太郎

小
園
問
栗
鹿

小
坂
中
茶
大

松橋本

遠山

加藤

大島

吉川

徹

平
一
志
也
之

秀
英
正
達
昌

宏
環
子

順

間
島
山
詰

平
大
米
簗
山

浩
公
道
雅

ロ

西
谷
石

桜
徹 治
寛

真
一

原
内

子
子

彦
毅

口

北海道高等学校数学コンテスト第６回

分布表
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階級 合計

1９０－１９９

1８０－１８９ ２

1７０－１７９ ４

1６０－１６９ ４

1５０－１５９ ４

1４０－１４９ ６

1３０－１３９ 1２

1２０－１２９ ８

1１０－１１９ 1４

1００－１０９ 1４

9０－９９ 2４

8０－８９ 2５

7０－７９ 2９

6０－６９ 2９

５０－５９ 3４

4０－４９ 3５

3０－３９ 2５

2０－２９ 2８

1０－１９ 1３

0－９ ９

－－１

人数 ３１９

ﾉ&皇 計［ユ ５１７

平均 7０．６

Ｓ・、 3９．７７

階級 問１ 問２ 問３ 問４ 問５

４０－４０ 2６ 7５ ７ 6７

３８－３９ 1９ １ ４

３６－３７ ２ 1２ １

３４－３５ ９ ６ 1８ ３

3２－３３ ４ ２１ 1３ ６

３０－３１ ６ ９ ７ 1５ ３

２８－２９ １ ９ ５

2６－２７ ４ 1０ 1８ １

2４－２５ ８ 3４ １ ３

2２－２３ ９ 1８ ２ 1８

2０－２１ ５ 2６ 4９ ５１ ４

1８－１９ ６ 1９ ３ １ ２

1６－１７ ７ 1１ ２

1４－１５ 1２ 1０ １ ４

1２－１３ ４ ５ ７８ ７ ３

1０－１１ 1６ 1０ ４ 1６ ７

８－９ ９ ５ ３ ７

６－７ ５ ３ 2７ ６

４－５ 2９ ９ 3５ ４ 2０

２－３ ６ ６ 1１ ３ 2７

0－1 1５１ ２ 5７ ９７ 2３５

人数 ３１９ 3１９ ３１９ ３１９ 319

合計 ３．２６０ ８．４８９ ４．０８８ ６，０１８ 6６２

平均 1０．２ 2６．６ 1２．８ 1８．９ ２．１

Ｓ・， 1３．３７ 1４． 1３． 1４．３５ 1４．３５



〃が存在するので…」と書いている生徒がかなり

いましたが，式で表現していないのは減点の対象

としました。数学の試験なので,式で表せるとこ

ろは式で表してください○

（イ）は背理法を用いることが大きなポイントとな

りました。直接証明しようとすると「無理数×自

然数≠自然数なので…」というような解答になり

ます。明かなことだと思いますが，この問題を解

く，つのｋｅｙなので証明が必要です。

証明は簡単なので考えてみてください.

「「は無理数なので，アーイー訂とおくと…」と早

合点している答案もありましたが，無理数は行

だけではないので注意してください.

□

円周の長さが１である円の中を円周上の点Ａ

から動点Ｐが直進し,円周上の点Ｂ,，Ｂ２．…．に

ぶつかるごとに図のように反射して方向を変え

る。次の間に答えよ。

（点Ｂｌは動点Ｐが最初にぶつかる点，点Ｂ２は２

回目にぶつかる点，…点Ｂｎは打回目にぶつかる

点を表す｡）

(1)弧ABIの長さが÷であったとき．点Ｂ"で点

Ａと重なるという。〃の最小値を求めよ。

(2)弧ＡＢ１の長さが７（Ｏ＜ｒ＜１）のとき，次の

（アパイ）を説明せよ。

（ア）７が有理数なら，必ず点Ａに戻ってくる。

（アルが無理数なら，点Ａには戻ってこない。 解答

正解となった解答は，根本的には「解答と解説」

と同じです。ただ中心角に目をつけた解答もあるの

で，その解答を示しておきます。

(1)円の中心をＯとし，角AOBl＝βとする。

Ａ

Ｂｚ

Ａ

講評

配点は，(1)15点(答えだけでは５点)，(2)(ア)が１０

点，（イ）を15点としました。

満点（４０点）をとった生徒も多くでましたが，逆

に０点の生徒もかなりいました｡得点から考えると，

できるかできないかハッキリとする問題だったよう

です。

(1)について，「解答と解説｣より次の三点をポイン

トとして答案をみました。

①弧ＡＢ,＝弧BlB2＝……弧Ｂ"-,B"＝÷

②弧ABI＋弧B1B2＋…＋弧Ｂ"-0B"＝÷〃

③〃＝７が求まっている。

説明不足の解答もかなりありましたが，余計なこ

とを書きすぎている答案も少なくありませんでし

た。何がポイントで，何が必要ないのかしっかり

と見抜いた答案を作ってください。

(2)について，（ア)は(1)を一般化した問題なので，

(1)が正解だった生徒はほとんどできていました。

ただし，(1)で説明不足のため減点となった解答も

ありました。

解答の中で「有理数ｘ〃＝自然数となる自然数

Ｂｚ

弧ABI＝÷だから，

８：２元=÷：１．．．０=今冗

ところで，弧Ｂ河-,B､＝÷（"≧２の自然数）

だから，角Ｂ,,_uＯＢ河＝βとなる。

ゆえに，点Ｂ風が点Ａと重なるためには

（÷元)〃＝（２露）た（た：自然数）

を満たせばよい。

この式を変形して，

÷〃＝ん

これを満たすには，〃が７の倍数であればよい,よ

って，求めるのは最小値であるから，

〃＝７

(2)（ア）γが正の有理数なので，

ｱーサ（'’９：自然数）とおくことができる。
このとき，(1)と同様に考えると，

（芋露)鯛=(2露)偽（除圖然数）

－１４０－



す…,(;)"=偽を満たせばよい。
よって，〃＝，のとき点Ａに戻ってくる。

（イ）点Ａに戻ってくると仮定すると，

(1)と同様に考えて（γ２元）〃＝（２冗腋（ん：自

然数）を満たすことになる。

しかし，γ＝令となり，これはγが無理数であるこ
とに反する。

よって，点Ａには戻ってこない。

謂評

11．図を書く二とについて

図はfreeｈａｎｄを認め，特に粗末でない限り２点

を与える。これはコンテストで初等幾何の問題（解答

はどんな方法でもよい）採点の基本方針である。生

徒は卿文章の意味に合致する図を書くこと〃に不得

手である。それは

文章の意味を正確に把握する能力に欠けている。

文章の意味を適確に図表現する訓練が不足である。

の２つの原因の為と判断する。

それで，最終的に式や文章がなくても，図だけで

満点の二割を与えることにしたのである。

このコンテストに参加した生徒が，その為に積極

的に図を書くようになる要因にでもなってくれれば

という配慮によるのである。

ここで逆に注意しなければならないのは“図に書

いておけば説明の必要がない”と考えている生徒が

可成り居ることである。これは"図のように…図の

通り”“図によって嵐などの悪用されたものと考えら

れる。

“問題文，或は与えられた図に無い点(点の名称）

直線（線分につける文字)，角（その表現）などをつ

け加えるときには必らず説明も同時に加えなければ

ならない｡Ｗこの原則は厳守すること。

これは一人一人の紙に書いておいた。

回

解答用紙にある図形は共通部分が頂点Ａだけ

の正方形ＡＢＣＤ正方形ＡＥＦＧでありＡＤ＝２

ＡＥとなっている。

解答に必要な図はfreehandでよいから，この

図に加えること。

問１：ＥＤを一辺として前の２つの正方形とは

Ｅ，Ｄの外に共通部分が無いように正方

形ＥＤＩＪを書け。

以下二ＡＥＤ＝α，竺ＡＤＥ＝βとする。

問２：△ＥＡＤをＥ中心に90.回転してＥＤを

ＥＪに重ねＡの移った点をＡ'とする。次

を証明せよ。

．（問２の図は問１の図に加えること）
（１）ＲＥ，Ａ'は一直線上にある。

（２）Ａ'Ｆ＝ＡＴ

（３）二JFE=十（α＋β）
問３：ＢＧを一辺として前の３つの正方形とは

Ｂ，Ｇの外に共通部分が無いように正方

形ＢＧＭＮを書け。

問４：△ＡＧＢをＧ中心に90.回転してＧＢを

ＧＭに重ねＡの移った点をＡ"とする。

次の証明をせよ。

（問４の図は問３の図に加えること）

（１）Ｆ，Ｇ，Ａ"は一直線上にあって

Ａ'Ｍ＝Ａ"Ｆ

（２）二ＧＡ"Ｍ＝α＋β

（３）Ｍ，Ｆ，Ｊは一直線上にある。

Ｈ１出題の意図

原題は難問奇問の一つで問題文の中から問２全部

と問４(1)(2)を除いたものと思えばよい。

最上の解答方法は正方形が多いので90.回転によ

るものである。原題のままでは無理，委員の一人か

らの貴重なアドバイスをいれて，このような形にし

たのである。ここで似て非なる穴埋式出題につき意

見を述べておく。あれは入試やコンテストなどの問

題としては最悪である。然し学習として証明文の書

き方や証明手段に馴れさせる為であれば有効であ

り，またその効果も十分である.

1Ｖ．表現方法など

表現は，できるだけ文章を少なく，式を主とし，

それもできるだけ簡潔が望ましい。が，この表現に

ついては，初等幾何から離れてしまった高校生には

止むを得ないことと反って同情する。以下はその表

現法に関する注意である。

(1)此度は回転移動であったが一般に平行移動対称

移動も含めて，これらの移動では元の図形をその

まま形，大きさを変えないで位置だけ移すのであ

るから元の図形と移された図形は合同であること

１．配点

問１：図２点

問２：図２．点

問２：(1)４点（２）４点（３）８点

問３：図２点

問４：図２点

問４：（１）４点（２）４点（３）８点

総計４０点満点
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(よ始めからきまっている。問２の(2)などで合同の

証明に時間を多く使った者が居た。骨折り損のく

たびれもうけ，ということで気の毒であった。

(2)(1)と同じようなことだが,90.回転によって対応

する線分の作る角は90.にきまっている。これを直

ぐ使った者は時間の経済であった。

(3)角度を表わす゛を忘れる者が意外に多くあっ

たが，その気持はよく解る。先に数値を書いてお

いて後でつける積りが忘れてしまった，という訳

これは減点の対象にはしなかった。点の文字の屑

につける′も。ほどでないが可成あった。

(4)問題文中にない角を一文字で表わすのにどａ，

二ｂ（ローマ小文字に二をつけるのは中学で認め

ている｡)はよいとしてこＰ，竺Ｑとか．またロー

マ小文字１つrなどにするのが目立った。何を使

ってならないという規則はないが混雑を避ける為

にも，この問題ではギリシャ小文字１字（=はつ

けなくてもよい）γ’６などを使った方がよい。

(5)ある線分を延長させる表現も正確でない者が可

成り居た。またその延長上に一点をとるときにも

その点をノ,瀬などとする者が居た｡そしてこれを

使って=ノＡＢ，どノＡ腕とする。普通はム加は

直線を表わすので，やはり混乱の元となる。この

問題では点をローマ字一宇で表わすのが無難であ

る。つけ加えておくが学者の専門書(初等幾何学）

やフランスの教科書では，これにこだわってはい

ない。

(6)角の計算式に，いきなり180.,90.を何のことわ

りなしに出している者も多かった。

図の中には180.，特に90.は多くあるからどの角

かを明らかにしてから式で使く事が正しい。

以上について採点者は答案紙に注意はしたが減点

はしなかった。それは受験生の考え方に重点を置き

できるだけ点を与えることにした為であるが，これ

によって入試などでルーズにされては困る。

(7)中線を角の２等分線と混同している者も数名居

た。これは重大な誤りであるから，はっきり区別

をするように。

スペースの関係で図は示されないが，これらはど

の者も解答の中で独自に図形移動を使っている。さ

なきだに心せわしいテスト中に図形移動を使うとい

う，その態度が嬉しくて気に入った。が，この生徒

達を指導した中学の先生方に敬意を表する。

30番木村君問４(2)

ＤＡの延長上に１点ＰをＰＡ＝ＡＤになるように

とる。△ＥＡＰをＡ中心にして90.回転すれば△

ＧＡＢに重なる。

とＡ"＝竺ＧＡＢ＝二ＥＡＰ＝α＋β

答案通りではないが要点を書いた。以下同様

63番小川君，122番岡崎君問２(1)

△ＡＥＦをＥ中心にして90.回転すれば

△ＡＥＡになることに注目した。

116番武田君問２(3)

Ａ'を通りＦＪに平行線を引きＪ１との交点をＫと

し，ＦＡ'の延長とＩＤとの交点をＬとすれば

二ＪＡＬ＝α＋β

二ＪＡＫ＝どＡ'JF，=ＫＡ'Ｌ＝=ＪＦＥ

上の関係から２二ＪＦＥ＝α＋βを出す。

171番大浦君問２(3)

ＦＡ`の延長線上に１点ＫをＦＡ'＝Ａ'Ｋになるよ

うにとる。円の性質を利用して

FA'＝Ａ'Ｋ＝ＪＡ''二ＦＪＫ＝90｡など…

178番中西君問２(3)

Ａ'からＦＪに垂線を下し交点をＨとするＡＴ＝

八Ｊを利用した。

184番高橋君問２（３）

八Ｊの中点をＫとして中点連結の定理を使った。

269番中村君，308番武藤君問４(3)

△ＡＥＤをＡ中心にして90.回転してＡＤをＡＢ

に重ねる。Ａの移った点をＡ'”（中村)Ｅ'(武藤)に

する。

=Ａ"＝=ＧＡＢ＝…α＋βとなる。

ⅥＬ色々書いたが出題者，採点者の感想としては

中学校で習った図形問題（初等幾何）に対して数学

に自信のある受験生とはいえ，これだけ解答したと

いうことは中学校を離れて９ケ月にもなるのに図形

に興味を今にいたるまで持ち続けているという実証

になり，これら受験生を指導された中学校の先生方

に改ためて脱帽するとともに受験生全員に大きな親

近感と信頼感を持ったと述べておく。

Ｖ・問４(1)について

ここは，問２の(1),(2)をまとめて出した所である。

“F，ＧＡ"が一直線上にある繍の証明を終えて安心

したのかＡ"Ｍ＝Ａ"Ｆの証明を忘れる者が目立っ

た。その為に満点を失う者も居て残念であった。反

対にＡ"Ｍ＝Ａ"Ｆを先に証明する者。これは完全な

誤りである。

Ⅵ、興味ある満眼例
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方によって（３－１）！＝２×１＝２より２通I）

Ｄ(4)を求める

このときは(9)???)のように１→４→２－３→１の

巡還ができる場合(長さ4の籏換という)と(9???)!/）
／=可行司ｑ

のよう'二１２３４の２つの巡還の組み合せの
Ｌノｋ_ノ

（f乏さ２の置換）

場合の２つがある（１個と３個はありえない)ので

☆長さ４のとき（４－１）！＝３１＝６

☆長さ２が２つあるとき、（２つを区別しないの

で）

÷`C,×[(2-,)!]圏=３

回

数１，２，３，…〃を全部同時にとりあげて一列

に並べる。（二れを異なる蛇個のものから加個と

る順列という）その順列の中でどの数字ｈに対し

ても数字虎がた番目にないものを「かく乱順列」

という。例えば〃＝3のとき３，１，２はかく乱順

列である。

(1)加個の数のかく乱順列の総数をＤ(")で表

す。このときＤ(3)，Ｄ(4)，Ｄ(5)を求めよ。

(2)Ｄ(8)を求めよ。ただしＤ(6)＝265,Ｄ(7)＝1854

であることを用いてもよい。

よってＤ(4)＝６＋３＝９
講評

「かく乱順列」という耳なれないことばによって

敬遠してしまった人もいたかもしれない。しかし(1)

によって実際に数字を並べて実例を作り，どのよう

な規則性があるかを探していくと，意外に素直に道

が広げていく問題だと思う。「確率･統計」の順列・

組合せの知識を使った人もいたが，使わなくても求

められる。数列の知識はあった方がよいが，不可欠

ではない。

(1)は実例を上げて数え上げていく問題で正解者は多

かった。Ｄ(3)，Ｄ(4)は全て数え上げた人もＤ(5)の

ときは１番目の数が２のとき，３のとき，…と同

標に得られると気がついたことだろう。

(2)はり(3)，Ｄ(4)，…の並び方から関係式

（偶）

（:|;:塩野５M妻騏,)_〕（奇）
またはＤ(〃＋1)＝〃(Ｄ(")＋Ｄ(〃－１))が成りた

つと予想した人が多かった。しかしなぜこのよう

な式が成立するのかまで考えた人は少なかった。

解答と同じ方法で(2)を正解した者は５名である

（受験番号71,111,143,226,307の諸君)また，

順列の知識を用いて全ての順例の中からかく乱で

ないものを除くという方法で正解に到ったのは５

名である（106,138,144,174,312の諸君）なお

帰納法を試みた巷￥による近似を用いた者も
いたが正解には到らなかった。

最後にもっとユニークな解答を紹介しよう。残念

ながら完全ではないが発想はすばらしかった。

〔306番の受験者〕

(1)Ｄ(3)を求める

（`：??）これを①は２に②は３に③は１にという

ようにみると，このかく乱順列によって１→２→

３→１という巡還ができる。かく乱順列になるた

めには量>のような巡還がいくつできるかを考え
ればよいので円順列（確率・統計でやる）の考え

以下略するが，この考えは大学で勉強する代数学

の中に現れる「置換」という重要な概念に近づいて

いる。方法としてもおもしろい。

どんな試験でもそうだが，採点者は受験者がどの

ような発想で解いたかを知りたがっている。特に(2)

のような問題では答だけではダメです。

囚

ｘについての〃次の多項式，／(工，〃)(〃＝０，

１，２………)を次のように

′(録0)=L′(蕊,')=鍵…2)=些夛１
－段に，／(え，〃)＝

１１(’2＝０のとき）

’ ｘｂｒ－１）(x－２)…｛ズー（〃－１
ｌｘ２ｘ３ｘ………ｘ〃

（〃＝１，２，３，……のとき）

と定める。

また，多項式，ハズ，〃)に対して，

（")(x，〃)を

（△/)(え，〃)＝／(ｽﾞ＋１，〃)－／(ｪ，〃)とおく。こ

のとき，次の式が成立することを示せ。

(1)／(x＋y，２）＝／(え，０）ｘ／(y’２）＋／(x,１)×

／(y’１)＋／(x’２)×／(y，ｏ）

(2)／(x，〃)＝／(ｘ－１，〃－１)＋／(工－１，〃）

（〃＝１，２，３，…のとき）

(3)(△/)(x,Ｏ）＝Ｏ

(4)(△/)(Ｘ，〃)＝／(x，〃－１）

（〃＝１，２，３，…のとき）

講評

(1)多項式′(ｽﾞ，河)について，〃＝０，１，２のとき

－１４３－



I(Ｘ－１)(r－２)……は-（〃－１）
／(ｴ,ｏ）＝，.／(x,，）＝Ｘ,／(ｴ,２）＝』L｣』＝』上

２

と具体的に例示してあるにもかかわらず問(1)を理

解できていない人が多かった。時間が充分あるの

だから，ゆっくり問題文を読み解いてほしい。

(2)多項式／(x－１，》2-1)．／(x－１，〃)についての理

解が不充分であった。この問題４の中で，問(2)が

一番出来が良くなかった。

／(x-1,〃－１)の分子は

（エー1)(x－２)(ｘ－３)…･･･

×（(ｘ－Ｄ－(〃－４)）

×（(x－１)－('2-3)）

×（(Ｘ－１)－(〃－２)｝

であることに注意する。

自然数〃についての数学的帰納法で証明しよう

とした人がいたが，皆失敗していました。

(3)問(3)が一番出来が良かった。

定義より，〃＝oのとき，／“０）＝１であるか

ら，良く考えれば，理解が可能と思われる。

(4)問(2)の次に，問(4)の出来が良くなかった。

下の解答例のように，(2)を用いて証明していた

のは12名程だが，大部分の人は，問(2)と同様に因

数分解を利用して解いていた。もっと多くの人が

(2)を利用して解くものと予想していたが，以上の

結果であった。

なお，全般的に，予想通り高得点であった。

ｌｘ２ｘ３ｘ………ｎt

＝/(x，宛）

＝左辺

よって，成り立つ

(3)

（△/)(x，Ｏ）＝／(Ｘ＋１，０）－／(え，Ｏ）
＝１－１

＝０

よって成り立つ

(4)

（△/)(x，〃)＝／(x＋１，〃)一／い，〃）

＝／(え，〃－１)＋／(ｴ，〃)－／い〃）

＝／(x，〃－１）

＝右辺

（(2)より／or＋１，〃）

＝／は，〃－１)＋／(x，〃）

よって，成り立つ。

追記

(1)／(え，〃)について，xが自然数のとき，組合せの

総数

‘c,ＦＦ帯十｢了Ｔ
と一致する。

△

ｘ＝１，２，３，………のとき，ｘＣ〃に多くの人が

気がついていたのかも知れないが，答案に書いて

あったのは，橋本徹君,小松秀平君,平間順宏君の

３名であった。採点者としては,大感激であった。

一般的には，工が任意のときェ１を定着しなけれ

ばならない。

(2)（△/)(x)＝／(r＋１，鞄)－／(r，〃）

について,ｘが自然数のとき，差分法における差分
を表す。・

工(､)＝ｘ(汀－１)(苑－２)……(ｒ－〃＋1）

（'@個の積）

とおくとき，

△え(､)＝酒6仇－１）

という関係が成り立つ。

(微分法の筈="癖-1に似ているﾈ）
興味のある人は差分法と和分法を勉強して下さ

い｡

１９８８．２．２．，２s・ＫｊＶ記

解答例

(1)左辺＝｣』且±｣11-1』E土」L二』上２①

ル０)=1,'(’’2)=山ﾃｭ上が')=藤，

/(y,')=乳化2)=蘂ﾃｭ1,ｍ,0)='
より

右辺=空ﾃｭL+靭十』&些ﾃｭ上

２

－１』E土_ｪLL』E±」LニュＬ ②

①，②より成り立つ

(2)

右辺

＝/化－１，〃－１)＋/(Ｘ－Ｌ〃）

＋
１ｘ２ｘ３ｘ…･….ｘ〃

x－１)(エー2)(x＝3)…(ｘ－１ｔ＋1)」）t＋(ｘ－棚

ｌｘ２ｘ３ｘ･…･…ｘ〃
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６(3)='十÷十余十÷+…+÷+…
が無理数であることが上記のことを使って証明され

ている。ＩＤ§(3)－９１が,０に近づくような整数の組

（’’９）が無数に存在することを示したのである。

ａの最良な評価は，無理数８に対して，

’`-÷'<=十戸となる有理数÷は
無数に存在する。ことが証明されている。

回

ｐは自然数，９は整数とし，’’91は互いに素と
する。

Ｌ有理数-÷に対して,，〉３ならば,常に

Ｉ÷一十'鬘÷となふような正の定数ｃ
を見つけよ。

２有理数一十(んは自然数,ノは整数,偽,ノは互
いに素）に対して，，＞Aならば，常に

’一片-÷'≧‐÷
となるような正の定数ｃの最大値を求めよ。

3．正の無理数βに対して，

’`一十'<灰豈丁丁……①

となるような有理数÷が無数にあることを次
の手順で証明せよ。

（ｉ）正の実数ｘに対して，（jr)をｘの小数部分

とする。

自然数１Ｖに対して，Ⅳ個の数(8)，（28)，（３

０)……，UVF)は下の図のような区間(０，１)の

中に存在する。

Ｗ＋1)等分

解答例

Ｌ｜÷--÷l=‐LﾆﾑﾆﾆｭｰＬ地

２，－３９は整数であるが，２，－３９＝０とはならな

い。なぜなら，２１－３９＝０のとき，２，＝39,ｐ＝3γ’

9＝2γけは自然数)となり，，＞3ことから，γ＞１，

よって,，'９が互いに素であることに反する。故に，

ｌ２ｐ－３９１≧1．

実際に,2,-39＝±1となる整数の組(，’９)は無数

にある。（，’９)＝(3γ＋２，２γ＋1)，（3γ＋１，２γ＋1）

(γは自然数)は，２，－３９±１となっている。

'÷一十に命≧÷

だからｐ<`≦÷の中の1つを挙げればよい｡('0
.点）

２，÷_十,=坐扇竺-Ｌ
（ｐ－ｈ９は整数であるが，lD-A9＝Ｏとはならな

い。,lD-h9＝０とするとルー町,Ａとノは互いに素

だから，クーノレハ９＝ﾉﾌﾞ(γは自然数)，＞たより’７＞

,.よって，''９が互いに素であることに反する。故

に，｜肋－た９１≧１．<p-A9(，＞A’９は整数)のとる

値の中で，正の最小値を‘(≧')とする。。＝仇一

h9b，いま，⑦－ん９が‘の倍数でないとすると，。で

割った商をＱ，余りをＲとすると,

肋＿ん9＝｡Ｑ＋尺（Ｏ＜Ｒ＜ｄ）

わ－A9-Upb-ﾉb9b)Ｑ＝Ｒ

ノ(ｐ－Ｑｐｂ)－Ａ(9￣Ｑ90)＝Ｒ

ノ(p-Qpb＋々")－ん(９－Q9b＋ﾉ")＝Ｒ

（〃は整数)，ある整数〃をとって，

p-Qpb＋ｈ"＞々とできるから，‘より小さい値Ｒを

とることになる。これは矛盾。

故に，，ｐ－Ａ９は。の倍数である。

⑦＿ﾉｬ9のとる値の中には,虎もノも含まれている

から，。はた/の公約数,Ａと/は互いに素だから､

。＝１．

いま，ノカo-A9b＝’とすると，

ノ(ん＋ADI)－ん(9ｂ－/")＝’（'7は自然数)，

また、ノ(－Ａ)－ん(－９b)＝￣’よI〕

ノ(＿’｡＋A")－Ａ(－９０＋/")＝－１

0万LT溝丁☆丁…………；;二+丙』鵲Ｔｌ
・上のことから，ある自然数〃(1≦〃≦Ｍと整

数加に対して,｜"８－加|〈示岑Iとなること
を証明せよ。

(ii）①を満たす有理数が有限個であると仮定し

て，矛盾を導け。

講評

５題の中で平均点が一番低い問題になりました。

最高点が30点で，高得点者の中にすばらしい解答が

見られました。岩見沢東の坂口君，滝川の平間君，

札南の小松君、小田君、橋本君（１年ハ札北の栗原

君、札束の和地君，札西の遠山君などは卓越した思

考力を持っていると思います。

この問題の１，２は，条件を満たすすべての，、９

について童Ｅ成立する正の定数ｃを見つけるという

問いでしたが，問題文の説明が不足していたかと思

います。解答者の中には，ｃの範囲を９を用いて表

していた人が多くおりました。問題文はできるだけ

詳しく，誤解のないように心掛けなければならない

ことを痛感しました。

２．の対偶は，ある数が無理数であることを証明す

るときにしばしば使われる。最近の例では，
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よって，（，－た9＝±１となる，’９は無数にある。故

に，

’÷一十'薑云云八c=÷('0点）
3．（ｉ）ｊＶ個(8)，（20)，（３０)……ＵＶＢ)はずべて異

なる無理数で，区間（０，１）に入っている。この

区間（０，１）をＷ＋1）等分した小区間を

ﾊｰ(0,7▽÷,ＬＬ(方孝T念,L…,L＝(愚，

両)……,恥+'＝(丙豐了｡')とおく｡"`の整
数部分を９，とおくと，”＝9m＋("8)(〃は自然数)。

(ｲ)ある自然数〃（１≦〃≦jV)に対して,（"β)ＥＩＩなら

ば,ｏ〈("`)<詩学丁

．．.O〈"0-いく病了

故に，｜"'一恥'くう▽÷Ｔ
(ﾛ)ある自然数〃(1≦加≦１V)に対して，（"8)Ｅ妬十,な

らば,丙ＡｆＴく(",)〈1

...丙碁了＜"０－鱗＜１

－声了く"０－ﾙｰ'<ｏ

故に，｜"８－(鮴+')|〈万年了
㈹（ｲ)も(ﾛ)も起こらないとき，Ⅳ個の数(8)，（28）

（30)，……，（ｊＷ)は(jV-1)個の区間Ｌ(２≦i≦

ｊＶ)の中に入っている｡そのとき，ある区間〃の中

に少なくとも２個入っていなければならない。そ

れらを(〃､’０)，（蝿0)Ｅ〃(1≦〃１，塊≦Ⅳ，〃,＜翅）

とする。

病当<"』，-鮴!<7▽学可

忘さ<蝿'-9"<7▽幸，

.．.-万羊T<(物-鰯!)8-9噸一妙!)<ﾌ▽÷了

故に，｜(泌一"!)８－(鮴圏-鮴!)|〈了▽岸Ｔ
ここで，１≦泌一〃,≦１Ｖ－１．

（ｲ)，（･)，いを合わせて，ある自然数〃(1≦〃≦Ⅳ）

と整数柳があって,(ｲﾙ`-加|くう▽岩となる。
(ii）①を満たす有理数が，

-2Ｌ－２二…聖のA個しかないとする。いま，自
，,､灸，，必

然数Ｋ1≦ｊ≦た）のすべてに対して，｜ｐｊ８－９ｉ

ｌ>蒜詩…②
となるように自然数１Ｖを定めると，（ｉ）の結果か

ら，

｜"`-腕｜くう▽4F,……③となる自然数"('≦麺≦
Ｍと整数”が存在する。

x★,≦万十了
であるから，

|"８－”l〈万十丁．
故に，

''一÷|〈鋼(☆,)……④

となる｡有理数÷が既約分数でないならば，

して,鶚であったとすると,〃,≦"より，

,(☆,)≦"!(奇+,)よって，

約分

'６－鶚|〈",(弐十,)．

②,③から｡有理数等Lは,々個の有理数戸芸-とは
異なり，①を満たす。これは矛盾である。

従って，①を満たす有理数－÷は無数に存在する。数÷
(証明終）（20点）
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担当委 員

下
木
木
橋
居
尾
田
渕

々

坂
佐
鈴
棚
中
長
中
『
水

正
光
雅

雄
憲
博
純
昭

中
古
松
皆
湊
大
和

西
川
本
川
川
和
田

勝
政
睦

範
春
郎
雄
竿
也
興

基

章

達
文

保之

敬二
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