
第７回

北海道高等学校数学． |、ンテス

題｢面

昭和64年１月１５日(日）

9時００分～12時30分(210分）

北海道算数数学教育会高等学校部会



問題１自然数の掛け算を，昔のロシアの農民は(ｲ)２で割ること（ただし余りは捨て

る）(ﾛ)２倍すること('9加えることの(イル)(')の組み合せで下の例のように計算をして

いた。

３５×28＝980の例（ﾛ）

《劉隣鍵！ ㈹

３５×２８＝28＋56＋896＝980

980

45×28を上の例にならって書き，答えを求めよ。

78×30,29×43についても，同様に計算せよ。

なぜ正答が得られるのか，上の例を使って説明せよ。

(1)

(2)

(3)

問題２正方形ＡＢＣＤがある｡対角線ＡＣ，ＢＤの交点をＯとする｡線分ＡＯの中

点をＥとし，直線ＤＥとＡＢの交点をＦとする。次の各問を証明せよ。

（各問毎に必要な図は必らず書いておくことｆｒｅｅｈａｎｄでよい｡）

（１）ＡＦ：ＦＢ＝１：２

（２）二ＡＦＥ＝=ＢＦＯ

（３）ＤＥ＝ＥＦ＋ＦＯ

－１４９－



問題３２つの線分を，自由に曲げることのできる関節でつなげた折れ線を,ＸＹＺ

とおく。線分ＸＹ，線分ＹＺの長さをそれぞれａ，ｂとおく（図１）。次の問におい

て，折れ線はある平面α内だけを動く。次の間に答えよ。（図には簡単な説明をつけ

なさい｡）

（１）折れ線ＸＹＺのＸを，平面α内の定点Ａに取り付けた。折れ線ＸＹＺは，Ｘが

Ａにくっついたまま平面α内を自由に動ける。ａ，ｂの値が次の(ｱＭｲ)，（ｳ)であ

るときの，折れ線の先端Ｚの到達範囲（領域）をそれぞれ図示せよ。

、ａ＝６，ｂ＝２

（ｲ)ａ＝２，ｂ＝６

（ｳ)ａ＝４，ｂ＝４

Ｙ

図１

Ｘ Ｚ

(2)ａ＝10,ｂ＝２とする。折れ線ＸＹＺを平面α内の定点Ａに取り付けたが，取

り付け方が悪いため,線分ＸＹは点Ａを中心としたある90.の範囲しか動けなかっ

た(解答用紙の図の２つの半直線ＡＳ，ＡＴの間の範囲)。このときの折れ線ＸＹ

Ｚの先端Ｚの到達範囲を図示し，この部分の面積を求めよ。ただし，関節Ｙにお

いては自由に曲げられるものとする。

(3)ａ＝10,ｂ＝２とする。平面α内に２点Ａ，Ｂがあり，Ａ，Ｂ間の距離は16で

ある。ＸＹＺと同じ折れ線を２組用意して，それらをＸｌＹｌＺｌ，Ｘ２Ｙ２Ｚ２とおく。

いまＸ,を点Ａに取り付け，Ｘ２を点Ｂに取り付ける。２つの折れ線は,取り付けら

れた点のまわりに平面α内を自由に動けるものとする｡次に２つの折れ線の先端

Ｚ,とＺ２を関節でつなぐ。このときＺ！（＝Ｚ２)の到達範囲を図示せよ。ただし関

節Ｙ,，Ｙ２，Ｚ，（＝Ｚ２）においては自由に曲げられるものとする。

－１５０－



問題４複素数の中で虚数部分が正である６の全体を集合Ｈで表す｡すなわち,Ｈ＝
（z＝ｘ＋yilJr，ｙは実数，〕，＞０）（ただしｉは虚数単位で，ｊ２＝－１なるもの)で

ある。

いま,Ｈを定義域とする関数/に)=潟(ただし`…`は整数で､``-6`＝
ｌ）を考えよう。

（１）／(i)＝ｉともE_ら関数／に)をすべて求めよ。

(2)｡=一合+デガとする｡川)=回となる関数/に)をすべて求めよ。
（３）ＺがＨの元（要素）ならば，／に)もまたＨの元となることを示せ。（ｚＥＨ

ならば／(z)ＥＨとなることを示せ｡）

（４）／(z)の逆関数があればそれを求めよ。

問題５，，`は正の舞理数で,÷+÷='であるとき二つの鮎
Ｐ＝（[,]，［２，１［３，]，…~…)，

Ｑ＝（[9]，［２９]，［３９１……｝
について次の問に答えよ。但し，［ｊｄはｘをこえない最大の整数を表す．

（例[３．１４]＝３）

(1)特に，，＝､/丁のとき，１０以下の整数の範囲で集合Ｐ，Ｑの元（要素）をそれぞ

れ書き出せ｡(ただし,記号［］は用いない｡），/百＝1.41として計算してもよい。

(2)，＞１を示せ。

(3)ｍ＜、（ｍ，ｎ：自然数）ならば，［ｍ，]＜[､p]を証明せよ。

(4)ＰｎＱ＝ｄを証明せよ。

(5)自然数ｈがＰの元（要素）でないならば，ｈはＱの元であることを証明せよ。

（ｈ圧ＰならばｈＥＱとなることを示せ｡）（ｈ［Ｐは，ｈはＰに属さないことを

示す｡）

－１５１－
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□
３５２８＝２ｏｘ２８

１７５６＝２uX28

-8-ll2

-4-224

-2-448

１８９６＝２５ｘ２８

35……1

17...…１

８……０

２
２
２
２
２

自然数の掛け算を，昔のロシアの農民は(ｲ)２

で割ること（ただし余りは捨てる）（ﾛ)２倍する

ことし，加えることの(ｲXpX'9の組み合せで下の例

のように計算をしていた。

'二iiiiiiii
１

９８０

以上の計算は，自然数の一般の掛け算について

も成り立つ。

３５×28＝980の例（ﾛ）

#繋嶬識！ □
正方形ＡＢＣＤがある。対角線ＡＣ，ＢＤの

交点をＯとする。線分ＡＯの中点をＥとし，直

線ＤＥとＡＢの交点をＦとする。次の各問を証

…(:lil笠駕難慧ｽﾞﾁﾞいて）
(1)ＡＦ：ＦＢ＝１：２

(2)どＡＦＥ＝こＢＦＯ

(3)ＤＥ＝ＥＦ十Ｆ０

９８０

い

３５ｘ28＝28＋56＋896＝980

(1)４５×28を上の例にならって書き，答えを求

めよ。

(2)７８ｘ３ｑ２９ｘ４３についても，同様に計算せ

よ。

(3)なぜ正答が得られるのか，上の例を使って

説明せよ。

雇源斎１
座標幾何，三角関数，ベクトル，マトリックス，

射影幾何，等で証明してもよいが，以下には初等幾

何（中学既習の図形教材）だけのものについて欝く゜

問１ｉ）ＡＦ：ＦＢを平得行線で他直線上に移

す。

ｉｉ）直線ＤＦとＢＣの交点Ｇを求め△ＡＥＤ

の△ＣＥＣから。

iii）△ＡＥＤをＯ中心180.回転する。

問２ｉ）問１の結果から△ＡＦＥｃｏ△ＢＦＯを見

出す。

ｉｉ）△ＡＦＥを移動しＡをＢに重ね，こＦＡ

Ｅを二ＯＢＦに重ねる。

問３ｉ）△ＦＢＯをＡＢ軸に折り返して△ＦＢ

Ｏ'とし中点連結の定理を使う。〔また多く

の解法があるだろうがtypicalのものだけ

挙げておく。〕

耐iｌ

､冒頭斎rｌ
２で割り切れるか余りが１かが，１０進数を２進数

に変換することに対応していることを発見すれば，

説明は容易であるが,ちょっと気づきにくいと思う。

厩Fil
(1)４５２８（２）子8－３０２９４３

２２－５６３９６０ｌ４－８６

Ｕｌｌ２１９１２０７１７２

５２２４９２４０３３４４

－２－４４８-4-480１６８８

１８９６－２－９６０１２４７

１２６０１１９２０．.､２９ｘ４３＝1247

...45×28＝12602340

...78×３０＝2340

(3)３５×28＝980の解答例で説明する。

３５を２進法で表すと100011＝２`＋２'＋２０

よって35×28＝（２．＋２１＋２０)×２８

＝２５×28＋２×28＋２０×２８

＝896＋56＋28＝980

上記については，下のようにも説明できる。

Ｂを通ってＦＤに平行線をひきＡＣとの交点をＧ

とする。

△ＯＢＧ，△ＯＤＥでＢＯ＝ＤＯ

どＥＤＯ＝竺ＧＢＯ，どＥＯＤ＝どＧＯＢ

．..△ＯＢＧ＝△ＯＤＥ．.､ＯＧ＝ＯＥ＝ＡＥ

－１５３－



△ＡＢＧでＡＦ：ＦＢ＝ＡＥ；ＥＧ＝１：２

(注）方法としては蔚賑眼点ii）がbetter。

(注昨でなく分数形にした方が書きやすい。

、

、Ａ Ｏ’

Ｆ

ＣＢ

□
２つの線分を，自由に曲げることのできる関

節でつなげた折れ線を，ＸＹＺとおく。線分Ｘ

Ｙ，線分ＹＺの長さをそれぞれａ，ｂとおく（図

１）。次の間において,折れ線はある平面α内だ

けを動く。次の間に答えよ。

（１）折れ線ＸＹＺのＸを，平面α内の定点Ａ

に取り付けた｡折れ線ＸＹＺは,ＸがＡにくっ

ついたまま平面α内を自由に動ける。ａ，ｂ

の値が次の(7)，（ｲ)，（句であるときの，折れ線

の先端Ｚの到達範囲（領域）をそれぞれ図示

せよ。

（７）ａ＝６，ｂ＝２

（ｲ)ａ＝２，ｂ＝６

（句ａ＝４，ｂ＝４

Ｙ

Ｂ Ｃ

問２△ＡＦＥ，△ＢＦＯでＡＦ：ＦＢ＝１：２

ＡＥ：ＢＯ＝ＡＥ：ＡＯ＝１：２

こＦＡＥ＝どＦＢＯ＝45.

...△ＡＦＥｃつ△ＢＦＯｉ.ｅ、≧ＡＦＥ＝どＢＦＯ

、Ａ

Ｆ

－－aﾆﾆﾆﾆﾍﾐﾐ､ｂ
図１＝

〆

１
６

Ｂ Ｃ
ン

〆

Ｘ Ｚ

(2)ａ＝10,ｂ＝２とする｡折れ線ＸＹＺを平面

α内の定点Ａに取り付けたが，取り付け方が

悪いため，線分ＸＹは点Ａを中心としたある

90.の範囲しか動けなかった（解答用紙の図の

２つの半直線ＡＳＡＴの間の範囲)。このと

きの折れ線ＸＹＺの先端Ｚの到達範囲を図示

し，この部分の面械を求めよ。ただし，関節

Ｙにおいては自由に曲げられるものとする。

(3)ａ＝10,ｂ＝２とする｡平面α内に２点Ａ，

Ｂがあり，Ａ，Ｂ間の距離は16である。ＸＹＺ

と同じ折れ線を２組用意して，それらをＸｌ

ＹｌＺ１，Ｘ２Ｙ２Ｚ２とおく。いまＸ,を点Ａに取り

付け，Ｘ２を点Ｂに取り付ける。２つの折れ線

は，取り付けられた点のまわりに平面α内を

自由に動けるものとする。次に２つの折れ線

の先端Ｚ,とＺ２を関節でつなぐ。このときＺ！

問３△ＦＢＯををＡＢ軸に折り返したものを△Ｆ

ＢＯ'とする。

=ＢＦＯ'＝どＢＦＯ＝二ＡＦＥ

．..Ｏ'は直線ＤＦ上にある。

どＯＢＯ＝２二ＦＢＯ＝90゜＝二Ａ０，

．．.ＥＯ//ＯＢ

△ＤＯＢでＤＥ＝ＥＯ'＝ＥＦ＋ＦＯ'＝ＥＦ＋

ＦＯ

－１５４－
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(ｲ、と全く同じ（図Ａ）

（理由）線分ＸＹを固定すると，Ｚの到達範

囲は図Ｃのような実線の円周とな

る。線分ＸＹをＡのまわりに１回転

きせれば実線の円は，図Ｃの点線の

円（中心Ａで半径４＝ｂ－ａ）に接

しながら動くので答が得られる。

（＝Ｚ２)の到達範囲を図示せよ。ただし関節

Ｙ,，Ｙ２，Ｚ，（＝Ｚ２）においては自由に曲げ

られるものとする。

鳫頭薊
抽象的な幾何の問題ではなく，機械のメカニズム

と関連をもつものとして出題した。この問題は直交

座標を使って解く事も出来るだろうが，ここでのポ

イントは折れ線（クランク）の動きをじっくり考察

することによってイメージを膨らませて行くことに

ある。折れ線の先端の到達範囲を図示してもらうだ

けでなく，その理由（証明）もかいてもらうことも

検討したが今回は結果のみとした。というのは，こ

の問題の解答の理由を文章で明確に述べるのは極め

て困難であることと，理由の記述があいまいなもの

となることが予想されるからである。口頭試問の形

をとれればよいのであるが。なお，このクランク機

構の問題は，２次元トーラスや３次元トーラスを直

感的に説明するためにＷ・Ｐ・サーストン，ＪＲ、

ウイークス箸｢３次元多様体と宇宙の栂造』（サイエ

ンス1984年９月号）で用いられた方法にヒントを得

た。

犀Fil
(1)（７）点Ａを中心とする，半径８（＝ａ＋ｂ）と半

径４（＝ａ－ｂ）の２つの同心円の間の領域

（境界を含む）である。（図Ａ）

図Ｃ

Ｚ

′~~～、

ゼニノ｜
／

’

、 '

(､-----"'

仇点Ａを中心とする半径８（＝ａ＋ｂ）の円の

内部と境界全体である。（図、）

図、

鑿
(理由）（７）の理由とほとんど同じである。

一般のａ，ｂについては，Ｚの到

達範囲が次のようになる。

．ａ≠ｂのとき

点Ａを中心とする半径ａ＋ｂと半

径Ｉａ－ｂｌの２つの同心円の間の

領域（境界を含む）である。（図ｃ

－１）

図Ａ

鑿
図Ｃ－１

(理由）線分ＸＹを固定するとＺの到達範囲

は図Ｂのような円周となる。線分Ｘ

ＹをＡのまわりに１回転きせれば答

が得られる。

鱒図Ｂ

lい

＄

Ｘ
Ａ

’

)仁

－１５５－



．ａ＝ｂのとき

点Ａを中心とする半径ａ＋ｂ（＝

２ａ）の円の内部と境界をあわせた

領域である。（図Ｃ－２）

図Ｃ－２

（理由）点Ａにとりつけられた折れ線ＸｕＹ`Ｚｌ

だけを考えると(Ｗ)でみたように，Ｚ，

の到達範囲は点Ａを中心とする同心円

の間の領域である。同様に折れ線Ｘ２

Ｙ２Ｚ２を考えるとＺ２の到達範囲は点

Ｂを中心とする同心円の間の領域であ

る。Ｚ，とＺ２がつながっているから２

つの領域の重なった部分が答である。

証明は上記理由を精密にのべればよい。たとえば

(1)(ｲ)の証明は次のようになる。

(1)(ｲ)の場合Ｚの到達範囲全体をＭ，同心円の間の

部分をＮとおく。

Ｎ＝｛ＰＥａｌ４≦．（Ｐ，Ａ)≦８｝

（。（Ｐ，Ａ）は２点Ｐ，Ａの間の距離をあらわす）

任意にＰＥＭをとったとき，距離の三角不等式よ

り

．（Ｐ,Ｙ)＋。（Ｙ,Ａ)≧。（Ｐ,Ａ）

６＋２≧。（Ｐ,Ａ）

なお，(1)の別解としてベクトルの

内積を用いる方法も，比較的楽にで

きる.直交座標を用いるのは繁雑で

あると思う。

(2)点Ａを中心とする半径1２（＝ａ＋ｂ）と半径８

（=a-b)の2つの同心円の間の部分の十に，
半径２の半円を「両端」につけ加えたもの（境界

を含む）である。（図Ｅ）

面績=；(露×12蜜-露x８１+2x;×露×2’
＝２４元

Ｚ＝Ｐ

図Ｅ

Ｘ＝ＡＹ

▲繍鷲鱗護’
Ｓ

(3)点Ａを中心とする半径12(＝ａ＋ｂ),半径８（＝

ａ－ｂ）の同心円の間とＢを中心とする同心円の

間との重なった領域(境界を含む)である。（図Ｆ）

図Ｆ

Ａ

－１５６－



点Ａを中心とする半径２の円周をＣとおく，ＰＥ

Ｎであるから

４≦。（Ｐ,Ａ)≦８………（＊）

である。

ここで点Ｐを中心に半径６の円Ｄをかくと上記補

題と（＊）式より（Ｒ＝６，ｒ＝２）ＣとＤとは共

通部分をもつ。

ＣｎＤに属する任意の１点をＱとおく，このとき

。（Ａ，Ｑ)＝２，．（Ｑ，Ｐ)＝６であるから，Ａ，

Ｑ，Ｐの位置にそれぞれＸ，Ｙ，Ｚがくるような折

れ線の配逓があり，ＰはＺの到達範囲内である。よっ

てＰＥＭ。

以上をまとめると集合としてＭ＝Ｎが示された。

1ま全部で６組求まるが，関数は３組。

(3),（4)は要するに／(z)がＨからＨへの１対１，

上への写像であることを示す問題である。(3)だけで

は中への写像のみしか言えないが，(4)の中で上へ写

像かつ１対１を示す必要がある。

１対１とは,、z,≠鞄・／(z,)≠／(功)",上への写像

とは、〃ＥＨ●／(z)＝ｚＵとなるｚＥＨが存在す

る〃このことが示されて初めて，逆関数ノー!(〃)＝ｚ

となるものが定まる。

－次分数関数'に)=鰐(``－６c拳0)と行列
A=(:帥深い関係がある｡この関係をﾉｰＡ
で表そう。別な一次分数関数ｇがｇ－Ｂならば,合

成関数ｇｏ／～ＢＡとなり，／-1-Ａ-1なる関係が

ある。複素関数論の話ではあるが，問魍中の一次分
１Ｊけい

数関数は，整数論や保型関数の分野に大U､に利用さ

れている。□

幌F1、

(''鶉='より"+`=i(c'十`)=-`+`ﾊ`，
６，ｃ，ｄは実数(整数)だから，α＝。，６＝－c，ad-

6c＝’よりα2＋62＝’よって，（α’６)＝(±１，ｏ)，

（０，±’)故に，（＠，６，ｃ，。)＝(±１，０，０，±

１)，（ｏ，±１，千１，ｏ）（複号同順)。故に，前者

の場合/(z)=２，後者の場合/に)=-今。
,２１筈著=・より…=・"塾+…(一十＋

等!)十b=`(-;一等')+`(-;十手小
(0-;)十？`ｶﾞｰｰﾅ(`+小孚(`-`)io
Ab-;=-;(`+`),`=`-c･故に,`=－０，
.=α-6｡`d-b`=`(α－６)+が=az-a6+ｹﾞー（

｡-3]，+ﾁｹﾞｰ'｡よって,("’6)=(±1,0)
（０，±’)，（±１，±’)。故に，（α，６，ｃ，‘)＝(±

１，０，０，±’)，（０，±１，平’’千’)，（±１，±

，，平１，ｏ)。（複号同1'頂)。第１の場合／(2)＝z，

鏑2の場合/に)=-戸』Ｔ，
第３の場合/に)=一二二。

(3)=…(,>0)に対して作)=鶚＝

複素数の中で虚数部分が正である６の全体を

集合Ｈで表す。すなわち，Ｈ＝に＝x＋ｙｊｌｘ，

ｙは実数，ｙ＞Ｏ）（ただし』は虚数単位で，
i2＝－１なるもの）である。

いま｡Ｈを定義域とする関数'に)=筈|；
（ただし２，６，ｃ，ｄは整数で，ａｄ－６ｃ＝１）

を考えよう。

（１）／(i)＝ｉとなる関数／に)をすべて求

めよ。

(2)．=-;十字ｊとする｡巾)="と
なる関数／に)をすべて求めよ。

（３）ｚがＨの元（要素）ならば，／に)もま

たＨの元となることを示せ。（ｚＥＨな

らば／(z）ＥＨとなることを示せ｡）

（４）／(2)の逆関数があればそれを求めよ。

｢諏薊
複素数は数学Ｉ（１年生）の初めで学んだものだ

が、複素数を定義域とする関数（複素関数）は，大

学の学部で学習するものである。しかし，／に)＝

αz+β(一次関数)や′(蔓)=鶚(-次分数関数）
などは，複素数の加減乗除（四則）で計算できるか

ら，１年生にも扱える内容であろう。

（1)は，虚数単位ｉを固定する関数を求める問題。

wYzd-6c＝α2＋62＝１"と帆α’６が整数"とから解

法。α，６，ｃ，。の組は全部で４組求まるが，関数は

２組。

１２１も鬮繍に,｡=一十十？！('の虚立方根の一
つ)を固定する関数を求める問題。α，６，ｃ，。の組

鵠鍔=綜辮＝
ｍ１Ｅ－ｒＤｊ－ｒａＶＺｒｌｌＣｇ［－F口

分母は，（ｉ）ｃ≠

０ならＧｙ≠Ｏより分母＞0。（iiルーＯなら，“－

－１５７－



DC＝αｄ＝１よりｄ≠０．分母＝ｄ２＞０．分子＝

(”＋６）（cr＋‘）＋αcy2＋(αｄ－６ｃ)yi＝（〃＋６）

(〃＋ｄ)＋α(y2＋yｊｏｙ＞ｏより／(z)の虚数部分

函ヨ

どの闇も［］の記…翼の仕方と令十;＝
１の使い方が問題であろう。［］はガウス記号とよ

ばれている。

(1)問題を理解し，［］の意味が分かれば得点でき

る問題だと思う。

(2)Ｐ＞１を示すことは簡単なことだが，この問題

があることによって(3)がかなり考えやすくなっ

ている。

(3)ｎｍが自然数であることから、＜ｍ＋１≦、の

関係と，，＞１を利用する。

(4)背理法を用いる。

［］の記号のはずしかた，すなわち[x]＝ｋな
らｋ≦ｘ＜ｋ＋１

(5)ｈ圧Ｐの条件をどのように式で表せるかが大き

なポイントであろう。解答例で言えば,「[(ｍ－

１)，]＜h＜[ｍ，]となる自然数ｍが存在し，こ

のとき(ｍ－１)，＜ｈ＜ｍｐ－１となる」ｈＥＱ

を示すためには，ｈ＜tq＜ｈ＋１（ｔ：自然数）を

示すことを考えればよい。

'よ正より,／(z)はＨの元とな
（α＋ｄ)2＋(〔y)２，.uL￣ハハ亀',←ＬＪｖ'ルーふ

る。

(4)／に)の値域をＶとする｡(3)よりＶはＨに含ま

れる（Ｖ三Ｈ)。勿論，Ｖは空集合ではない。（･･･／

(i)ＥＨ）いま，Ｖの任意の元〃に対して，／(2)＝

…ろ`｡Ｈが存在するが,鶚…り“
＋６＝czzU＋dzU。（－c〃＋α)ｚ＝。〃－６。（α，ｃ)≠

（０，０）

で〃ＥＨだから，－ｃｚｕ＋α≠０．故に，ｚ＝

皇:1戸1t,す…,/(z)="と…は唯一つ定
まり，。．α－(－６)．（－c)＝“－６c＝１より(3)と同

繍に,`｡Ｈと癒る｡いま,g(圏)=ご祭7とおく
と，ｇ(/(z))＝zo-①｡関数ｇ(2)に対して同様に

考えると，／(g(z))＝ｚ－－②,①より２，≠鞄・ｇ(／

に,))≠ｇ(/(亀))●／(2,)≠／(功),よって,／(z)は１

対１．②より／に)はＨの上への関数となる。よっ

て，逆関数は，ｇに)となる。 国國
(1)Ｐ＝（１，２，４，５，７，８，９）

Ｑ＝（３，６，１０）

(2)ナ十十='を変形して,；='一ﾅｰﾃﾞ
ﾜ>0より,旱>０
，＞Ｏだから，’－１＞Ｏ

よって，ｐ＞１

(3)ｍ，<m，+1＜m，+，=(m+１Ｍ≦､，

ゆえに，［ｍ，]＜[ｍ，＋１］≦[､，］

よって，ｍ＜、なら［ｍ，]＜［､，］

(4)ＰｎＱ≠のと仮定する。

即ち，ｐｎＱに属する自然数ｋが存在する。

このとき[ｍ，]＝ｋ＝[､9]を満たす自然数ｍ，、
が存在する。

ゆえに，ｋ＜ｍ，＜ｋ＋１，ｋ＜､9＜ｋ＋１（'’９
は無理数なので等号はない）

変形して.缶＜;<\,i=L丁＜÷<；
辺々加えて｡跨ぐ；十十<竿
÷十十='より,跨ぐ'<竿
ゆえに，ｋ＜ｍ＋、＜ｋ＋ｌとなるが，ｋ，ｍ，、が

回

必'は正の霧藝数で,十十十='であるとき
二つの集合Ｐ＝（[,]，［２，]，［３，１……)，

Ｑ＝（[9]，［２９１［３９]，……）について次

の間に答えよ。但し，［え]はえをこえない最大の

整数を表す。（例[3.14]＝３）

（１）特に，，＝２のとき，１０以下の整数の範

囲で集合Ｐ，Ｑを?の元(要素)をそれぞれ鱒

き出せ｡(ただし,記号［］は用いない｡)､/可＝

1.41として計算してもよい。

（２）ｐ＞１を示せ。

（３）ｍ＜、(ｍ，、：自然数）ならば，［ｍｐ]＜

［､，]を証明せよ。

（４）ＰｎＱ＝ｄを証明せよ。

（５）自然数ｈがＰの元(要素)でないならば，

ｈはＱの元であることを証明せよ。（ｈＥＰ

ならばｈＥＱとなることを示せ｡）（ｈ圧Ｐ

は，ｈはＰに属さないことを示す｡）
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自然数であることに不合理。よって，ＰｎＱ＝ｄ

(5)(3)より，ｍ＜、のとき[ｍｐ]＜[､p]なので，

［(ｍ－１),]＜h＜[m，]となる自然数ｍが存在
する.

ゆえに，（ｍ－１)，＜ｈ＜ｍｌ－１

変形して,苧＜ﾅ＜缶

←1-;より,旱＜1-上＜-聖９ｈ＋１

ゆえに,h=\±-L>上>h-m+１９ｈ＋１

変形して，ｈ＜(ｈ－ｍ＋１Ｍ＜h＋１

よって，ｈ＝[(ｈ－ｍ＋１)9]ＥＱとなる。
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第７回

北海道高等学校数学コンテス |、

採点 終を え て

平成元年１月１５日（日）実施

北海道算数数学教育会高等学校部会

－１６０－



第７回「数学コンテスト」を終えて

北数教高校部会長黒澤耕生

この「数学コンテスト」は，数学への興味や関心を深め，同時に，数学を勉強する

本来の意義である基本的な概念や原理・法則などの理解の深化，論理的な思考力の養

成，創造的な考え方や処理の仕方の開発などを目的とし，あわせて，生徒の皆さんの

潜在する素質や能力の発掘と向上を図ることをねらいとして行われ，今年は７回目に

なります。

７年にわたる関係各位の援助や協力と参加する高校生諸君の意欲によって，回を重

ねるごとにその評価が高まり，すっかり定着した感じがします。今年は，全道から２７

校223名の参加により無事実施することができ，当日主会場である札幌平岸高校では，

問題に取り組む生徒諸君の真剣で意欲的な姿に接し，大いにたのもしさを感じた次第

です。

このコンテストの趣旨やねらいを受けて，今回秀れた成績をおさめた人は大いに自

信をもってさらに精進してほしい，皆さん学校に帰って数学を愛する同級の人たちを

ふやしお互い励まし合いながら勉強してほしいと考えます。どうか，来年も多くの人

が参加して下さい。

終りになりましたが，北海道教育委員会，札幌市教育委員会，高等学校長協会より

賜わりました御後援，及び，北海道新聞社，福武書店の物心にわたっての御援助に深

く感謝申しあげますとともに，本年も変らず，出題や採点から運営全般について御尽

力頂きました大学や北数教高校部会研究部を中心とする諸先生に厚く御礼申しあげる

次第です。

－１６１－
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第７回 北海道高等学校数学コンテスト・
卜

表分

［

162

階級 問１ 問２ 問３ 問４ 問５

4０－４０ 4４ 4４ 1８

3６－３９ ２ 3６ ８ １

3２－３５ 1５ 3３ 6２ ５

2８－３１ ７ 3０ 2２ ３

2４－２７ ９ 1０ 4４ ８ １

2０－２３ ６ 1４ 2０ 1０ 1３

1６－１９ １ 1４ 1３ ９ 1０

1２－１５ 124 ６ 1１ 2４ 3４

８－１１ 1１ ８ ５ 3５ 3８

４－７ ２ 1２ ５ 3７ 4４

０－３ ２ 1６ 1５ 9１ 8３

合計点 4,912 6,155 5,726 1,785 1,507

受験数 223 223 223 223 223

平均 2２．０ 2７．６ 2５．７ ８．０ ６．８

Ｓ：， lＬＯ 1２．３ 1０．６ ８．８ ６．９

階級 合計

1８０－１９９

1６０－１７９ ５

1４０－１５９ 1２

1２０－１３９ 3３

1００－１１９ 3６

8０－９９ 4８

6０－７９ 4６

4０－５９ 2８

2０－３９ ８

０－１９ ６

－－１

19,983

222

90.01

34.24



解答例

(1)４５２８（２）子８－=０２９４３

２２－５６３９６０】奇－８６

，１１２１９１２０７１７２

５２２４９２４０３３４４

－２－４』８弓4-480１６８８

１８９６－２－９６０１２４７

１２６０１１９２０．.､29ｘ４３＝1247

□

自然数の掛け算を，昔のロシアの農民は(ｲ)２で

割ること（ただし余りは捨てる）（ﾛ)２倍すること

し，加えることの(ｲX･X'9の組み合せで下の例のよう

に計算をしていた。

３５×28＝980の例（ﾛ）

Iii勘際Ｉ鑿③
２）35……１３５２８＝２ox28

i屡慧…,

９８０

い

３５×２８＝２８＋５６＋８９６＝９８０

(1)４５×28を上の例にならって書き，答えを求め

よ。

(2)７８ｘ３ｑ２９Ｘ４３についても，同様に計算せよ。

(3)なぜ正答が得られるのか，上の例を使って説

明せよ。

讃評

配点は，(1)(2)で15点(3)25点とした。

(1)(2)については，問題例にならって計算をすれば

正答が得られることより，ほとんどの者が正解であ

った。この問題のねらいは(3)であり，厳密な証明を

要求するものではないが，例を使い，簡明で誰にで

も納得のできる説明を求めるものである。したがっ

て，説明は，一般の場合についても，成り立つこと

を念頭におかなければならない。(3)の満点の者は，

少なからずいたが，同じ満点でも，解答の優劣の差

異がおおきかった。

正解者の多くは，３５×28＝28＋56＋896＝

２８（１＋２＋32)＝2８（２０＋２'＋２５）に気が付い

た者であった。同じことを，言葉で説明した者も正

解としたが，すっきりとした解答は少なかった。問

題が比較的平易で，とつつき易かったせいもあり，

多数の者が高得点を得たのは，大変好ましいことで

ある。願わくば，この例の掛け算が，有用か否かは

別にして，私達の身の回りにある計算法にも，工夫

によって簡便になったり，ある特殊な条件のもとに，

簡単に正答が得られる場合がある。ひまなとき，こ

のようなエ夫を自分で考えたり，独自の計算法を創

り出すことは，他人の問題を解くことよりも，何倍

も有意義なことだと思う。

正方形ＡＢＣＤがある。対角線ＡＣＢ、の交点

をＯとする。線分ＡＯの中点をＥとし，直線ＤＥ

とＡＢの交点をＦとする。次の各問を証明せよ。

（各問毎に必要な図は必らず鶴いておくこと，

freehandでよい｡）

（１）ＡＦ：ＦＢ＝１：２

（２）ごＡＦＥ＝どＢＦＯ

（３）ＤＥ＝ＥＦ＋ＦＯ

１．配点

（１）図３点，説明12点

（２）図３点，説明12点

（３）図２点，説明８点

総計４０点満点

ＩＬ初等幾何の出題について

このコンテスト実施の始めの会蟻の席上で筆者は

現在高校教材中にない初等幾何の出題を主張し当時

の係員全員の賛成を得た。以来毎回全出題に対する

－１６３－



二割の重みで続けて来た。折も折５年後に高校教材

として初等平面幾何が導入される事が定まった。そ

れだけ無視できない数学教育上としての重要性が存

在するのである。初等幾何の教材としての廼要住は

図形間の関係盟鍼にあり，計算は第二次的のもので

ある。計算としては三角関数や座標幾何,ベクトル，

マトリクスと数多くある｡コンテストに必らず初等幾

何を出題するのは数学教育上の本質的な発想に依る

ものであり，今後も続けられるであろう，というよ

りはもっと有意義になろう。但し受験生の解答に対

してはどんな方法でも公平に採点している。

１．相似や合同の式表示

側△ＡＦＥと△ＣＤＥは相似である、

のような例△ＡＦＥの△ＣＤＥとすべきものを、…相

似である蝋では対応が明確でない。また考え違いが

あっても表面には明らかでない｡その証拠として②を

使った生徒の中に対応がLooseである者が多かっ

た。

これは合同についても同様であり減点の対象とし

た。

2．相似比と面薇比の混同

△ＡＦＥｃｏ△ＣＤＥ

ＡＥ：ＥＣ＝１：３のとき

これを△ＡＦＥ：△CDE＝１：３とする生徒が多く

居た。面積比と相似比の区別を明確にすべきである

が，一方底辺共有のときは

△ＡＯＦ：△ＦＯＢ＝１：２とできる。

これらの区別を正確に把握し表現できるようにする

ことは今後必要である。

3．正方形ＡＢＣＤの頂点の位冠

通常はＡを定めたらＢはその下方ＣはＢの右

方,ＤはＡの右方とするがその逆ＢをＡの右,Ｃは

Ｂの下，ＤはＡの下とする例があった。これは強制

すべきことでは無いが，実は点の順序が正の回転と

負の回転と二つあって前者は正の回転である。これ

をLooseにすれば将来帆向き蝋のついた図形につい

て学習するときの妨げとなろう。

4．＝についての誤解

△ＡＦＥ＝△ＥＦＣは二つの三角形の等積を示す式

である。△ＡＦＥは燗頂点が３つのＡ，Ｆ，Ｅである．

ことを示すことと，その面積も同時に表わしている

ことを知らない生徒が居る。

５ベクトル計算の誤解

茂=旦亘土亘から|茂|＝3'す'＋'百’
４４

などの計算をする生徒が居た。これは十分に注意し

てほしい所である。

、図を書くことについて

ｆｒｅｅｈａｎｄを翌め，特に粗末でない限り各問配点

の二割を今回は与えた。このことは初等幾何採点の

基本方針として実行してきた。生徒は帆文章の意味

に合致する図を瞥くこと剛に不得手である。それは

、文章の意味を正確に把握する能力に欠けている帆

榊文章の意味を適確に図表現する訓練が不足であ

る幽の二つの原因の為と判断する。だから仮りに式

表示や文章が無くても図だけで二割を与えているの

である。このコンテストに参加した生徒が今後の学

習で積極的に図を書く要因になってくれたらの配慮

による。

特に此度は各問毎に必要な図を書くことを命じて

おいたので図の無い解答はきびしく減点した。

ここで逆に注意すべきことは帆図に示しておけば

説明の必要がないⅧと誤解している生徒が居ること

である。Textや参考聾に帆図のように、鹸図によっ

て蝋などの用語がある為の害であろうが蝋問題文や

与えられた図に示されていない点や線などの名称は

必らず説明すること蝋この原則は厳守されなければ

ならない。

1Ｖ・鉦明の方法について

出題者としては(1)(2)は問題文にある通りの図を書

けば，それ以上に何の追加も不用であり共に二つの

三角形の相似で証明され(3)は少し図形移動か補助線

が必要かと思っていたのだが，予想に反して生徒の

証明は多種多様であったので驚いたが，それにもま

して生徒の旺盛な思考力に感心させられた。教師と

して－つの方法を押しつけてはいけないことは肝に

銘して居り，であるが故に穴埋め式のテストには反

対意見であるのだがかくまでに多様とは考えていな

かった。ここに色々のサンプルは示す余白がないの

で割愛する。

Ⅵ、緯括

色々書いて来たが，中学で習った図形問題に対し

て数学に自信のある生徒とはいえ，中学を離れ９カ

月にもなるのに，これだけ解答したことについて，

諸君と共に諸君に指導した中学校の先生方に深く敬

意を表する。また二年生は新しく習った座標幾何，

三角比，ベクトルなどで試み，それは極めて不利で

あるのに最後まで計算を完了した者も居り，採点者

としては苦しかったが，それらの気迫を尊重する。

出来たらこの問題についての解答種別など分析して

表彰式までにはレポートを作り度いと思っているＶ、注意すべき事柄
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が，間に合わないときは筆者が主宰しているⅧ幾何

問題研究会職の会報に特別発表したいと思っている。
，

解答例

Ｂを通ってＦＤに平行線をひきＡＣとの交点をＧ

とする。

△ＯＢＧ，△ＯＤＥでＢＯ＝ＤＯ

二ＥＤＯ＝こＧＢ０，二ＥＯＤ＝どＧＯＢ

．..△ＯＢＧ＝△ＯＤＥ．..ＯＧ＝ＯＥ＝ＡＥ

△ＡＢＧでＡＦ：ＦＢ＝ＡＥ：ＥＧ＝１：２

（注）方法としては蔚賑眼点ii）がbetter。

（注）：でなく分数形にした方が書きやすい。

O’

Ｃ
Ｂ

回
Ａ

２つの線分を，自由に曲げることのできる関節

でつなげた折れ線を，ＸＹＺとおく。線分ＸＹ，

線分ＹＺの長さをそれぞれａ，ｂとおく（図１)。

次の間において，折れ線はある平面α内だけを動

く。次の間に答えよ。

(1)折れ線ＸＹＺのＸを，平面α内の定点Ａに取

り付けた。折れ線ＸＹＺは，ＸがＡにくっつい

たまま平面α内を自由に動ける。ａ，ｂの値が

次の(ｱ)，（ｲ)，㈲であるときの，折れ線の先端Ｚ

の到達範囲（領域）をそれぞれ図示せよ。

、ａ＝６，ｂ＝２

mａ＝２，ｂ＝６

㈲ａ＝４，ｂ＝４

Ｙ

Ｆ

ＣＢ

問２△ＡＦＥ，△ＢＦＯでＡＦ：ＦＢ＝１：２

ＡＥ：ＢＯ＝ＡＥ：ＡＯ＝１：２

二ＦＡＥ＝どＦＢＯ＝45.

...△ＡＦＥｃｃ△ＢＦＯｉ.ｅどＡＦＥ＝どＢＦＯ
図１

ＺＸＡ

(2)ａ＝10,ｂ＝２とする。折れ線ＸＹＺを平面

α内の定点Ａに取り付けたが，取り付け方が悪

いため,線分ＸＹは点Ａを中心としたある90.の

範囲しか動けなかった（解答用紙の図の２つの

半直線ＡＳＡＴの間の範囲)。このときの折れ

線ＸＹＺの先端Ｚの到達範囲を図示し，この部

分の面積を求めよ。ただし，関節Ｙにおいては

自由に曲げられるものとする。

(3)ａ＝10,ｂ＝２とする。平面α内に２点Ａ，

Ｂがあり，Ａ，Ｂ間の距離は16である。ＸＹＺ

と同じ折れ線を２組用意して，それらをＸｌＹｌ

Ｚｕ，Ｘ２Ｙ２Ｚ２とおく。いまＸ,を点Ａに取り付

け，Ｘ２を点Ｂに取り付ける。２つの折れ線は，

取り付けられた点のまわりに平面α内を自由

に動けるものとする。次に２つの折れ線の先端

Ｚ,とＺ２を関節でつなぐ。このときＺ！（＝Ｚ２）

の到達範囲を図示せよ。ただし関節Ｙ,，Ｙ２，Ｚ！

Ｆ

Ｂ Ｃ

問３△ＦＢＯををＡＢ軸に折り返したものを△Ｆ

ＢＯ'とする。

どＢＦＯ'＝二ＢＦＯ＝二ＡＦＥ

ＡＯ'は直線ＤＦ上にある。

二ＯＢＯ＝２≧ＦＢＯ＝90｡＝二Ａ０，

．．.ＥＯ//ＯＢ

△ＤＯＢでＤＥ＝ＥＯ'＝ＥＦ＋ＦＯ'＝ＥＦ＋

ＦＯ
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の考えを他の人にわかるように解答用紙で表現する

力をつけられたい。

最後に，この問題を発展させて，３本の線分をく

っつけた折れ線で到達範囲を考えたり，パソコンの

グラフィックスで，Ｚの到達領域をディスプレイで

確遡したりすることをおすすめする。この問題に限

らず「軌跡Ｊや「領域」の分野の問題についても，

計算や証明等で考えることと，グラフィックスをか

いてみることの両方をやることによって，誰も気づ

かなかった新しいことを発見するかもしれない。諸

君がそのような発見で皆を驚かせてくれることを期

待する。

（＝Ｚｚ)においては自由に曲げられるものとす

る。

講評

題意を正確に把握すれば，折れ線の動き方を図で

確認しながら解いていくことができる。イメージを

正しくつくることがポイントである。

(1)㈲と(ｳ)は出HEi者の予想どおり正答率が高〈（そ

れぞれ83％，８５％)，(ｲ)は他にくらべて正答率が４９

％と低かった。（ｲ)をどう考えて，正しく領域をだ

すかが，第３間の２つのヤマのうちのひとつであ

る。

(2）は出題者の予想より出来がよくなかった。到達

範囲の図示の正答率は55％で，図１のような誤答

が30％あった。線分ＸＹが90.の範囲にあるという

問題文から点Ｚもその範囲にあるという思いこみ

か，うっかりミスによる誤答が多かったと考えら

れる。正しく得られた到達範囲の面積は比較的よ

くできていた(受験者全体に対する正答率が43％）

が,'rを3.14として計算している者もいた｡汀は元

のまま使えばよく，面積の近似値が必要なときだ

解答例

(1)㈱点Ａを中心とする，点Ａを中心とする，半径８（＝ａ＋ｂ）と半

径４（＝ａ－ｂ）の２つの同心円の間の領域

（境界を含む）である。（図Ａ）

図Ａ

鑿図l
Ｔ

(理由）線分ＸＹを固定するとＺの到達範囲

は図Ｂのような円周となる。線分Ｘ

ＹをＡのまわりに１回転きせれば答

が得られる。

図Ｂ

肝Ａ Ｓ

の
け3.14等を使えばよいのである。なお，受験番号

128の受験者から(2)の問題文の不備を指摘された。

問題文(2)の２つめの文の出だしを「折れ線ＸＹＺ

の点Ｘを平面α内の」とすべきであった。陳謝す
￣

るとともに，今後十分気をつける。

(3）は第３間の２つのヤマのもうひとつである。２

組の折れ線をつなげない状態で，Ｚ１，Ｚ２の到達範

囲を考え，Ｚ１，Ｚ２をつなぐことが２つの領域の璽

なる部分であることに気づくかどうかが正答，誤

答の分かれめである。正答率は28％であった。

全体として，答のかき方の不備がめだった。領域

の境界線がどんな線であるのか（直線の一部か，円

の一部か，円ならば中心や半径は何か)，結局どの部

分が答の領域であるのか(斜線をひいた部分なのか）

が採点者に明確につたわらない解答があった。自分

Ｘ
Ａ

'

)‘.

(ｲ)、と全く同じ（図Ａ）

（理由）線分ＸＹを固定すると，Ｚの到達範

囲は図Ｃのような実線の円周とな

る。線分ＸＹをＡのまわりに１回転

きせれば実線の円は，図Ｃの点線の

円（中心Ａで半径４＝ｂ－ａ）に接

しながら動くので答が得られる。
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なお，(1)の別解としてベクトルの

内械を用いる方法も，比較的楽にで

きる。直交座標を用いるのは繁雑で

あると思う。

(2)点Ａを中心とする半径1２（＝ａ＋ｂ）と半径８

（=a-b)の2つの同心円の１１mの部分の十に，
半径２の半円を「両端」につけ加えたもの（境界

を含む）である。（図Ｅ）

面積=十(羅xl2`-露×８，)+2×;×露×2,
＝２４万

図Ｃ

Ｚ

'－－へ、
ＸＹ人

Ａ

ノ
グ、

<､----'’

図Ｅ
ｎ点Ａを中心とする半径８（＝ａ＋ｂ）の円の

内部と境界全体である。（図Ｄ）

図，

鑿
Ｓ

(理由） (7)の理由とほとんど同じである。

一般のａ，ｂについては，Ｚの到

達範囲が次のようになる。

.ａ≠ｂのとき

点Ａを中心とする半径ａ＋ｂと半

径｜ａ－ｂｌの２つの同心円の間の

領域（境界を含む）である。（図ｃ

－１）

(3)点Ａを中心とする半径12(＝ａ＋ｂ),半径８（＝

ａ－ｂ）の同心円の間とＢを中心とする同心円の

間との重なった領域(境界を含む)である。（図Ｆ）

図Ｆ

図Ｃ－１

鱒
Ａ

（理由）点Ａにとりつけられた折れ線ＸｌＹｌＺｌ

だけを考えると(1)(7)でみたように，Ｚ，

の到達範囲は点Ａを中心とする同心円

の間の領域である。同様に折れ線Ｘ２

Ｙ２Ｚ２を考えるとＺ２の到達範囲は点

Ｂを中心とする同心円の間の領域であ

る。Ｚ，とＺ２がつながっているから２

つの領域の重なった部分が答である。

証明は上記理由を綱密にのべればよい。たとえば

(1)(ｲ)の証明は次のようになる。

(1)(ｲ)の場合Ｚの到達範囲全体をＭ，同心円の間の

部分をＮとおく。

．ａ＝ｂのとき

点Ａを中心とする半径ａ＋ｂ（＝

２ａ）の円の内部と境界をあわせた

領域である。（図Ｃ－２）

図Ｃ－２

霧
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Ｎ＝（ＰＥａｌ４≦。（Ｐ，Ａ)≦８）

(。（Ｐ，Ａ）は２点Ｐ，Ａの間の距離をあらわす）

任意にＰＥＭをとったとき，距離の三角不等式よ

以上をまとめると集合としてＭ＝Ｎが示された。

回り

。（Ｐ,Ｙ)＋。（Ｙ,Ａ)≧。（Ｐ,Ａ）

６＋２≧。（Ｐ,Ａ） 複素数の中で虚数部分が正であるもの全体を集

合Ｈで表す｡すなわち，Ｈ＝(z＝jr＋狐|x,ｙは実

数，ｙ＞Ｏ｝（ただしｉは虚数単位で，緩＝－１なる

もの）である。

いま｡Ｈを定義域とする関数/(愚)=:鶉
（ただしα，６，ｃ，ｄは整数で，α`－６c＝１）を

考えよう。

(1)／(i)＝ｊとなる関数／(z)をすべて求めよ。

(2)“薑-;+旱＃とする｡′(｡)=…ろ
関数／に)をすべて求めよ。

(3)ｚがＨの元(要素)ならば，／に)もまたＨの

元となることを示せ。（ｚＥＨならば／（２）ＥＨ

となることを示せ)。

(4)／に)の逆関数があればそれを求めよ。

Ｚ＝Ｐ

Ｘ＝ＡＹ

r;鱗議Ｉ 講評

(ﾘ鶚=…すぐ立て…分母を払・
て解いた人が少ないのには驚きました。また，

α＝‘'６＝－cは出ているが,条件を使わず／(z)＝

ａｚ＋６で終わっている人も多く見受けられま
－陀十α

した。

(2)(1)と同様に計算すればよいのですが，複素数の

四則計算が十分でないようです。また，zzo2＋

６．＋ｃ＝Ｏから直ちに，α＝６＝ｃ＝０と解いた人

が多かったようです。

(3)素直に，ｚ＝x＋yi(y＞０）を代入して／(z)の虚

数部分を調べるとよい。間違いの例としては，分

母＝(“＋の＋Gyiの実数化で，（“＋‘)z-c2y2と

＊＊

し…,("+`)+妙i一万扉７７十余と分
けてしまったものなどが目についた。

(４１簡…算で,ﾉｰ』に)－当i;;E:t了は出てきま
すが，／(z)の逆関数になるのかどうか，定義域・

値域はどうかなどチェックする姿勢が欲しい。

ユニークな答案が，函館中部の小沢君，（4)は５

点でしたが，きちんとした答案は札南の橋本君，

札北の伊山君，小樽潮陵の近藤君たちは特に目を

引きました。

点Ａを中心とする半径２の円周をＣとおく，ＰＥ
Ｎであるから

４≦。（Ｐ,Ａ)≦８．.…….（＊）

である。

ここで点Ｐを中心に半径６の円Ｄをかくと上記補

題と（＊）式より（Ｒ＝６，ｒ＝２）ＣとＤとは共

通部分をもつ。

ＣｎＤに属する任意の１点をＱとおく，このとき

。（Ａ，Ｑ)＝２，．（Ｑ，Ｐ)＝６であるから，Ａ，

Ｑ，Ｐの位置にそれぞれＸ，Ｙ，Ｚがくるような折

れ線の配置があり，ＰはＺの到達範囲内である。よっ

てＰＥＭ。
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逆関数である。

故に，／に）の逆関数は存在し，／-1(ｚ）

土十６

解答例

u)八！)=鵲=八分…って.`'十`＝
－ｃ＋ｄｉｏａ，ｂ，ｃ，ｄは実数だから，ｂ＝－c，ａ＝

ｄｏａｄ－ｂｃ＝１に代入して，ａ２＋bz＝ｌｏａ，ｂはと

もに整数だから，（a，ｂ)＝(±１，０)，（０，±l)。

故に，（a，ｂ，ｃ，。)＝(±１，０，０，±1)，（０，±

１，±1,0）（複号同順）。よって，求める関数は前

１
者の場合／(2)＝ｚ，後者の場合／(z)＝－－

ｇｏ

(２１'(")=;:÷f;=…+`=`･蟄十…鰹＋
の＋１＝０だから，①2＝一回－１，故に，ａ｡＋ｂ＝

ｃ(－G,－１）＋ｄｏ

．..(a＋c-d)。＋ｂ＋c＝Ｏｏａ，ｂ，ｃ，ｄは実数

だから，ａ＋ｃ－ｄ＝０，ｂ＋ｃ＝0°Ｃ＝－b，。＝ａ－

ｂｏａｄ－ｂｃ＝１より，a2-ab＋b2＝１。

（a-:)２+÷０２='より,が≦÷｡`,&は整数だ
から，（α’６)＝(±１，０)，（０，±1)，（±1,±1）

（複号同順)。

故に，（α，６，ｃ，。)＝(±１，０，０，±1)，（０，

±1,±1,±1)，（±1,±1,±１，０）(復号同順)，よ

って，求める関数は，第１の場合/に)＝２，第２

の場合'(竃)=蒜,第３の場合/に)=竺土－１０

－Ｚ

(3)ｚ＝え＋yｊ（y＞O）を代入。

／に)＝α(え＋ｙｊ)＋６（“＋6)＋(ｚｙｉ
ｃ(Ｘ＋狐)十。（α＋ｄ)＋cyj

（“＋6)(α＋ｄ)＋czQy2＋(ｍ－６ｃ)yｉ

一堂十㎡。

…正の鱸璽数で,;÷］であると壜二
つの集合

Ｐ＝([p]，［2p]，［3p]，……)，

Ｑ＝([q]，［2q]，［3q]，……)について次の間に

答えよ。但し，［x]はｘをこえない最大の整数を

表す。

（例［3.14]＝３）

(1)特に，ｐ＝'すのとき，１０以下の整数の範囲で

集合Ｐ,Ｑの元(要素)をそれぞれ書き出せ。（た

だし，記号［］は用いない｡）Jす＝1.41とし

て計算してもよい。

（２）ｐ＞１を示せ。

(3)ｍ＜、(ｍ，、：自然数)ならば，［ｍｐ]＜[､p］

を証明せよ。

(4)ＰｎＱ＝ｄを証明せよ。

(5)自然数ｈがＰの元(要素)でないならば，ｈは

Ｑの元であることを証明せよ。

（ｂＥＰならばｈＥＱとなること示せ）

（ｈ圧Ｐは，ｈはＰに属さないことを示す）

講評

配点は，(1)８点，(2)６点，(3)８点，(4)９点，(5)９

点としました。

［］はガウス記号といい，習ったことのない生徒

の中には戸惑った人もいると思います。この記号は

有名な記号で，他の問題でもよく使われるので知ら

なかった人はよくおぼえておいてください。

（1)は,集合Ｐ,Ｑが具体的にどうなるかということ

で，(2)からの抽象的な問題を取り組むための準備と

して出題した問題です。具体的な問題だったので過

半数の人ができていましたが，問題の意味を理解し

ていなかったり，ガウス記号をよく分かっていない

人もいました。

（2)は，簡単な問題なのでよくできていました。し

かし,説明不足やポイントをおさえていない答案や，

余計な説明をしている人もいました。やさしい問題

でも，ポイントをおさえ，きちんと説明した答案を

作成してください。

上十上=』より,｡二六十]と変形し,二ｐｑ

（α＋の2＋(Gy)２

分母＝(α＋ｄ)2＋(cy)2は，ｃ≠Ｏなら正,ｃ＝０の

ときも。≠Ｏだから，正。必ず分母＞０．また，虚

ｙ

数部分は，ad-6c＝'より，（α十．)2＋(Ey)２＞ｏ
故に，ｚＥＨならば，／(2)ＥＨとなっている。

(4)／に)の値域をＶとする。(3)よりＶはＨに含ま

れる(ＶＥＨ)。Ｖは空集合ではない（･･･／(j)Ｅ

Ｈ)。いま，Ｖの任意の元zuに対して，／に)＝〃

…玉Hが存在するが,砦;=``よ'ハ
ｄｉＵ－６

－ｃｚ(ﾉ＋αｏｚｕＥＨで，（α,ｃ)≠（０，０）だからＺ＝

(3)より－cz(）＋α≠0.よって，／(z)＝〃となるｚ

は唯一つ定まり，(3)と同様に，。.α－(－６)・(－c）

=ad-bc=1…関数圏(2)豊二七は,Ｈ
を定義域とする関数となる。ｇ(/に))＝２－①，／

（g(2))＝こ－②となっているから,ｇ(z)が／(2)の

－１６９－
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