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問題１αはｏ＜α≦４をみたす定数である。０≦r≦１を定義域とする二次関数

ハエ)＝(Zr（１－r)を考える。

（i）／(r)＝rであるようなＩを／(jY)の不動点と定義する。

（ii）／(/(jr)〕＝ｒであって，／(x)≠.vであるようなｘを／(Ｘ)の2周期墓と定義す

る。

ここで,／「(x)〕とは関数Ｙ＝／(Ｘ)のＸに／(x)を代入したものである｡例え

ば／(ｪ)＝2妬＋３とすると

／〔/(x)〕＝／(2Jr＋３）＝2(2Ｊr＋３）＋３＝4ｴ＋９である。

この時，次の(1)～(4)に答えよ。

(1)０≦ｘ≦１である任意の実数ｘに対して０≦／(x)≦１が成り立つことを示せ。

(2).=そのとき,次の8個の数のうちから不動点と2周期点を選べ。

０．十号,÷÷号÷’
(3)／(x)の不動点をすべて求めよ。

(4)３＜α≦４のとき，／(x)の２周期点をすべて求めよ。

問題２平行四辺形ＡＢＣＤがあり，二Ａ＝二Ｃは鈍角である。

頂点Ｂから直線ＡＤに垂線をひき，その足をＥとする｡Ｅに関するＡの対称点を

Ｈとする。またＤから直線ＡＢに垂線をひき，その足をＦとする。Ｆに関するＡの

対称点をＧとする。直線ＢＥと直線ＤＦの交点をＩとするとき，次の各問に答えよ。

第１問：題意に適する図を書け。（freehandでよい｡）

以下の問題は，すべて証明問題であるが，それに必要な点の文字や線はこの図に書

き加えよ。

第２問：≦ＩＨＧ＝二ＩＧＨ

第３問：どＤＩＣ＝竺ＤＢＣ

第４問：二ＨＧＢ＝二ＤＢＣ

第５問：ＩＣとＨＧの交点をＭとしておいて

ｉ）ＩＣＬＨＧｉｉ）ＨＭ＝ＭＧ
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問題３日本の参議院選挙は比例代表区と地方区に分けて選挙がおこなわれる。

比例代表区の議員定数は50議席であり，投票では有権者が政党名を記入する。投票

結果にもとづく各党の配分議席数はドント方式によって決定され、各政党があらか

じめ順位をつけて提出しておいた候補者のリストから当選議員が選ばれる。

この問題では，ドント方式による各政党の獲得議席数について考えてみる。

ドント方式を説明する前に記号を次のように定義しよう。立候補した政党がＡ，Ｂ，

Ｃの３つだけだったとしよう。

投票総数（有効投票数）……1Ｖ

Ａ党の得票数……"(A）Ａ党の得票率……八A)=響
Ｂ党の得票数…"(B）Ｂ党の得票率……/(B)=半
ｃ党の得票数……"に）ｃ党の得票率……/(c)=半

選挙で争う議員定数（総議席数）……〃

Ａ党の議席数…"(A）Ａ党の議席率……gい)=半
Ｂ党の議席数……瀬(B）Ｂ党の議席率……g(B)=半
ｃ党の議席数…噸(c）ｃ党の議席率…g(c)=半

このようにおくと，

〃(Ａ)＋〃(Ｂ)＋〃(C)＝｣Ｖ’八Ａ)＋／(Ｂ)＋／(C)＝１

沈(Ａ)＋腕(Ｂ)＋〃(C)＝〃，ｇ(Ａ)＋ｇ(Ｂ)＋ｇ(Ｃ)＝１

が成立する。

たとえば，／Ｖ＝5000,〃(Ａ)＝2800,〃(Ｂ)＝1600,〃(Ｃ)＝600,〃＝10のとき，ド

ント方式によると，各政党の議席数〃八Ａ)，”(Ｂ)，籾(Ｃ)を次のように決める。

①〃(Ａ)，〃(Ｂ)，，z(C)のおのおのを１，２，３……でそれぞれ割って表１をつく

る。

②表１にあらわれた数の大きい順に順位をつけていく。(表１では小数点以下を切

り捨ててかいてあるが，大小の比較は小数点以下も含めておこなう）

③〃番目で②の作業をうちきり，各政党の横にある'''百位のついている数の個数を

議席数と決める。

例では〃＝１０だから，刀『(Ａ)＝６，〃？(Ｂ)＝３，〃?(Ｃ)＝１となる。なおこのときの

各政党の得票率は，／(Ａ)＝0.56,／(Ｂ)＝0.32,／(Ｃ)＝０．１２

議席率は，ｇ(Ａ)＝０．６，９(Ｂ)＝０．３，９(Ｃ)＝0.1となる。

いまの例で議員定数〃が,〃＝11だった場合,表１の数で11番目の数が複数あるの

で〃！(Ａ)．〃?(Ｂ)，〃z(C)をうまく決めることができない。この問題では．〃議席目が

同順のためうまく決められないような場合を除いて考える。
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表１

窟N臺勇E#'三三
以上の記号およびドント方式は立候補した政党の数がどんな場合でも同しように適

用することができる。

ドント方式に関する次の(1)～(4)に答えなさい。なお，(2)，(4)については立候補した

政党の得票数はいずれも０でないと仮定する。

(1)立候補した政党がＡ，Ｂ，Ｃの３つだけで,１Ｖ＝6000,〃(Ａ)＝3000,〃(Ｂ)＝1800,

〃(Ｃ)＝1200,〃＝７のとき，表１にあたる表をつくり，〃(Ａ)と〃(C)を求めなさ

い。（ヒント：”(Ｂ)＝２である）

(2)立候補した政党がＡ，Ｂの２つだけで，１Ｖ＝2000,〃＝15のとき，／(Ａ)＝ｇ(Ａ）

かつ／(Ｂ)＝ｇ(Ｂ)を満たす自然数〃(Ａ)をすべて求めなさい。

(3)／(A)≧方ならば,立候補した政党の数や得票数議員定数にかかわらず，
ｍ(Ａ)≧１であることを証明しなさい。

(4)立候補した政党がA,Bの2つだけであると仮定する｡端=偽とおいたと譽陶
が自然数であって，なおかつ〃＋１がた＋１で割りきれないとき，／(Ａ)≦ｇ(Ａ)か

つ／(Ｂ)≧ｇ(Ｂ)であることを証明しなさい｡また,上の不等式の等号が成りたつため

の必要十分条件を求めなさい。

－１７３－

÷１ ÷２ ÷３ ÷４ ÷５ ÷６
■－

－イ

Ａ党 ①2800 ③1400 ④９３３ ⑥７００ ⑧５６０ ⑩４６６ 400

Ｂ党 ②1600 ⑤８００ ⑨５３３ 400 320 266 228

Ｃ党 ⑦６００ 300 200 150 120 100 8５



問題４関数／(j０，９(jr)はすべての実数ｘで定義された実数値をとる関数である.

また，関数Ｆ(x)をＦ(妬)＝／(x)＋ｇ(x)ノ（ノ：虚数単位）と定義する。これらの関数

は，すべての実数ｘ，ｙに対して，次の２つの条件(1)，01)を満たしている。

(1)Ｆ(x＋ｙ)＝Ｆ(x)Ｆ()'）

ql）（／(x)）２＋（ｇ(x)）2＝た（ﾉﾚは正の定数）

次の間に答えよ。

(1)すべての実数xに対して，Ｆ(ｪ)≠０であることを示せ。

(2)Ｆ(Ｏ）の値を求め，さらに／（０)，ｇ(OLだの値を求めよ

(3)／(x＋y)，ｇ(x＋y)を／(x)，ｇ(え)，／(y)，ｇ(y)で表せ。

(4)／(－え)＝／(x)，ｇ(－x)＝－９(x)を示せ。

(5)F(躯-,)=器を示せ。

問題５虎，ノ，”，〃を自然数，，’９を相異なる奇数の素数とする。「〃の正の約

数すべての和が2〃に等しい」とき，〃を「完全数Ｊという。

例６の正の約数は１，２，３，６．１＋２＋３＋６＝12＝２．６だから６は完全数。

以下の問いに答えよ｡ただし,（，-1）（1+，+p2+…+が）

’+'十州州=等二二丁Lを用いてよい。
(1)２数27,28が，それぞれ完全数であるかないかを調べよ。

(2)"=がは完全数でないことを示せ｡

(3)"=が9`は完全数でないことを示せ｡

(4)〃＝3々5`7mは完全数でないことを示せ。

が+1- １より
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に応じて規則的に変化すると考えられていた。しか

しアメリカの生物学者ＲＭａｙは生物の個体数を表

す式（ロジスティック関数）を調べているうちこの

関数Ｕ(え)＝〃（１－x)〕はαの値によって不思議な

変化をすることに気がついてＬＬＹｏｒｋｅの二人の数

学者に話をした。その事がそれからの理論の展開の

発端となった。

この関数の周期点については数学的にすっかり説

明でき、さらにほかの色々な自然現象の解明にも応

用されている。

αはＯ＜α≦４をみたす定数である。Ｏ≦ェ≦

１を定義域とする二次関数／(x)＝“(１－x）

を考える。

(i）/(工)＝xであるようなｘを/(x)の不動点

と定義する。

(ii）／〔/(x)〕＝xであって，／(r)≠rであるよ

うなｘを／(灘)の２周期点と定義する。

ここで，／Ｕ(え)〕とは関数Ｙ＝／(Ｘ)のＸ

に／(r)を代入したものである。例えば／(ｘ

）＝2x＋３とすると

／〔/(x)〕＝/(2x＋３）＝２(2x＋３）＋３＝4Ｘ

＋９である。

この時，次の(1)～(4)に答えよ。

(1)Ｏ≦ｘ≦１である任意の実数xに対して

Ｏ≦／は)≦ｌが成り立つことを示せ。

'２１‘=;のとき,次の8個の数のう…不
動点と２周期点を選べ

０十号÷,÷号÷’
(3)／(r)の不動点をすべて求めよ。

(4)３＜α≦４のとき，／(x)の２周期点をすべ

て求めよ。

画
(1)Ｏ＜α＜４より

Ｏ≦ｘ≦１ならば

／(r)＝“(１－r）

＝α】『－(ｚｘ２

＝-`(霧一難十十)+チ
ーーα(x‐;):+：

ｏ薑/い≦:≦’
よってｏ≦／(元)≦１

Ⅲ

jｒ

`=;とすると／化)=;災(l-jd
よって／(０）＝Ｏ よって／(/(Ｏ))＝０

八十)=：ノ(/(+))=÷
ノ(÷)=÷'い÷))=÷
ノ(:)=：′('(:))÷
八十)=：ノ(′(+))=÷
八号)=÷′('(号))=号
ノ(;)=÷/仙骨))=ｻ
ﾉ（１）＝０ ／(/（１）)＝Ｏ

よって上より不動点は鰯=0,号

(2)

囑箙薊
(1)二次関数のグラフを用いて簡単に説明できる。

(2)実際に代入してみるとよい。

(3)方程式／(r)＝ｘすなわち“(１－Ｊr)＝えを解け

ばよい。

(4)方程式／(/(r))＝ｘすなわち

／(〃(１－xルーα(“(l-x))（１－（“(１－x))）

＝a2x（１－刀)(“２－匹＋１）＝ｘを

解けばよい。

四次方程式を解くことになるがこの解が(3)の解

を含むことを用いるとよい。

集合ＡからＡへの関数／は)において／(x)＝x

を満たす点ｘＥＡを不動点という。不動点について

も面白い性質がいろいろあるが，不動点の一般化と

して２周期点，さらに３周期点…を考えていくと非

常に簡単な式から不思議な現象が起きることがあ

る。最近極めて盛んになっている「カオスの理論(非

線型数学)｣はこのような研究から始まった。この分

野は数学の分野としても極めて新しく，わずか16年

前アメリカで始まって以来世界中で研究がすすんで

いる。ふつう式の解は係数を変化させるとその変化

２周期点は藤=÷÷
(3)／(工)＝“(１－兀)＝xとおくと［Ｏ＜α≦４］

〃(α(１－〆)－１)＝０

発(－“＋α－，）＝ｏｘ＝02ニーＬ
ａ

Ｕ

‘＝工

工
「q

し

－１７６－



定義域を考えて，Ｏ＜α≦ｌのときx＝Ｏ
α－１

１＜α≦４のとき，ｘ＝０，－示
(4)／(/い)＝ｘとして

／(“(１－工))＝工

ａ（“(ｌ－工)）（１－”（ｌ－ｘ))＝工

a2x（ｌ－ｊｒ)(画２－ｍ＋ｌ）＝ｘ

Ｘに2（１－x)(“２－ｍ＋１）－１）＝Ｏ

ｘ（ａ３ｘ３－２ａ３ｘ２＋α2(α＋ｌ）ｘ＋１－α2}＝Ｏ

ｘ{“－(α－１））(a2x2-(α2＋α)ｘ＋α＋ｌ）＝Ｏ

"=0,旱は不動点…2闘期点ではない。
ｇ(x)＝ａ２ｘ２－(α2＋α)ｘ＋α＋１とおいて，

ｇ(x)＝ｏを解く

ｇい=｡，(ｘ－鶚)`十一``+;`+３
３＜α≦４だから

①ｇ(Ｏ）＝α＋１＞Ｏ

②ｇ（１）＝１＞ｏ

③：>鶚≧：(o<軸＜'）
④Ｄ＝α2(α＋１）(α－３）＞０

より

ｇ(工)＝ｏはｏ≦工≦１で異なる２つの解をもつ。

また

g(竺丙÷)=(α-1)２－(α震-1)+α+'
＝α２－２α＋１－α2＋１＋α＋１

＝－α＋３≠０

９(Ｏ）＝α＋１キＯ

ゆえに，ｇ(ｪ)＝０の解は不動点と一致しない。

よって

３＜α≦４のとき２周期点は

ｇ(x)＝０を解いてx＝α＋'±ｎ万=可T77TIT２ａ

第２問：こＩＨＧ＝どＩＧＨ

第３問：竺ＤＩＣ＝二ＤＢＣ

第４問：二ＨＧＢ＝こＤＢＣ

第５問：ＩＣとＨＧの交点をＭとしておいて

ｉ）ＩＣ－ＬＨＧｉｉ）ＨＭ＝ＭＧ

函
１．Ａが△ＩＢＤの垂心である。

従ってどＢＡＤ＝180.-こＢＩＤなどの関係あ

り。

２．円に内接する四辺形の角関係

3．対称図形の性質

以上を利用する。

｢７m属團祠
第１間

Ｇ

図

，

第２間ＢＩはＡ,Ｈの対称軸であり，また、IはＡ，

Ｇの対称軸であるから

ＩＨ＝1Ａ＝ＩＧ..=ＩＨＧ＝どＩＧＨ

第３間Ａは△ＩＢＤの垂心であるから

二ＢＣＤ＝どＢＡＤ＝どＥＡＦ

＝180｡－どＢ１，

．．．１，Ｂ，ＣＤは同一円周上にある。

ｉｅ・どＤＩＣ＝二ＤＢＣ

第４間どＩＨＢ＝どＩＡＢ＝180.－二ＩＤＢ

．.．Ｉ，Ｈ，Ｂ，Ｄは同一円周上にあり，同

様の理由によってＬＢ，Ｄ，Ｇも同一円周

上にある。

３点Ｃ，Ｈ，Ｇは△ＩＢＤの外接円周上にあ

る。

Ｌｅ二ＨＧＢ＝どＨＤＢ＝＜ＤＢＣ

第５間ｉ）二ＦＩＭ＝どＤＩＣ＝二ＤＢＣ

＝どＨＧＢ＝どＭＧＦ

□
平行四辺形ＡＢＣＤがあり，二Ａ＝どＣは鈍

角である。頂点Ｂから直線ＡＤに垂線をひき，

その足をＥとする。Ｅに関するＡの対称点を

Ｈとする。またＤから直線ＡＢに垂線をひき，

その足をＦとする。Ｆに関するＡの対称点をＧ

とする。直線ＢＥと直線ＤＦの交点をＩとする

とき，次の各問に答えよ。

第１問：題意に適する図を聾け。（freehandで

よい｡）

以下の問題は，すべて証明問題であるが，そ

れに必要な点の文字や線はこの図に脅き加え

よ。
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..．ＬＭ，Ｆ，Ｇが同一円周上にあり

=ＩＭＧ＝＜ＩＦＧ＝90．

ii）ＩＨ＝ＩＱＩＭ－ＬＨＧからＨＭ＝ＭＧ

③〃番目で②の作業をうちきり，各政党の
横にある順位のついている数の個数を譲席
数と決める。

例では〃＝10だから，師(Ａ)＝６，碗(Ｂ)＝
３，醜に)＝１となる。なおこのときの各政党の

得票率は，／(Ａ)＝0.56,／(Ｂ)＝0.32,／(C)＝
０．１２

議席率は，ｇ(Ａ)＝０６，９(Ｂ)＝0.3,9(C)＝
０１となる。

いまの例で議員定数〃が，〃＝11だった場
合，表１の数で11番目の数が複数あるので抗

(Ａ)，醜(B)，加(C)をうまく決めることができ

ない。この問題では，〃鍛席目が同順、ためう

まく決められないような場合を除いて考える。
表１

□
日本の参議院選挙は比例代表区と地方区に分

けて選挙がおこなわれる。比例代表区の議員定

数は50議席であり，投票では有権者が政党名を

記入する。投票結果にもとづく各党の配分譲席

数はドント方式によって決定され，各政党があ

らかじめ順位をつけて提出しておいた候補者の

リストから当選議員が選ばれる。

この問題では，ドント方式による各政党の猫

得議席数について考えてみる。

ドント方式を説明する前に記号を次のように

定義しよう。立候補した政党がＡ，Ｂ,Ｃの３つ

だけだったとしよう。

投票総数（有効投票数）……ＪＶ

Ａ党の得票数..…･〃(Ａ）

Ａ党の得票率……/い)=芋
Ｂ党の得票数……〃(Ｂ）

Ｂ党の得票率…ｿﾞ(B)臺半
Ｃ党の得票数……〃(C）

ｃ党の得蕊率……'(c)=半
選挙で争う議員定数（総議席数）……〃

Ａ党の議席数……腕(Ａ）

Ａ…席率……gい)=半
Ｂ党の議席数……”(Ｂ）

…醗艤率……g(B)薑乎
Ｃ党の議席数……腕に）

ｃ党の餓鵬率……g(c)=半
このようにおくと，

〃(Ａ)＋〃(Ｂ)＋〃(C)＝Ⅳ，

／(Ａ)＋／(B)＋／に)＝１

柳(Ａ)＋籾(B)＋腕(C)＝Ｍ

ｇ(Ａ)＋ｇ(Ｂ)＋ｇに)＝１

が成立する。

たとえば，１Ｖ＝5000,〃(Ａ)＝2800,〃(Ｂ)＝

1600,〃(C)＝600,〃＝10のとき，ドント方式

によると,各政党の譲席数加(Ａ),”(Ｂ),腕(Ｃ）

を次のように決める。

①〃(Ａ)，〃(Ｂ)，〃(C)のおのおのを１，２，

３……でそれぞれ割って表１をつくる。

②表１にあらわれた数の大きい順に順位を

つけていく。(表１では小数点以下を切り捨

ててかいてあるが。大小の比較は小数点以

下も含めておこなう）

冒騨帝
以上の記号およびドント方式は立候補した政

党の数がどんな場合でも同じように適用するこ
とができる。

ドント方式に関する次の(1)～(4)に答えなさ

い。なお，(2)，(4)については立候補した政党の

得票数はいずれも０でないと仮定する。

（１）立候補した政党がＡ，Ｂ，Ｃの３つだけで，

Ⅳ＝6000,打(Ａ)＝3000,〃(Ｂ)＝1800,〃(C)＝

1200,〃＝７のとき，表１にあたる表をつく

り，"(Ａ)と碗(C)を求めなさい。（ヒント：
”(Ｂ)＝２である）

(2)立候補した政党がＡ，Ｂの２つだけで，

Ⅳ＝2000,〃＝15のとき，/(Ａ)＝ｇ(Ａ)かつ
／(B)＝ｇ(B)を満たす自然数〃(Ａ)をすべて
求めなさい。

(3)八A)≧市ならば,立候補した政党の数や
得票数,議員定数にかかわらず,"(Ａ)≧１で

あることを証明しなさい。

(4)立候補した政党がＡ，Ｂの２つだけである

と仮定する｡鍔=胸とおいたと…喧然
数であって，なおかつ〃＋１がた＋１で割り
きれないとき，

／(Ａ)≦ｇ(Ａ)かつ／(B)≧ｇ(B）

であることを証明しなさい。また．上の不等式
の等号が成りたつための必要十分条件を求めな
さい。

－１７８－

÷１ ÷２ ÷３ ÷４ ÷５ ÷６ ÷７

Ａ党 ①2800 ③1400 ④933 ⑥700 ⑧560 ⑩466 ｲ00

Ｂ党 ②1600 ⑤800 ⑨5卿 400 320 266 228

C党 ⑦600 300 200 150 120 100 8５



除外するための条件である。

現実には，政党の数も多く「一般に大政党が有利

という傾向｣を厳密に論じることは難しい。しかし，

パソコン等でいろいろな投票パターンについてのド

ント方式による議席配分をシミュレートして考察

し，予想をたて，正しいかどうかの証明を試みるこ

とをすすめる。

｢爾轌1;i-l

F諦薊
いくつかのものをある基準にもとづいて合理的に

分配するにはどうしたらよいか，いくつかの基準に

もとづいて順位をつけるにはどうしたらよいか，は

現実にはよく問題になる。日本の参議院比例代表区

の選挙でも投票パターンから議席をどう配分するか

が問題になる。

参議院比例代表区の改選議席数は毎回50議席なの

で,得票２％ごとに１議席を配分する割合になるが，

じっさいの選挙の得票率は35.05％や27.32％や1.55

％等であり，ハンパがでてしまう。得票率3505％の

政党へは何議席配分したらよいのだろうか。３４％の

１７議席か，３６％の１８議席だろうか。議席配分の方法

はいろいろとあるが，いずれも政党の得票率のパタ

ーンをなるべく比例代表するように考えられてい

る。それらの方法のうち日本の参議院選挙で採用さ

れているドント方式について，得票率のパターンと

議席配分のパターンとの関係について出題した。

加減乗除と大小関係（順序づけ）のみで考えられ

る問題であるが，関係する数が多いため見通しなし

に証明にとりかかると,非常にこみいって苦労する。

（順序づけとは，不等式に関係するのでけつこうク

セモノである）票と議席との対応を自分なりのチャ

ートで整理し，証明すべきことの「現実的な意味」

をいくつかの例を自分で試してからとりかかること

がコツであろう。証明では整数の整除関係と，「自然

数府…`にたいして$<'なら'篭>f』等をどう纏
うかがポイントである。証明はいろいろの方法が考

えられる。

（1)は「肩ならし」である。

（2)は,／(Ａ)＝ｇ(Ａ)に定義式を代入し,整数の整除

関係(割りきれる，割りきれない）を用いればよい。

（3)は参議院選挙でいえば，「２％以上の票をとれ

ば，１議席はとれる」ことを証明している。

(4)どんな投票パターンでも，〃をあとで決めるこ

とができるならば，〃＝「各党の得票数の最小公倍

数」とおくことによってすべての政党Ｘにたいして

／(Ｘ)＝ｇ(Ｘ)となることがわかる。しかしそれ以外

の場合，／(Ｘ)とｇ(Ｘ)には若干のズレが生じる。ズ

レは大政党に有利（大政党では，得票率より議席率

の大きいことが多い）であるといわれているが，そ

のことを２政党のみの場合で証明する問題である。

不等式とその個数等を組み合わせるとき，整数の整

除関係をいかにつかうかがポイントである。「〃＋

１がた＋１で割りきれないとき」という条件は，同順

のため議席定数〃ではうまく決められない場合を

(1)

函､願､､爲吊;;;;嘉蜀

鶴：鶏;鶴。■尋
腕(Ａ)＝４，加(C)＝１

(2)八A)=g(A)より半=半……①
Ⅳ＝2000,〃＝15を①に代入し，分母の最小公

倍数（５ｘ４００ｘ３）を両辺にかけると３．〃(Ａ)＝

４００．ｍ(Ａ）

３と400は互いに素（最小公倍数が１）だから

〃(Ａ)は400で割りきれる……②

〃(Ａ)＞０，〃(Ｂ)＞Ｏより

Ｏ＜'八Ａ)＜2000……③

②③より〃(Ａ)＝400,800,1200,1600．これら

のそれぞれに対して／(Ｂ)＝ｇ(B)が成立するから

（あるいは／(B)＝１－/(ＡＬｇ(B)＝１－９(Ａ）
から）

答：〃(Ａ)＝400,800,1200,1600

(3)腕(Ａ)＜１であると仮定して矛盾をみちびく。

議席を獲得した政党をＢ,，Ｂ２……Ｂ`とおくと

，"(BI)＋柳(B2)＋………＋椀(B`)＝〃……④

表１にあらわれた数について

淵>獺(A)より"(B1)>纐(B])ｗい）
淵>〃(A)より鰯(魁)>擁(B‘ﾙ"い）

■■■■●CCC●●●●●●●ＣＯＣ●●■●の■■●■ひ■●●■｡●C●巳●●●●●

淵>〃(A)より鰯(風)>噸(ＢＪ鋤仏）
右側の不等式の左辺と右辺とを加えて大小関係

を考慮すると

〃(Ｂｌ)＋'2(B2)＋…＋〃(Ｂ`）

＞｛椀(B,)＋腕(B2)＋…＋加(Ｂ`)）・〃(Ａ）

④とⅣ≧〃(B,)＋〃(B2)＋…＋〃(B`)をつかう

と峰"･”い)と獲る｡これより,方>弊一
八Ａ)がみちびかれ，題意と矛盾する。よって

'"(Ａ)≧１であることが証明された。

－１７９－

÷１ ÷２ ÷３ ÷４

Ａ党 ①3000 ③１５００ ⑤1000 ⑦７５０

Ｂ党 ②1800 ⑥９００ 600 450

Ｃ党 ④1200 600 400 300



上の不等式は次の補題をつかっている。

|鋳｣窯,霊｣蒜｛鑑'’
７＝Ｏということは，〃がん＋１で割りきれるこ

とと同値である。

／(Ａ)＋／(Ｂ)＝ｇ(Ａ)＋ｇ(Ｂ)＝１だから，

八Ａ)≧ｇ(Ａ)ならば／(B)≦ｇ(B)である

等号のための条件も同じである。（証明終わり）

等号が成りたつための条件は〃がん＋１で割

りきれることである。

(4)〃を虎＋１で割って商９と余りγとを求める

ことができる。つまり，

;三二tY1-゜
を満たす整数９，γがただ１組存在する。

もしγ＝んならば

〃＋１＝(ん＋１）９＋虎＋１＝(ん＋１）(9＋１）

で仮定に反するからγ＜ｈである。つまり，

０≦γ≦ん－１……⑥

●９≧１のとき

竿="(B),鶚=竿,…，
〃(Ａ)＿〃(Ｂ）〃(Ａ）＿〃(Ｂ）

□
ｑ々９，（９＋ｌＭ９－ｑ＋１

であるから表ｌの数で大きい方から

城十９＝(ん＋１）９番目の数は

型Ａ１=22但1である……⑦
９Ａ９

関数／(x)，ｇ(x)はすべての実数xで定義さ

れた実数値をとる関数である。また，関数Ｆ(x）

をＦ(x)＝／(工)＋ｇ(工)バガ：虚数単位）と定義す

る。これらの関数は，すべての実数え,ｙに対し

て，次の２つの条件(1)，ｑＤを満たしている。

(1)Ｆ(x＋y)＝Ｆ(亜)Ｆ(y）

0，（／(え形＋(ｇ(x))2＝ん(んは正の定数）

次の間に答えよ。

(1)すべての実数ｒに対して，Ｆ(x)≠Ｏである

ことを示せ。

(2)Ｆ(0)の値を求めて，さらにｆ(Oハｇ(O)，ん

の値を求めよ

(3)／(r＋y)，ｇ(r＋y)を／(え)，ｇ(え)，／(y)，

ｇ(y)で表せ。

(4)／(－x)＝／(難)，ｇ(－兆)＝－９は)を示せ。

(5)F(灘-』｡=鵠を示せ。

Ｎ(A）̄

戦十２

F1（８）

9トム

また

鶚薑鰡臺鍔蓼～鍔ﾄ．221且」＞221且1
９９＋ｌ

も成立する

⑤⑦⑧よりドント方式の表１の大きい方から

〃番目の数は

鰐であること力………⑨
●９＝Ｏのとき，γ＝〃≦ん－１であるから

圀函
関数／(rLg(x)の１つの例として，／(r)＝ＣＯＳえ，

ｇ(r)＝simrであることに気が付くか｡α,６，ｃ,‘が

実数のとき，α＋〃＝ｃ＋`ｉならばα＝c’６＝ｄであ

る。

(1)簡単な問題であるが，きちんと証明できるか。

(2)Ｆ(x＋y)＝Ｆ(元)Ｆ(y)にえ＝ｙ＝Ｏを代入する

(3)Ｆ(え＋y)＝Ｆ(兀)Ｆ(y)を，Ｆ(工)＝／(ｽﾞ)＋ｇ(工)ｊ

より２つの関数／(え)，ｇ(灘)で表す。ＣＯＳ(兀十”

ｓin(x＋ｙ)の加法定理にあたる。

(4)／(jr)＝cosxは偶関数，ｇ化)＝simFは奇関数

(5)別解のようにＦ(工＋y)＝Ｆ(正)Ｆ(y)からでも証

明できる。

型-孕薑響>芋=獺(B）〃

よってドント方式の表１の大きい方から〃番

圖蹴ら論と澱潟;二:言:6．
八A)=芋=潔伯)+鍬(B）

〃(Ａ）

かれ(Ｂ）－Ａ

虎･〃(B)＋〃(B)－万T-r

譽伯)=牛下雲ｆｉＲ;再
≧775筈了斎='(A）

等号はγ＝Ｏのときに限る

－１８０－



＝ｇ(正)／(－y)＋／(x)ｇ(－Ｊ）

＝ｇ(x)／(y)＋／(え)（－９(y))）

＝ｇ(ｽﾞ)／(y)－/(兀)ｇ(y）

ゆえに，

左辺＝／(工)／(y)＋ｇ(ｽﾞ)ｇ(y）

＋（ｇ(x)ｇ(y)－／は)ｇ(y)｝ｉ

画
(1)Ｆ(x)＝／⑭＋ｇ(x)ノーＯとなる戈が存在する

なら，このxに対して，／(x)＝０，９脚＝ｏとな

り，条件01)より（／(x)）２＋（ｇ(〆)）２は正の定数

であることに反する。よって，すべての実数xに

対してＦ(ｘ)≠０である。

(2)X＝ｙ＝Ｏを，Ｆ(x＋ｙ)＝FCr)Ｆ(y)に代入する

と，

Ｆ(Ｏ）＝Ｆ(Ｏ）Ｆ(Ｏ）

(1)より，Ｆ(０）≠０なので，Ｆ(Ｏ）＝１

右辺=鵠=滞著(第
(／は)＋月(x)i）（/(y)－９(y)iｌ
(／(y)＋ｇ(y)i）｛／(y)－９(y)i｝

(x)/(y)＋g(x)g(y)＋(g(X)/(yl-/(ｴ)g(〃)』
関数Ｆ(x)の定義より，Ｆ(O)＝f(O)＋ｇ(0)ｉ＝ｌ

関数／(r)，ｇ(x)は実数値をとる関数であるこ

（/(〃）2＋(g(y肥

（／(y)）２＋｛ｇ(y)）２＝１なので，

右辺＝／(r)／(y)＋gCr)ｇ(y）

＋（ｇ㈹／(y)－／(x)ｇ(y)）ｉ

ゆえに，左辺＝右辺

よって.Fに-,)=鵲
(別解）

Ｆ仏＋y)＝Ｆ(r)Ｆ(y)にｙ＝－ｘを代入すると，

Ｆ(０）＝Ｆ(x)Ｆ(－x）

１＝Ｆ(工)Ｆ(－r）

ゆえにＦ(-灘)=戸ｔＴ
よって，Ｆ(x-y)＝Ｆ(X＋(－y)）

＝Ｆ㈹Ｆ(－y）

(０）＝１，月(０）＝0とより，

条件01)より，すべての実数jrに対して

（／(x))2＋（ｇ(x))2は定数となることから，

ルー（／(x))2＋（ｇ(兀)}2＝(／(0ｗ＋(ｇ(O))２
＝12＋02＝１

(3)条件(1)より，

左辺＝Ｆは＋y）

＝／(兀十y)＋ｇ(兀十y)ｆ

右辺＝Ｆ(r)Ｆ(y）

＝(／(工)＋ｇ(〆)j)ｘ(／(y)＋ｇ(y)/）

＝／化)／(y)－９(r)ｇ(y）

＋（／(x)ｇ(y)＋ｇ(え)／(y)）ｉ

左辺と右辺の実部と虚部を比較すると，

(x＋y)＝／(x)／(y)－９(x)ｇ(y)，

=F脚市=鵠g(x十Ｊ)＝／(x)jg(y)＋月(x)／(y）

(4)(3)で求めた式にｊＦ－ｘを代入すると，

／(ｏ）＝／(妬)／(－x)－９(x)ｇ(－X）

ｇ(０）＝／(x)ｇ(－x)＋ｇ(x)／(－"）

(2)より，／(Ｏ）＝１，９(Ｏ）＝Ｏなので

／(x)／(－x)－９(x)ｇ(－え)＝１……①

／(え)ｇ(－x)＋ｇ(x)／(－え)＝ｏ……②

①ｘ／(x)＋②×９脚を計算すると，

（(/(x))z+(gい}2}／(-妬)=/(x）
(2)で求めた｛／(x)）２＋（ｇ(r)｝２＝１より，

／(－x)＝／(え)となる。

同様に②×／(x)－①×ｇ(〃)を計算すると，

｛(／い｝２＋（ｇ(x)）２）ｇ(－x)＝－９(ｘ）

よって，ｇ(－x)＝－９(x）

(5)左辺＝Ｆ(jr-y）

=ハズーy)+ｇ(jr-y)j

ここで,／(ｘ－ｙ)＝／(x＋(－y)）

＝／(ｴ)／(－y)－９(X)ｇ(－y）

＝／(え)／(y)－９(x）（－９(y)）

＝／(え)メ(y)＋ｇ(x)ｇ(y）

ｇ(x-y)＝ｇ(x＋(－y)）

□
問題５席，L碗，〃を自然数，ｐ’９を相異な

る奇数の素数とする｡｢〃の正の約数す

べての和が2,zに等しい」とき，〃を｢完

全数」という。

例６の正の約数は１，２，３，６．１＋

２＋３＋６＝12＝２．６だから６は完

全数。以下の問いに答えよ。ただし，

（，－１）（ｌ＋，＋が＋…＋〆)＝pIw

-lより1+，+が+…+が

-4;二丁Lを用いてよい。
(1)２数27,28が，それぞれ完全数であるかな

いかを調べよ。

(2)〃＝〆は完全数でないことを示せ。

(3)"=が9`は完全数でないことを示せ｡

(4)〃＝3蝿5`7ｍは完全数でないことを示せ。
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｢薔頭貢１
偶数の完全数は，２P-l(2P－１）〔２，－１が紫数とな

るもの〕に限られている。（Euler）

奇数の完全数は,現在のところ発見されていない。

また，存在しないことも証明されていない。

ただ，必要条件はいくつか出ている。

（i）“＋１の奇数に限る。

（､）素因数を７個以上もつ.

など。現在10s･以下では奇数の完全数がないことが

わかっている。

〃が奇数の完全数ならば，

〃＝が・ﾉM２（,＝4A＋１の素数，α＝4ﾉ＋１の自

然数，〃は，と互いに紫な奇数）の形に限る。

皆さんも，索因数の個数をふやして，存在しない

ことを証明してみて下さい。期待します。

｢扉舂1ｍ

(3)完全数であると仮定すると，

（１＋ｐ＋p2＋…＋が)（１＋9＋9邇十…＋qli）

－２;=TL2if二丁L-2'蝋,‘

ユ(1-歳)(1-☆)=2('一声u一十）
いま，，＜『としてよいから，，≧３，９≧５

右辺鬘2(1-÷)(1-÷)=器>１
－方，左辺＜１．矛盾。故に，１２＝が9'は完当

でない。

【4）完全数であると仮定すると，

（'--5告ﾃﾞ)(1-着:戸)('--7;烏-）
＝2(1-÷)(1-÷)('一十)器

Ａ≧３なら,左辺≧(１－器)(1-当)(１－会）

一方，左辺＜１．矛盾。故に，１２＝が9'は完全数

でない。

完全数であると仮定すると，

（'--5告ﾃﾞ)(1-着:戸)('--7;烏-）
＝2(1-÷)(1-÷)('一十)器

鱈…,左辺薑('一十)(1-今)(1-常）
＝器器器=鶚>鍔=諾

よわてＭｂ＝１，２

k＝１のとき

('一万:ﾃ)(１－〒!荒)=鶚x:=器>’
（不成立）

ルー２のとき

('一万ｈ戸)(1-下1壼舂）
鶚x器=鍔=5鰐;３

(4)

(1)２７の約数は１，３，９，２７の４つ。総和は，１＋

３＋９＋27＝40≠２．２７゜よって，２７は完全数で

はない。

２８の約数は，１，２，４，７，１４，２８の６つ。

総和は，１＋２＋４＋７＋14＋28＝56＝２．２８゜

よって，２８は完全数である。

(2)完全数であると仮定すると，

！+`+'霞……+ﾎﾊｰﾑ;Lと二丁L=2ゲ
ハ1-☆=2(1-券

，薑3…,右辺=2u÷)≧;>１
－方，左辺＜１.矛盾。故に，〃＝がは完全数で

ない。

左辺の分母には，１３なる紫因数１コ

で，不成立。

故に，〃＝3A5`7姉は完全数ではない。

13なる紫因数はでてこないの
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終 え て採点 を

平成２年１月14日（日）実施

北海道算数数学教育会高等学校部会
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第８回「数学コンテスト」を終えて

北iii繍溌轤鑿鱒長佐々木光明

「数学は何故必要か」学習に苦しむ生徒がよく口にする。「数学そのものより，その

考え方が大切である」と教師は説明する。まさにこの通り，数学そのものを研究しよ

うとする人は別として，一般的にいわゆる数学的思考を身につけることは，高度情報

化社会に生きるものにとって必要不可欠なものであり，大切なことと思います。

それではこのような思考はどのようにして養われるのでしょうか。それには一つは

多くの問題を解き，その過程で身につけることです。単に問題が出来たかどうかでな

く，そのねらいとする所を大きく捉えてあたってもらいたいものです。このコンテス

トにも，このような意図が含まれています。

今年で８回を迎えたこのコンテストも全道より２６校243名の参加により，主会場を札

幌平岸高等学校として実施することが出来ました。皆さんの真剣で意欲的な態度に

たのもしさと力強さを感じました。今回優れた成績をおさめた入おめでとう。自信を

持って今後とも精進して戴きたい。また受験された皆さんも更に各自努力されるとと

もに皆さんの学校での数学愛好者を一人でも多く増やし，２１世紀に生きる為の思考を

身につけるべく共に励まし合いながら学習して戴きたいと願っております。頑張っ

て下さい。

このコンテスト，これまでずっと続けられたのも，すべてを担当された本部会研究

部の方々の献身的なご努力によるものと厚くお礼申しあげます。また最後になりまし

たが，北海道教育委員会，札幌市教育委員会，高等学校長協会より賜りました御後援

及び北海道新聞社,福武書店の物心両面にわたってのご援助に深く感謝申し上げます。

－１８４－
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階級 合計
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１１１２１１１１
243

1５，１０４

６２．２

1０．９

得 問1 問２ 問３ 問４ 問５

０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０４３３３３３３３３３３２２２２２２２２２２１１１１１１１１１１ １０２０００３００１１１４０１０７２０１５０３０７８４１３２９０９０３２２
１

１１１２
１

３

２

１８０
２３

８１４０１０５０８１１０８１４１６１

１１１６２
１

５０８２９０５０４０２１１
１３

１１４１
１２０７０６

０００２０１００００００２０１２２０００５２５３２２０２０４２１３３
０

１４

１３０５０６０１０
５２

４０４０００３０１０７１７１１１３３２００５３０４１１０１２１０５４０３３

１

０２２０１３１

１０００００００００００２０００１０１１９２１０３２４００１２１１
１

４０５０６３８１
１７０００
２２

受験者数 243 243 243 243 243

総計 ３，４５１ 4,032 3,255 １．９１３ 2,453

平均 1４．２ 1６．６ 1３．４ ７．９ 1０．１

Ｓ・， ９．９ 9.7 6.9 1１．５ ５．７



／（１）＝Ｏ /(/(1))＝/(Ｏ)＝Ｏ

よって不動点は露=0,号
２周期点は蒸号÷〔8点〕

(3)／(x)＝“(１－x)＝ｘとおくと（Ｏ＜α≦４）
ｘ(ａ（ｌ－ｘ)－１）＝Ｏ

エ(-…-,)=０，錘=0,旱
ただし定義域を考えて吟味して

Ⅲ

αはＯ＜α≦４をみたす定数である。Ｏ≦x≦

１を定義域とする二次関数／(』F)＝`Zr(ｌ－ｘ）
を考える。

(i）／(x)＝ｘであるようなェを／(工)の不動点

と定義する。

(ii）／〔/(工)〕＝ｘであって，／(x)≠ｘであるよ

うな×を／いの』周期点と定義する。

ここで，／〔/(Ｘ)〕とは関数Ｙ＝／(Ｘ)のＸ

に／いを代入したものである。例えば／(x
）＝2x＋３とすると

／〔/い〕＝／(2尤十３）＝２(2ｘ＋３）＋３＝4ｘ

＋９である。

この時，次の(1)～(4)に答えよ。

(1)Ｏ≦ｘ≦１である任意の実数rに対して

Ｏ≦／い≦１が成り立つことを示せ。

'２１α=;のと譽,次の8個の数のうちから不
動点と２周期点を選べ

０，＋,÷÷÷,÷号’
(3)／(x)の不動点をすべて求めよ。

(4)３＜α≦４のとき，／いの２周期点をすべ

て求めよ。

①Ｏ＜α≦１のとき不動点

エーｏ(灘=旱は含まれない）
②１＜α≦４のとき不動点

工＝０，些二-と 〔12点〕
江

rq

Lj

(4)／(/(工))＝工として

／(〃(１－Jr))＝え

α(“(１－兀))（１－匹(１－ｒ))＝x

cz2x(１－x)(α２－ｍ＋ｌ）＝ｒ

、..r(α2(１－正)(“z-dzr＋１）－１）＝Ｏ…④．

x(α3ボー2dz3x2＋α2(α透十１)ｘ＋１－α2)＝Ｏ…④
ここで上の式は 刈覇ZZ工－１Ｚ 口

ｘ(画一(α－１))(αzx2-(が＋α)工＋α＋1)＝o…④

ここ画=0,旱は不動点より2周期点ではない
よってｇ(工)＝a2x2-(αz＋α)工＋α＋１とおいて
９脚＝ｏを解く。

gに)=璽興(態一等)`+＝上j￣
ここで３＜α≦４より

①ｇ(ｏ）＝α＋１＞０

②ｇ（１）＝１＞０

③：>鶚≧；（0<軸＜'）
④Ｄ＝α2(α＋１）(α－３)＞Ｏ

よりｇは)＝０はＯ＜ｘ＜１で異なる実数解をもつ

またg(塁号L)=(α-1)２－(α2-1)+･+’
＝－α＋３≠０

９(Ｏ）＝α＋ｌ≠Ｏより

ｇ(工)＝０の解は不動点と一致しない

よって３＜α≦４のとき２周期点は

薑解答例・配点

(1)／(工)＝”(１－ｘ）

＝－〃z＋“

＝-α(蕊一難++)十十
＝-`い-；)‘+；

0≦x≦１，またＯ＜α≦４より

o≦/い≦;≦’
よって０≦／い≦１よってＵ≦ノ(x)≦１ 〔８点〕

(2)α=;とすると/(瀬)=券(1-葱）
よって/(Ｏ）＝０よって/(/(0))＝Ｏ

ノ(+)=÷ノ('(+))=/(÷)=；
八十)=号／(/(÷))=/(号)=号
ノ(÷)=：／い÷))=/(;)=サ
ノ(今)÷′('(+))=′(:)÷
′(÷)=号′('(÷)に'(÷)=÷
ノ(÷)=÷ノ(′(:))=′(;)=：

α十１±ｙ(α－３）(α＋１）ｇ(工)＝Ｏを解いてえ＝
2ａ

〔12点〕

－１８６－



講評

(1)，（2)はやさしいのでみんなもっと得点をしてく

れるだろうと思っていたら，予想外にできが悪かっ

た｡(1)はＯ≦Ｘ≦１における／(x)の最大値,般小値を

求める問題と考えるとやさしい。二次関数のグラフ

を考えると最小値ｑ最大(鍔となり,０<α≦4よ
りｏ≦／(正)≦１となる。

（2)は苦労して二次方程式，四次方程式を解いてい

る人が多かったが，解答例のように直接代入して解

いた方が楽である。２周期点とか不動点とかいうこ

とばに迷わされて(1)のグラフからx＝０，１が不動

点などという人もいたが，定義をそのままあてはめ

ればよい。

（3)は(2)とちがって実際に方程式を解かねばならな

い。方程式自体はふつうに因数分解できるが，定義

域Ｏ≦Ｘ≦１に含まれているかの吟味をしなければ

完全ではない。また吟味はしてあってもかきかたに

不備のあった人も多い。

｢x=0,号('<`≦い｣という書き方では
ダメである。解答例の醤き方をみてほしい。

（4)は４次方程式を解かねばならない。④までいっ

ていきずまった人も多いが，④の式の解の中にx＝

0.旱があることに気がつけば因数分解…。
だからｇ(ｪ)＝ｏを解けばよいのだが，そのときに吟
味すべきことは２つある。

ひとつはこの解が定義域Ｏ≦x≦１に含まれてい

ること，もうひとつは(3)で求めた不動点と重ならな

いことである｡この吟味を完全に行った人は一人しか

いなかった。ほとんど惜しいところまで行っていた

のは，札幌の東藤君（受験番号100)，旭川の谷口君

（受験番号607）であった。

ところで解答例とは異なるやり方で完壁な解答が

あったのでぜひ紹介したい。札幌の伊山君（受験番

号72）の答案である。見事なものである。

(4)／(x)＝ｙとおくと／(y)＝兀（x≠y）
となるえを求めればよい

|断'１二;'二二鯛二ｉｌｊ川:!;：
①－②より一α(え２－y2)＋α(x-y)＝ｙ－Ｘ

ｊｒ≠ｙより－α(x＋y)＋α＋１＝０

‘≠oより襲十，=午
よって，=午-鑓を①に代入
”-"'一x+竿
…霞一位+')蕊+午=０

．..αzjr2-α(α＋１ルビ＋α＋１＝Ｏ

これを解いて
－－－－－－－－－－－－－

ｘ＝(cz＋’）±'/(α－３）(α＋’）
２α

α＞３より(α－３）(α＋ｌ）＞Ｏ〔実数条件〕

また(α－３)(α＋1)＝α2-2α－３＜(α－１)2より

o〈Ｌ=α＋'一(α－１)＜α＋１－／ＴＩ7=JTT万TIア
α２ａ"

〈α＋’＋/万=TTT7存]工くα＋’＋(α-1)＝l
２ｚｚ２α

よってこれらは０≦え≦１の範囲にある。
－－－－－－－－－－－－－

よって２周期点はcz＋１±'/(α￣３）(α＋１）２α

伊山君以外にも印象に残る答案はあった。

(1)，(3)でユニークな方法を用いていた函館の藤戸

君（519)，尾形君（529)。時間がもっとあれば完全
にできたのではと思わせる室蘭の瀬川さん(704）な

ど。今まで挙げた以外の高得点者をあげる。

札幌の鈴木君(10),遠藤君(73),田村君(105)，

亀井君(112),小山内君(124),黄田君(132)，

岩山君(136),大橋君(141）

小樽の近藤君(403）

函館の片岡君(505),本間君(510),井上君(512）
岩見沢の大島君(866)。

一年生諸君はぜひ次回また受けてほしい。

□
平行四辺形ＡＢＣＤがあり，どＡ＝二Ｃは鈍

角である。頂点Ｂから直線ＡＤに垂線をひき，

その足をＥとする。Ｅに関するＡの対称点を

Ｈとする。またＤから直線ＡＢに垂線をひき，

その足をＦとする｡Ｆに関するＡの対称点をＧ

とする。直線ＢＥと直線ＤＦの交点をＩとする

とき，次の各問に答えよ。

第１問：題意に適する図を瞥け。（freehandで

よい｡）

以下の問題は，すべて証明問題であるが，そ

れに必要な点の文字や線はこの図に書き加え

よ。

第２問：どＩＨＧ＝どＩＧＨ

第３問：△ＤＩＣ＝≧ＤＢＣ

第４問：二ＨＧＢ＝≦ＤＢＣ

第５問：ＩＣとＨＧの交点をＭとしておいて

ｉ）ＩＣ－ＬＨＧｉｉ）ＨＭ＝ＭＧ

－１８７－



3．出題の意図

ｉ）対称図形の性質

ｉｉ）円に内接する多角形の角関係

を利用して如何にして解に到達するか，さらに欲を

言えば，如何に簡明に答案に表現するか，までねら

った出題であった。

最も簡明は採点者に取ってよろこばしい事ではあ

るが，逆にどうにか筋が通っているものを複雑冗長

だからといって減点はしていません。例えば問題の

証明で

1．配点基準

第１間作図８点第２，３，４問各８点

第５間ｉ）４点ｉｉ）４点計40点

とし各問毎に,完全解でなくても出来具合によって，

部分点を２，４，６点与えた。

2．感想

ほとんどの人が第１間の作図には挑戦してくれ

た。感謝します。ただ中にはロＡＢＣＤを時計廻りに

書いたり（これは反時計廻りに書くのが普通です。

減点はしませんでした｡)二Ａを鋭角に書いた人がい

ました。又Ｅを対称の中心にすべき所を，Ａを中心

に取って,証明を困難にした人もずいぶんいました。

くれぐれもあせったり先入感を持たないで，平静に

仮定を読みなおすことをおすすめします。なお作図

が終りいよいよ問題を考えるにあたって，むやみに

補助線を引いて図を複雑にしすぎて，かえってそれ

らの線が思考のじゃまになって失敗している例も見

受けられました。補助線は仮定から論理を進める上

で，又は結論を導くための必要最小限に止めるべき

で，余計な線はなるべく引かない様に，あるいは消

し去って考えるくせをつけるよう心がけて下さい。

それから文字が乱暴で判読に苦しむものも多数あり

ました。時間に追われてあせるのもむりはありませ

んが，なぐりがきは決して時間の節約にはつながら

ないものです。ゆっくり丁寧に書くくせをつけるこ

と。ゆっくり瞥いていてもその間，頭は休んでいる

わけではないのです。否むしろその間にも反省やら

取りまとめ，ひいては次の段階への模索すら行なわ

れていみものなのです。書いている間に名案がひら

めくことすらあります。これはしかし，なぐり轡き

の間には期待出来ません｡ゆっくり丁寧に書く事は，

自分の書いた事を全部十分に読み取ってもらえる事

からも，一挙両得になるはずです。かく言う筆者も

実は君達の年齢の頃は答案はなぐり醤きでした。尊

敬する数学の先生に，「君の答案は読みにくくて困

る｡」としばしば注意されても，「何！出来てりや文

句ないだろう。」と思い上って，一向に改めようとし

なかった事が思い出されます。しかし小学校の教圓

になって，はじめて二年生をうけもたされたとき，

「先生の字，よめないよう｡」と言われてはじめて，

悪筆の罪に気づき，それからは板書の文字はていね

いに教科書を見てまねるけいこをしました。悪箪は

天分ではなくて，なおるものなんですね。今でも人

から「うまい｡」とは言われませんが，「きれいで，

よみやすい｡」とほめられます。なぐり醤きを自慢の

人の参考までに。

解答例l

rIG＝IＨ．．とＩＨＧ＝≧ＩＧＨ」

と－行か，せいぜい二行ですむものを

解答例２

rIG＝ＩＨ

よって△ＩＧＨは二等辺三角形
－－

．．.二IＨＧ－ＩＧＨＪ￣なくてもよい。
この位はいいとしても

解答例３

「ＩＧ＝ＩＨ

よって△ＩＣＨは二等辺三角形である。

二等辺三角形の両底角は等しいから

どＩＨＧ＝どＩＧＨ」

に至っては，ていねいすぎて，こっけいでさえある。

これでは採点者を馬鹿にしているんでないか？と

さえ感じられる。ふだんの授業と答案とでは立場が

ちがう事に留意しなくては。授業では経験者が未経

験者に教えるのだから，前記最後の例の様な説明を

して二等辺三角形の性質も復習するのは必要である

がそれでもあまりくどくど根拠をのべていると有能

な生徒はあきてくるものである。生徒の実力に応じ

た簡明さが要求されるわけである。まして答案を瞥

〈に当っては，相手は生徒でなく，解答者がどの程

度わかっているかを判定する先生なんだから，前記

解答例１の程度で十分わかってもらえるものであ

る。

尚もっとくどい答案としては，解答例３の二等辺

三角形の両底角が等しい事をわざわざ三角形の合同

にまでさかのぼって証明した人が何人もいた事で

す。対称性を使えば簡単に言えるわけだから，そこ

をねらった出題だったわけです。

しかし簡明簡明と言っても程度問題です。省略，

省略のあまり根拠と結論があまりにかけはなれすぎ

るといけません｡｢この生徒はほんとうに証明が出来

たのかな。くわしくいえと言ったら正確に根拠と緒

－１８８－



論の間をつなぐ事が出来るかしら？或いは出来な

い所をゴマ化してしまったのではないかな？」と疑

問を持たれる答案がよくあります。

よ７．

以上採点中に感じた事を思いつく

ました。御参考になれば幸いです。

ままにのべてみ

4．解答例

満点の答案です。

第２間

Ｅに対しＡとＨが対称なので

Ｆに対しＡとＧが対称なので

答案例

旭川束Ｔ君

第５間

ｉ）△ＡＤＦと△GDFにおいて

ＧＦ＝ＡＲＤＦ共通

竺ＤＦＡ＝≦ＤＦＧ

．..△ADF＝△GDF・………･…….①

よってＡＤ＝ＤＧ

同様に△ABEと△HBEにおいても

ＡＢ＝ＨＢ

△ＢＣＨと△ＤＧＣにおいて

ＢＣ＝ＡＵＡ、＝ＤＧより

ＢＣ＝ＤＧ…………………④

同様にＨＢ＝ＣＤ・…･………･…⑤

またどＢＡＥ＝どＤＡＦ

二ＢＥＡ＝こりＦＡ＝二Ｒ

より二ABE＝二ＡＤＦ…………②

藷2より2鰹二雛}…。
より竺ＡＢＨ＝=ＡＤＧ

平行四辺形の性質より

＝ＡＢＣ＝二ＡＤＣ

よってどＣＨＢ＝二ＣＣＤ

④，⑤，⑥より

△ＢＣＨ＝△ＤＧＣ

よってＣＨ＝ＧＣ

よってＩＣＬＨＧ（おわり）

これはいただけない。

必
臥

一
一
一
一

Ｈ
Ｇ

Ｉ
Ｉ

ＡＯＧはＤＦに

関して対称

...ＡＤ＝ＣＤ

同梯にして

ＡＢ＝ＨＢ

妾BC＝Ａ､＝､Ｇ

同梯に

ＨＢ＝ＡＢ＝CＤ

Ｈ
、

また二等辺三

角形

ＢＡＨとＤＡＧ

に於いて

二ＢＡＤ

＝=ＤＡＧ

.．､二ＡＢＨ

＝△ＡＤＧ
．..'Ｈ＝1Ｇ

．・.△ＩＨＧは二等辺三角形

．.､≧1ＨＧ＝ｑＧＨ

第３間

四角形IEAFで

＝IEA＝二IFＡ＝90.なので

向かいあう角の和が180.になる

．.､四角形IEAFは円に内接する

．..=ＥＩＦ＋どＥＡＦ＝180.

二ＥＡＦ＝乙ＢＡＤ＝△ＢＣＤなので

どＥＩＦ＋二ＢＣＤ＝180.

...四角形IBCDも円に内接する

．.､弦CDに対する円周角なので

こＤＩＣ＝こＤＢＣ

第４間

△ＨＢＡはＢＨ＝ＢＡの二等辺三角形

△ADGはＤＡ＝ＤＧの二等辺三角形

これは

どＣＢＨ

＝=ＧＤＣ

の杏きまちが

いらしい

二等辺三角形の頂点を通る直線は何でも底辺に垂

直なわけはない｡多分これはCIが二ＧＣＨの二等分線

とでも予断したのでないかと思われる。これはしか

しこの答案の前後からＴ君の実力がわかった上での

善意の解釈であって，冷めたい目で見ればゴマ化し

とうけとれない事もない危険な答案である。

単にＣＨ＝ＧＣ．.､ＩＣＬＧＣ

では説明不足である。

また乙ＨＡＢ＝どＧＡＤなのでこの２つの三角形は

相似．.､二ＨＢＡ＝二ＡＤＧ

..､四角形ＨＢＤＧで=ＨＢＧ＝二ＨＤＧなので

この四角形は円に内接する

．．､竺ＨＧＢ＝二ＨＤＢ

またどＨＤＢ＝どＣＢＤなので

二ＨＧＤ＝どＤＢＣ

問題２にさかのぼってＩＨ＝ＩＧから

△ＩＨＣ＝△ＩＧＣ

．..竺ＩＣＨ＝=IＣＧ

位の説明がぜひ必要です。

この様に答案作製の途中で簡明か，詳説力､の分岐

点に立った時,どちらがBetterか判断に迷った時は，

簡明を犠牲にしても詳細な説明をした方がいいでし

－１８９－



第５間

△ＧＫＦと△1ＫＭで

(4)よりこＭＩＫ＝二ＦＧＫ

また＝1ＫＭ＝二ＧＫＦ．..△ＧＫＦｃｏ△1ＫＭ

．.､二1ＭＫ＝二ＧＦＫ＝９０．

．．.ＩＣ」ＨＧ

また△ＩＨＭと△ＩＧＭで

ムＩＭＨ＝二ＩＭＧ＝90．

Ｈ１＝ＧＬＩＭは共通

．..△ＩＨＭ＝△ＩＧＭ

．..ＨＭ＝ＭＧ

によると,各政党の議席数獅(Ａ),加(Ｂ),加に）

を次のように決める。

①〃(Ａ)，〃(Ｂ)，〃(C)のおのおのを１，２，

３……でそれぞれ創って表１をつくる。

②表Iにあらわれた数の大きい順に順位を

つけていく。(表ｌでは小数点以下を切り捨

ててかいてあるが，大小の比較は小数点以

下も含めておこなう）

③〃番目で②の作業をうちきり，各政党の

横にある順位のついている数の個数を澱席

数と決める。

例では〃＝10だから，池(Ａ)＝６，加(Ｂ)＝

３，腕に)＝ｌとなる。なおこのときの各政党の

得票率は，／(Ａ)＝0.56,／(B)＝0.32,／(C)＝

０．１２

議席率は，ｇ(Ａ)＝０．６，９(B)＝0.3,9(C)＝

0.1となる。

いまの例で議圓定数〃が，〃＝11だった場

合，表１の数で11番目の数が複数あるので”

(Ａ)，加(B)，腕(C)をうまく決めることができ

ない。この問題では，〃議席目が同順のためう

まく決められないような場合を除いて考える。

表1

□
日本の参議院選挙は比例代表区と地方区に分

けて選挙がおこなわれる。比例代表区の溌圖定

数は50譲席であり，投票では有権者が政党名を

記入する。投票結果にもとづく各党の配分議席

数はドント方式によって決定され，各政党があ

らかじめ順位をつけて提出しておいた候補者の

リストから当選議員が選ばれる。

この問題では，ドント方式による各政党の獲

得議席数について考えてみる。

ドント方式を説明する前に記号を次のように

定義しよう。立候補した政党がＡ，Ｂ,Ｃの３つ

だけだったとしよう。

投票総数（有効投票数）……Ⅳ

Ａ党の得票数……〃(Ａ）

Ａ党の得票率……/(A)=響
Ｂ党の得票数……〃(Ｂ）

Ｂ党の1………/(B)臺乎
Ｃ党の得票数･…..〃(C）

ｃ党の得票率……′(c)=半
選挙で争う議圓定数（総議席数）……〃

Ａ党の議席数……腕(Ａ）

Ａ党の蝋朧率……g(A)=鶚
Ｂ党の議席数……腕(Ｂ）

Ｂ党の醗臓率……g(B)=半
Ｃ党の議席数……醜に）

ｃ党の議廠率……gに)=等
このようにおくと，

〃(Ａ)＋〃(Ｂ)＋〃(C)＝Ⅳ，

／(Ａ)＋／(Ｂ)＋／に)＝１

ｍ(Ａ)＋腕(Ｂ)＋腕(C)＝/M，

ｇ(Ａ)＋ｇ(Ｂ)＋ｇ(C)＝１

が成立する。

たとえば，１Ｖ＝5000,打(Ａ)＝2800,〃(Ｂ)＝

1600,〃(C)＝600,Ｍ＝10のとき，ドント方式

R固『７打r1Tn冗同、引圧囹匝同■■

丘ﾛr7P■rY而圧同司面■nＦ■

６Ｊ

以上の記号およびドント方式は立候補した政

党の数がどんな場合でも同じように適用するこ

とができる。

ドント方式に関する次の(1)～(4)に答えなさ

い。なお，(2)，(4)については立候補した政党の

得票数はいずれもＯでないと仮定する。

(1)立候補した政党がＡ１Ｂ，Ｃの３つだけで，

Ⅳ＝6000,〃(Ａ)＝3000,〃(B)＝1800,〃(C)＝

1200,Ｍ＝７のとき，表１にあたる表をつく

り，碗(Ａ)と腕(C)を求めなさい。（ヒント：

碗(Ｂ)＝２である）

(2)立候補した政党がＡ，Ｂの２つだけで，

１V＝2000,／Ｍ＝１５のとき，／(Ａ)＝ｇ(Ａ)かつ

／(Ｂ)＝ｇ(Ｂ)を満たす自然数〃(Ａ)をすべて

求めなさい。

(3)八A)≧ｵならば,立候補した政党の数や
得票数,議員定数にかかわらず,ｍ(Ａ)≧１で

あることを証明しなさい。

(4)立候補した政党がＡ，Ｂの２つだけである

－１９０－

÷１ ÷２ ÷３ ÷４ ÷５ ÷６ ÷７

Ａ党 02800 ③1400 ０９卿 ⑥700 ⑧560 ⑩4閲 400

B党 ②1600 ⑤800 ⑨533 400 銘０ 266 228

Ｃ党 ⑦600 300 200 150 120 100 8５



と仮定する｡鶏=ﾙとおいたと…自然
数であって，なおかつ/Ｍ＋１がた十１で割り

きれないとき，

／(Ａ)≦ｇ(Ａ)かつ／(B)≧ｇ(B）

であることを証明しなさい。また，上の不等式

の等号が成りたつための必要十分条件を求めな

さい。

い。実は，出題者はとぎれとぎれではあるが何日も

考えてやっと(4)の証明ができたのである。

曰U000年●■良■qB比例代頂区'二ｂ０，６
名政党の円蘭牢と■席シェア
(Ｗ急のい､10欽冗のみ）

－－－－＋、田中

－－．曰乎:銃７

⑩
油
鉈
加
並
測
如
泌
汕
詑
扣
旧
肥
川
旧
旧
叫
哺
幽
睡
閲
Ⅲ

●
■
●
巴
⑪
Ｐ
●
■
午
０
Ｐ
Ｇ
印
０
０
●
句
⑪
⑪
巴
■

０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０

１１Ｊ

講評

問題文があまりに長いのと，数学の問題らしから

ぬ分野で面食らった人もいたかもしれない。配点は

(1)(2)(3)(4)それぞれ10点ずつとした。(1)(2)では細かい

部分点の基準をつくりそれにそって採点したが，（３）

(4)は証明するみちすじがわかるような記述がされて

いるかどうかで個々に判断した。(1)，(2)の正答率は

それぞれ79％，２４％であった。（1)はドント式（ドン

ト方式というよりこちらのいい方が普通のようであ

る）のやり方に慣れてもらうためのもので，長い問

題文もこのやり方を理解してもらうためのものであ

った｡(2)は〃(Ａ)が自然数であって400の倍数である

ことがわかればほぼ解ける。問題文の「立候補した

政党の得票数はいずれもＯでない」という条件を入

れるのを（うっかり)忘れてれ(Ａ)＝Ｏまたは2000を

答に含めてしまった者は全体の12％，３０人いた。あ

まり「ひっかけ｣問題にするつもりではなかったが，

結果的にそうなってしまい反省している。この問題

では加(Ａ)に１から順に数を入れたり，「過剰｣な条

件からたくさんの式を同値反復する洗練されていな

い解答があった。一般的にはもっと簡潔にかくべき

なのかもしれないが，出題者はこのような解答は大

変気に入っているし，良い解答でもあると考えてい

る。解答用紙にかかれている過程にそって「なるほ

ど」とうなずきながら，解答者のあとをついていく

と，こせこせした定型的な「模範解答」にはない豊

かさが感じられる。

出題者の予想どおり，ほとんどの者は(3)以降を解

答できなかった。(3)がほぼ正答であったのは，札幌

北の伊山修,札幌南の伊藤洋樹,旭川東の佐藤和暁，

(4)がほぼ正答であったのは，札幌南の橋本和歌子，

(3X4)の両方がほぼ正答であったのは，札幌北の島尚

亮，旭川東の谷口智之の諸氏であった。他にもだい

たいわかっているような者がいたのだが，解答を何

回みても証明を追っていくことができなかった。そ

れに対して上記の者の解答には細かい部分に飛躍や

不十分な点があるものの,証明の方針やアイディア，
~１

概略がわかりやすく簡潔Iご説明されていた｡限られた

時間内で(3)以降を正しく答えた者には敬意を表した

政党

表1989年参議院選挙比例代表区における

政党別得票と議席

（得票の多い10政党のみ）
1989年７月23日投票

議席率

ｇ(Ａ）
議席数

沈(Ａ）
得票率

/(Ａ）
得票数

〃(Ａ）
政党

Ａ

％
％
％
％
％
％
％
％
％
％

０
０
２
８
４
２
２
２
０
０

４
３
１

％
％
％
％
％
％
％
％
％
％

５
２
６
４
５
３
０
７
５
７

０
３
８
０
８
２
１
７
５
２

●
巳
■
■
□
■
巳
●
●
●

５
７
０
７
４
２
２
１
１
１

３
２
１

０
５
６
４
２
１
１
１
０
０

２
１１杜会

２目民

３公明

４共産

５民社

６二院ク

７税金党

８スポ党

９サラ新

１０進歩

19,688,252

15,343,455

6,097,971

3,954,408

2,726,419

1,250,022

1,179,939

993,989

872,326

711,980

譜騒糖‘鯛w3a79％０ 0％

100％56,171,328100.00％５０
ＮＭ

合計

去年（1989年）の参議院選挙比例代表区の政党別

得票と議席は図と表のとおりである。問題(3)で証明

したことは，参議院では２％の票を取れば議席を１

つ以上確保できるということであり，図表もそのよ

うになっている。しかしその逆が成立しない反例は，

スポーツ新党である。２％が１議席にあたるから，

１番得票の多かった社会党は得票率より議席を２議

席多く得ているようにもみえる。以下自民党，公明

党，共産党では得票率く議席率(/(Ａ)＜ｇ(Ａ)）と

なっており，ドント式は大政党に有利にみえる。こ

れは，２％の票をとれなかった小政党の票がその政

党の議席にはならず(死票といいます)，死票が大政

党にいくことによるようだ。ただ，ドイツにおける

ヒトラーのナチスは，はじめ得票率が少なかったが

議席を得たのが後の政権奪取を容易にしたという識

－１９１－



論もあるので，よくないと決めつけるわけにはいか

ない。

ところで，得票パターンから議席配分を決める方

法には，さまざまな方法が考えられている。それら

については，ちょっと古いのだが西平並喜「比例代

表制国際比較のもとづく提案』（中広新書：１９８１

年）が読みやすい。一方参議院地方区や衆議貝選挙

区，地方公共体の議員選挙では，選挙区による－票

の格差が問題になっており，訴訟もおこなわれてい

る。実はこれも問題の櫛造が同じなのである。参議

院比例代表区では各政党の得票に比例した議席を配

分する方法になるが，衆殿院選挙区では各選挙区の

人口に比例した議圖定数を配分する方法（有権者数

に比例した配分とどちらが公正なのかは議論する必

要がある）となる。衆議院の譲席定数の配分で説明

したものとして，別冊・数理科学「現象にひそむ非

線形』カオスの母（サイエンス社：1989年）の
170～180ページにのっている茨木俊秀「議員定数の

最適配分法』や，雑誌科学朝日1989年10月号90～９６

ページの加藤直喜他「一粟の醜みを平等にするには

－数学からみた定数是正問題｣がある。どちらも，

良い定数配分法の持つ性質を定義し，いろいろな配

分法がそれらの性質を持つかどうかを説明してい

る。出題者の不勉強でまだ見ていないが，バリンス

キー他著，越山康，－森哲男訳ｒ公正な代表制一

ワン・マンーワン・ヴォートの実現を目指して－』

（千倉書房：1987年）はこの問題をかなりくわしく

論じているようである。どのような選挙の方法が最

も「公正」なのかの数学による議論はフランス革命
のころから特に盛んになった。アメリカの上院議員

選挙区の議員定数の具体的な配分ルールは，数学者

たちの議論やシミュレーションをもとに客観的に決

めたそうである。日本においては選挙区への議員定

数の配分法は，５年ごとの国勢調査によって更正す
ることを例とすると公鰄選挙法にかいてあるだけ

で，具体的なルールは存在しない。諸君も，どんな

ルールで配分するのが良いのか数学で具体的に検討

してみてはいかがだろう。

解答例

倍数（５ｘ４００ｘ３）を両辺にかけると３Ｗ(Ａ)＝

４００.”(Ａ）

３と400は互いに素（般小公倍数が１）だから

〃(Ａ)は400で割りきれる……②

〃(Ａ)＞０，〃(Ｂ)＞０より

Ｏ＜〃(Ａ)＜2000……③

②③より〃(Ａ)＝400,800,1200,1600，これら

のそれぞれに対して／(Ｂ)＝ｇ(B)が成立するから

（あるいは／(Ｂ)＝１－／(Ａハｇ(B)＝１－９(Ａ）

から）

答：〃(Ａ)＝400,800,1200,1600

(3)郡(Ａ)＜１であると仮定して矛盾をみちびく。

議席を獲得した政党をＢ,，Ｂ２……Ｂ`とおくと

腕(B,)＋柳(B2)＋……＋腕(Ｂｌ)＝〃……④

表１にあらわれた数について

潟>鰯い)より蝿(B’)>纐(風ﾙ鰄仏）
潟>聡仏)より鰯(B歩緬(B,ﾙ鰄偽）

鵜>鱸⑬)…(BJ…(ＢＪ鰄帆）
右側の不等式の左辺と右辺とを加えて大小関係

を考慮すると

〃(Ｂ,)＋〃(B2)＋…＋〃(ＢＪ

＞｛加(Ｂｕ)＋"(B2)＋…＋柳(B1)）・〃(Ａ）

④とⅣ≧〃(Ｂ,)＋加(B2)＋…＋〃(B【)をつかう

とⅣ>"･"(A)となる｡これより,方>等÷
／(Ａ)がみちびかれ，題意と矛盾する。よって

腕（Ａ)≧１であることが証明された。

□
関数／い，ｇ(x)はすべての実数〆で定義さ

れた実数値をとる関数である。また，関数Ｆ(x）

をＦ(え)＝／(x)＋ｇ(x)ｊ(ｊ：虚数単位）と定義す

る。これらの関数は，すべての実数Ｘ,ｙに対し

て，次の２つの条件(1)，ｑＤを満たしている。

(1)Ｆ(x＋y)＝Ｆ(え)Ｆ(y）

qＤ（／(Ｚ))2＋(ｇ(x))2＝ん(んは正の定数）

次の間に答えよ。

(1)すべての実数xに対して,Ｆ(x)≠Ｏである

ことを示せ。

(2)Ｆ(O)の値を求めて，さらに／(0ハｇ(O)，ｈ

の値を求めよ

(3)／(え＋y)，ｇ(x＋y)を／(x)，ｇ(x)，／(y)，

(1)

震羅
１"(Ａ)＝４，加に)＝ｌ

Ｉｚ)/(A)=`仏)より半一山…①｣’

１V＝2000,〃＝15を①に代入し，分母の最小公

－１９２－

÷１ ÷２ ÷３ ÷４

Ａ党 ①3000 ③1500 ⑤1000 ⑦７５０

Ｂ党 ②1800 ⑥９００ 600 450

Ｃ党 ④1200 600 400 300



解答例

(1)

Ｆ(ｒ)＝／(x)＋g(x)ゴー０となる元が存在するなら，

このえに対して,／(尤)＝０，９(ｊＯ＝Ｏとなり，虎＝Ｏ

条件(Ⅱ)より{／(工))2＋(ｇ(x))2＝んは正の定数であ

ることに反する。

よって，全ての実数jrに対してＦ(工)≠Ｏである。

(2)

x＝ｙ＝０を，Ｆ(え＋y)＝Ｆ(え)Ｆ(y)に代入すると，

Ｆ(０）＝Ｆ(Ｏ)Ｆ(０）

(1)より，Ｆ(０）≠Ｏなので，Ｆ(O)＝１

鰄評

このような抽象的な関数の問題，複素数がでてく

る問題は生徒にとって大変考えにくい問題であった

ようです｡４０点満点をとったのは，伊山修君(札北)，

東藤正樹君(旭丘)，山田浩君(札南)，吉井彰規(岩

見沢東）の４名でした。

答案のなかに，／(x＋y)＝／(え)／(y)－９(え)ｇ(yハ

g(x-y)＝ｇ(工)／(y)＋/(え)ｇ(y),(/(え)}2＋(g(r))2＝

１，／(０）＝１，９(０）＝ｏなどの条件より，／(x)＝

ｃｏｓｘ，ｇい＝sｉｎえとして，議論をすすめる生徒も

いましたが，こういう問題では,／(x)，ｇ(ｒ)のまま

で考えてください。しかし,／(え)＝cosX,ｇ(x)＝ｓｉｎ

Ｘに気がついたことは，大変すばらしいことです。

関数Ｆ(x)の定義より，Ｆ(０）＝／(Ｏ）＋ｇ(Ｏ)i＝１

関数/(え)，ｇ(罪)は実数値をとる関数であることよ

(O)＝１，９(O)＝０り，

条件(Ⅱ)より，すべての実数｣rに対して(／(jr))2＋(ｇ

(Ｘ)}2＝ｈは定数となることから，

ルー(／化))2＋(ｇ(え)}2＝(／(ｏ)}2＋{ｇ(ｏ）)２
＝12＋０２＝１

(3)

条件（１）より，

左辺＝Ｆ(jr＋y）

＝／(え＋y)＋ｇ(え＋y)ｉ

右辺＝Ｆ(JOF(y）

＝(／(工)＋ｇ(x)ハ(／(y)＋ｇ("）

＝／(jr)／(y)－９(ｴ)ｇ(y）

＋(／⑭ｇ(y)＋ｇ(工)／(y))ｉ

左辺と右辺の実部と虚部を比較すると，

／(x＋ｙ)＝／(え)／実際，

(y)－９(x)ｇ(y),ｇ(r＋y)＝ｇ(jr)／(y)＋／(x)ｇ(y)を

満たすなら，／(洋)＝αxcos肱，ｇ(x)＝α翼sin肱(た

だし，α＞Ｏ)が導けますが，高校の範囲外の微分方

程式を解くことになります。

さらに，（／(x))2＋(ｇ(汀ルー１より，α＝lとな

り，／(x)＝ｃｏｓ６ｒ，ｇ(x)＝ｓｉｎ６えが分かります。

次に各設問については，（l)は半分ぐらいの生徒が

できていました。なかには，説明不足で得点になら

ない生徒もかなりいました。やさしい問題ほど答案

に注意してください。

（2)は，エーソー０をＦ(x＋y)＝Ｆ(r)Ｆ(y)に代入す

るとＦ(O)＝Ｆ(O)Ｆ(Oハに気がついた生徒はだいたいで

きていたようです。こういう解法は関数方程式の問

題でよくあることなのでおぼえておいてください。

（3)はＦ(ｘ＋y)＝Ｆ(兀)Ｆ(y)を／(ｘ)，ｇ(え)で表すと

でてくる結果なので，もう少しできてほしかった問

題です。

（4)は，設問のなかで一番むずかしい問題でした。

完全にできた生徒は７名いました。その中で山田君

（札南）の解答は，解答例と異なった解答をしてい

ました。後で別解として載せておきます。

(5)が完全にできていたのは21名でした。答案はま

ちまちで，Ｆ(x)＝／(え)＋ｇ(元)jになおした者，Ｆ

(r＋y)＝Ｆ(x)Ｆ(y)を工夫した者などいました。そ

のなかで,－番上手に用いた答案は,Ｆ(ｘ)＝Ｆ((x-

y)＋y)＝Ｆ(x-y)Ｆ(y)と変形して証明した生徒が
いて，採点者として感激しました。

(x＋y)＝／(茎)八y)一月(工)Jg(y)，

2(x＋y)＝Ｚ(え)ｇ(y)＋ｇ(x)／(y）

(4)

(3)で求めた式にｙ＝一兆を代入すると，

/(ｏ）＝／(x)／(－発)－９(x)ｇ(－兆）

g(ｏ）＝／(jr)ｇ(－x)＋ｇ(工)／(－x）

(2)より，／(０）＝１，９(０）＝０なので

/(Ｘ)／(－J[)－９(ｴ)ｇ(一九)＝１.………･………･…①

／(え)ｇ(一x)＋ｇ(え)／(一x)＝0.…………･………．②
①×八x)＋②ｘｇ(jr)を計算すると，

({／(jv))2＋(ｇ(x))2)/(－Jr)＝／化）

(2)で求めた{／(兀形＋(ｇ(ｒ))2＝１より，

／(－え)＝／(x)となる。

同様に②×／(工)－①×ｇ(工)を計算すると，

((／は))2＋(ｇ(x))2)ｇ(－x)＝－９(ｒ）
よって，ｇ(－r)＝－９(x）

（別解，山田浩君の解答より）

Ｆ(０）＝Ｆは－兀）

＝Ｆ(ｊＯＦ(－r）

＝(ハェ)＋ｇ(jr)j)(／(－x)＋ｇ(－え)j｝……(#）

ところで，（／(x)}2＋(ｇ(X))2＝１より

－１９３－



(／(ｘ)＋ｇ(x)i)(／(x)－９０F)i)＝１
１

ゆえに,／(x)＋ｇ(x)j＝／(x)－９(ｘ)ｉ
ると，

用範囲が広く，重要な式なので是非おぼえてくださ

い｡
を(#)に代入す

(－え)＋月(－ｽﾞ)！

回
Ｆ(０）＝
唖山’￣ハエ)－９(x)ｉ

Ｆ(０）＝１なので，

問題５々，ノ，加，〃を自然数，'’９を相異な

る奇数の素数とする｡｢加の正の約数す

べての和が2〃に等しい」とき，〃を｢完

全数」という。

例６の正の約数は１，２，３，６．１＋

２＋３＋６＝12＝２．６だから６は完

全数。以下の問いに答えよ.ただし，

（'－１）（１＋，＋が＋…＋が)＝，ﾊﾞ１

－１より1+，+が+…+が

＝と;当二丁Lを用いてよい。
(1)２数27,28が，それぞれ完全数であるかな

いかを調べよ。

(2)"=がは完全数でないことを示せ。

(3)"=が9`は完全数でないことを示せ｡

(4)〃＝3Ａ5`7mは完全数でないことを示せ。

■
Ⅱ
■
△

ゆえに，／(工)－９(x)i＝／(－x)＋ｇ(－x)ｉ

よって，実部，虚部を比較して，

/(－x)＝ハエ)，ｇ(－ｪ)＝－９(工)となる。
(5)

左辺＝Ｆ(x-y）

＝八jr-y)＋ｇ(x-y)ｉ

ここで，／(x-y)＝／(工＋(_y)）

＝／⑭／(－y)－９(x)ｇ(－y）

＝／(え)／(y)－９(え)(－９(y)）

＝／(ｘ)／(y)＋ｇ(ｘ)ｇ(y）

ｇ(x-y)＝ｇ(x＋(－y)）

＝ｇ(〆)/(－y)＋／(x)ｇ(－y）

＝ｇ(x)／(y)＋／(x)(－９(y)）

＝ｇ(x)／(y)－／(jOg(y）
ゆえに，

左辺＝／(Ｘ)／(y)＋ｇ(x)ｇ(y)＋(ｇ(ｘ)／(y）
－／(x)ｇ(y))』 議評

(1)素直に,正の約数の和をとって比較すればよい。

間違いとしては，約数すべてを挙げずに足してい

る人，足し算を間違っている人，完全数でないの

に、完全数〃で終わっている人。二つで８点（各

４点)。

(2)〆の約数は,…２，…,，蝋｡その和は,祭旱。

完全数と仮定すると,竿旱=２，蝋｡分…。
て,，針1-2が＋１＝０゜ここまではよいが,（が－
１)2＝Ｏと変形した人(本当ですか？)，カー１，２

といくつかの例だけ調べた人，が(，－２）＝－１

から，即，＝１と結論付けた人。

正解の例として,ｖｐ≧3,A≧1だから,が(p-

２）＞Ｏ"で矛盾を導いた人，１十，十…＋が＝2レハ

から，１＝，(ｐＡ－ｊ－ｐ←２－…－１)｡右辺はpの倍数
だから矛盾と結論付けた人もいます。８点。

(3)この問題以降正解の数は極端に減りました。

2;当二TL2;=丁L=2が,鰹｡…払って整理する
と,ph+'9J+j-2pA+I9u-2pA9l+I+2pA9Z+が+0十

９１+'－１＝０。

右辺=鵠=升j;+端+；

/(y)z＋ｇ(y)2＝１なので，

右辺＝／(x)／(y)＋ｇ(x)ｇ(y）

＋(ｇ(え)／(y)－／(x)ｇ(y)Ｍ

ゆえに，左辺＝右辺

よって,F(x-,)臺鵠
（別解）

Ｆい＝Ｆ(ｘ－ｙ＋y）

＝Ｆ(ｘ－ｙ)Ｆ(y）

よってルー,)=器

追記

この問題はe極＝ＣＯＳえ＋ｉｓｉｎｘという公式（オイ

ラーの公式とよばれている）をイメージして作成し

ました。オイラーの公式は高校の範囲外ですが，応
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('一六)('一六)(1-為)(1-☆)('一六）

＝2(1-；)(1-；)('一十)('一十)(1-+）
と変形するか，

琴等1章昏寄
などのように変形することによって見易くなるでし

ょう。

問題を考える時は，常に問題の本質に迫ろうとす

る努力（一般性はないかなど）と他の問題の中にヒ

ントは隠されていないかなどと探ることが大切で

す。

「解答と解説」にも触れましたが，この問題は一

般には未解決な問題です。

帆自然数において，自分自身以外の約数の和が自

分自身に一致するものを完全数という｡〃

問題「奇数の完全数は存在するか？」

ここからすぐさまⅧ成立しない〃と結論できる

のでしょうか。

正解の例は，

が9`(p9-2p-29+2）+〆十'+9`+'－１=O

が9`((，－２）(９－２）－２）＋が+ｌ＋9肝１－１＝Ｏ

ｐ＜９で，，≧３，９≧５としてよいから，

（,－２）(９－２）≧３だから，

左辺≧が9J+，針'+9{+'-1｡

勿論,ｐＡ９`>１，か+'＞1,9`+'>1だから,等

式は不成立。故に，矛盾。式の変形および評価を

しなければなりませんが，きちんと証明した人が

います。

札束の内海君（２年)，札北の伊山君（２年)，

・潮陵の近藤君（２年)。１２点。

(4)正解者は，札北の伊山君（２年）のただ１人。

証明の概略は,=;F』･壁ﾑｰﾑ弩ﾆｰ2.3蝋5ｍ。４

よって，（3粁１－１）(5`+'－１）(7mｗ－１）

＝２５．３ｌｂ+'・５`・７鰄………①

”≧１より，７m+】－１は7の倍数でないから，３“’

－１または5好'－１は７で割り切れる。ところで，

３．－１が７で割り切れるのは，αが６の倍数のと

きに限ることを示し，また,５．－１が７で割り切れ

るのも，６が６の倍数に限ることから，３．－１が７

で割り切れるときは，３．－１＝(3`－１）・〃＝728

Ｍ＝23.7.13Ｍであるし，５｡－１が７で割り切れ

るときは，５`－１＝(5`－１）･１V＝156241Ｖ＝23.

32.7.311Ｖとなる。ところが①の右辺は13,31な

る素因数を持たないから，①は不成立。矛盾。配

点12点としたが，高すぎたかもしれない。

全体を通して，計算が不正確であり，式変形の途

中から，直ぐさま結論に飛んでしまう。大変危険な

ことです。設問が間違っていても正しいと早合点し

てしまいそうですね。また，数学を深く研究してい

る人は問題の正否が分らないものを解いています。

そんな時，計算や推論が間違っては大変です。綿密

な配慮を忘れないようにしたいものです。

また，(2)以降を解くにあたって，(2)を一般性のあ

る解法で解く能力も養って下さい。

例えば，素因数の個数が増えて，５個になったら

どうでしょう。〃＝が9`γms辺/‘なら，

ｶﾑ+１－１＝９`+j－１．２竺1ﾆｰ上・旦竺Lﾆｰ上・竺｣二1

解答例

(1)２７の正の約数は，１，３，９，２７゜

よって，１＋３＋９＋27＝40≠２．２７＝54.

...27は完全数ではない。
－

２８の正の約数は，１，２，４，７，１４，２８゜

よって，１＋２＋４＋７＋14＋28＝５６＝２．２８

．．．２８は完全数である。̄

(2)’2＝がが完全数であると仮定する。

，陶の正の約数は,1,p,が,…,〆だから,

’十'十'贄+…+が=&;当二丁L=2が。
が+1-1=2が(，－１)｡両辺を〆+'で割ると,

ユー六=2(1-ﾅﾙ………………………①

。の左辺＜1.,薑3だ…(1-÷)薑2(1-÷）

よって,①の右辺詩>1.①は不成立。
故に,"=がは完全数ではない｡

〔素因数１個の奇数は完全数でない〕

(3)〃＝が9‘（，＜9）が完全数と仮定する。

〃の正の約数は，１，，，，２，…，が，９，，９，ｐ29,

…,が9,92,,92,…,が92,…,9`,p9l,…,

が+'9:+1.

総和は,(1＋，＋が＋…＋が)(1＋9＋92＋…＋9`）

＿が+'－１．２竺二-Ｌ
ｐ－１９－１°

'－１９－１γ－１ｓ－１１－１

＝２，A9ケmsu/`･

分母を,払って,整理しても皆目見当がつきません。

そこで「分母を払った後,両辺を〆+'9`+'γ､+lsu+1

t州で割って，
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③の左辺≧('一声)器器鶚

よって,1-歳≦器器詩鶚
よって,等チユ:二丁L=２，偽,‘
分母を払い，両辺をＰ峰'9鄙で割ると，

（】一六)(1-六)=2(1-；)(』一十)…②
勿論，，≧３，９≧５としてよい。

②の左辺＜1,-万,②の右辺鬘2('一十)(１－÷)。

よって,②の右辺≧鵲>'｡②の等式は不成立。
故に，〃＝が9`は完全数ではない。

〔素因数２個の奇数は完全数ではない｡〕

(4)〃＝3ｈＷ碗が完全数と仮定する。

(3)と同様に，

塗L二L･壁'二‐L･Z窯三寸L=2.…３－１５－１

′《1-☆)('一声)(1-病）

＝2(1-÷)(1-÷)('一十）
故に，

（'一声)(1-歳)(1-歳）

3上十'≦36。故に，ルー１，２．

虎＝１のとき，

③は,(１－歳)(1-病)=鶚(不成立）
ｈ＝２のとき，

２４．３３

（１－声)(1-病)=5.7.13
左辺の分母に，素因数13はないので③は不成立。

よって，〃＝3A5`7碗は完全数でない。

総論

実際に，（4)は，〃＝ｐＡｑｌ７ｍに対しても証明(完全数

でないことを）できますが，素因数の個数を増やし

て証明を試みて下さい。パソコンで解決するのもお

もしろいですね。是非試してみて下さい。

参考までに，

(1-÷)(1-÷)('一十)(1-台ﾙ(1-寄索薮)…
は,｡。（無限大）に発散します。

また,('一十)('-す)…(１－(奇議)蜜)…(薇）
は収束します。

※これは，素数分布の理論に関係します。もし興味

があれば，札平岸古川まで。

２．２．４．６２５
－……③

３．５．７５．７

=器＜’(可能性あり)。
腕について調べる他ない。③において，ｈ，ム

ノ≧１，”≧１より
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