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要旨

本稿では，完備距離空間における中間値型原理の一つとして，Cauchy 的に一点へ収束する

集合列と非負下半連続残差関数を用いた零点存在定理を述べる．この定理は，通常の中間値の

定理を残差関数の零点存在問題として捉え直したものであり，Cantor の共通部分定理に基づ

く入れ子閉集合型の定式化を含む．さらに，Banach の縮小写像定理を本原理の系として証明

し，不連続写像に対する簡単な不動点例，および移動球による近似零点の存在定理を示す．

1 はじめに

中間値の定理は，実区間上の連続関数に対し，符号変化から零点の存在を導く基本定理である．

すなわち，連続関数 f : [a, b] → R が

f(a) ≤ c ≤ f(b)

を満たすならば，ある p ∈ [a, b] が存在して

f(p) = c

となる．この主張は，実数の順序構造と区間の連結性を背景としている．

本稿の研究の動機は，Banach の不動点定理の 1 次元の場合が中間値の定理から証明できる，と

いう観察にある．実際，縮小写像 T : R → R に対して

F (x) = x− Tx

とおけば，十分大きな区間の両端で F の符号が変わることを示すことができる．したがって，通

常の中間値の定理から F (p) = 0，すなわち Tp = p を得る．このことから，中間値の定理を完備

距離空間へ適切に拡張し，その拡張定理から一般の Banach の不動点定理が証明できれば，その拡

張定理は有用な存在定理になるだろうと予想できる．本稿は，この考えを出発点として，完備距離

空間における中間値型原理を定式化するものである．

一方，完備距離空間においては，順序，符号，凸結合などの線形構造は一般には存在しない．し

たがって，通常の形の中間値の定理をそのまま拡張することはできない．しかし，方程式

f(x) = c
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を，非負残差関数
ρ(x) = |f(x)− c|

の零点問題
ρ(x) = 0

と見れば，距離空間においても自然な拡張が可能になる．

本稿で用いる完備性の基本的な背景には，Cantor の共通部分定理がある．その完備距離空間版

は次のように述べられる．(X, d) を完備距離空間とし，非空閉集合列 {Fn}n が

F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · ·

および
diam(Fn) → 0 (n → ∞)

を満たすならば，
∞∩

n=1

Fn

はただ一つの点からなる．つまり，完備距離空間では，直径が 0 に縮む入れ子閉集合列は，空にな

ることなく一点に収束する．この Cantor 型完備性原理は，完備距離空間論および不動点理論の基

本的な道具である [6, 8]．

本稿では，Cantor 型定理に現れる入れ子閉集合列

F1 ⊃ F2 ⊃ · · ·

を，より対称的な Cauchy 集合列条件に置き換える．すなわち，非空集合列 {Cn}n が

sup{d(x, y) : x ∈ Cm, y ∈ Cn} → 0 (m,n → ∞)

を満たすとき，{Cn}n は一点へ Cauchy 的に縮むと考える．この条件のもとで，非負下半連続関数

ρ : X → [0,∞)

が
inf

x∈Cn

ρ(x) → 0 (n → ∞)

を満たすならば，ある点 p ∈ X で
ρ(p) = 0

が成り立つことを示す．本稿ではこの定理を

Cauchy 集合列型中間値原理

と呼ぶ．

Banach の縮小写像定理は，完備距離空間における不動点論の出発点であり，非線形解析および

距離空間的不動点論の標準的文献で体系的に扱われている [6, 8]．本稿の原理からも，Picard 反復
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列の尾部集合を用いることで，Banach の縮小写像定理を自然に導くことができる．さらに，残差

関数が下半連続であれば写像自体が不連続であっても扱えるため，連続写像に限らない不動点例も

得られる．

本稿の定理は，Caristi の不動点定理や Ekeland の変分原理とも背景を共有している．Caristi

の定理は下半連続関数を用いた完備距離空間上の不動点定理であり [2]，Ekeland の変分原理は非

線形解析・最適化における基本原理である [7]．これらの原理およびその周辺結果は，非線形関数

解析の標準的文献にも整理されている [6]．

近年も，完備性，Ekeland の変分原理，Caristi 型不動点定理，Takahashi 型最小化原理の同値

性や拡張は盛んに研究されている．たとえば，距離空間および一般化距離空間における完備性と不

動点性の関係については Cobzaş による概説的研究があり [3]，準一様空間や順序付き準距離空間

における Ekeland 型原理の拡張も研究されている [4, 5]．また，重み付きグラフ上での Ekeland

型原理とその同値命題 [1]，および vector B-metric spaces における不動点定理と Ekeland 型原

理 [9] など，2020年以降にも関連する発展が見られる．以上のように，本稿の定理は，古典的中間

値定理，Cantor 型完備性原理，Banach 型不動点定理，Caristi–Ekeland 型原理の間に現れる「近

似零点を完備性によって真の零点へ収束させる」という共通構造を，Cauchy 集合列の言葉で整理

するものである．したがって，本稿の定理を未発表の新定理と断定するのではなく，既知理論の間

をつなぐ見通しのよい定式化として位置づけるのが自然である．

本稿の構成は次の通りである．第 2節で Cauchy 集合列を定義する．第 3節では，主定理であ

る Cauchy 集合列型中間値原理を証明し，さらにそれが古典的中間値定理を含むことを示す．第 4

節では，不動点定理への応用として Banach の縮小写像定理，不連続写像の例，および移動球型零

点定理を扱う．

2 準備

定義 2.1 (下半連続性). (X, d) を距離空間とする．関数 ρ : X → [0,∞] が点 p ∈ X で下半連続

であるとは，任意の列 {xn}n が xn → p (n → ∞) を満たすとき

ρ(p) ≤ lim inf
n→∞

ρ(xn)

が成り立つことをいう．ρ がすべての点で下半連続であるとき，単に下半連続という．

定義 2.2 (Cauchy 集合列). (X, d) を距離空間とし，{Cn}n を X の非空集合列とする．この集合

列 {Cn}n が Cauchy 集合列であるとは，

sup{d(x, y) : x ∈ Cm, y ∈ Cn} → 0 (m,n → ∞)

が成り立つことをいう．

註記 2.3. 上の条件は，任意の選び方 xn ∈ Cn に対して {xn}n が Cauchy 列になることよりもや

や強い一様な条件である．本稿では定理を簡潔にするため，この一様条件を採用する．
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補題 2.4 (Cauchy 集合列の極限点). (X, d) を完備距離空間とし，{Cn}n を Cauchy 集合列とす

る．このとき，ある一意的な点 p ∈ X が存在して

sup
x∈Cn

d(x, p) → 0 (n → ∞)

が成り立つ．

Proof. 各 n について xn ∈ Cn を一つ選ぶ．仮定より

d(xm, xn) ≤ sup{d(x, y) : x ∈ Cm, y ∈ Cn} → 0 (m,n → ∞)

であるから，{xn}n は Cauchy 列である．X は完備なので，ある p ∈ X が存在して xn → p (n →
∞) となる．

次に，supx∈Cn
d(x, p) → 0 (n → ∞) を示す．ε > 0 を任意に取る．Cauchy 集合列の仮定よ

り，ある N1 が存在して，m,n ≥ N1 ならば

sup{d(x, y) : x ∈ Cm, y ∈ Cn} <
ε

2

となる．また xm → p (m → ∞) より，ある N2 が存在して，m ≥ N2 ならば

d(xm, p) <
ε

2

となる．n ≥ N1 とし，m ≥ max{N1, N2} を取る．任意の x ∈ Cn について，

d(x, p) ≤ d(x, xm) + d(xm, p) < ε

である．よって
sup
x∈Cn

d(x, p) → 0 (n → ∞)

が成り立つ．

一意性は明らかである．もし p, q がともにこの性質を満たせば，任意の xn ∈ Cn に対して

xn → p (n → ∞) かつ xn → q (n → ∞) であるから，距離空間における極限の一意性より p = q

である．

3 Cauchy 集合列型中間値原理と古典的中間値定理

3.1 主定理

定理 3.1 (Cauchy 集合列型中間値原理). (X, d) を完備距離空間とする．ρ : X → [0,∞) を下半

連続関数とする．非空集合列 {Cn}n（Cn ⊂ X）が Cauchy 集合列であり，さらに

inf
x∈Cn

ρ(x) → 0 (n → ∞)
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を満たすとする．このとき，ある p ∈ X が存在して

ρ(p) = 0

となる．

Proof. 補題より，ある p ∈ X が存在して

sup
x∈Cn

d(x, p) → 0 (n → ∞)

が成り立つ．

仮定より
inf

x∈Cn

ρ(x) → 0 (n → ∞)

であるから，各 n について yn ∈ Cn を

ρ(yn) ≤ inf
x∈Cn

ρ(x) +
1

n

となるように取ることができる．すると

ρ(yn) → 0 (n → ∞)

である．

一方，yn ∈ Cn であり，各 Cn は p に一様に近づくので，

d(yn, p) ≤ sup
x∈Cn

d(x, p) → 0 (n → ∞)

である．したがって yn → p (n → ∞) である．

ρ は下半連続だから，
ρ(p) ≤ lim inf

n→∞
ρ(yn) = 0.

また ρ ≥ 0 であるから，
ρ(p) = 0

である．

註記 3.2. この定理は，入れ子閉集合列を仮定する Cantor 型の零点補題を含む．実際，F1 ⊃ F2 ⊃
· · · が非空集合列で

diam(Fn) → 0 (n → ∞)

を満たすなら，m,n ≥ N に対して Fm, Fn ⊂ FN であるから

sup{d(x, y) : x ∈ Fm, y ∈ Fn} ≤ diam(FN ) → 0 (N → ∞).

したがって，このような入れ子列は Cauchy 集合列である．
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3.2 古典的中間値定理を含むこと

次に，本定理が通常の中間値の定理を特殊な場合として含むことを示す．

定理 3.3 (古典的中間値定理). f : [a, b] → R を連続関数とし，c ∈ R が

f(a) ≤ c ≤ f(b)

を満たすとする．このとき，ある p ∈ [a, b] が存在して

f(p) = c

となる．

Proof. 端点で等号が成り立つ場合は明らかなので，

f(a) < c < f(b)

と仮定する．
g(x) = f(x)− c, ρ(x) = |g(x)|

とおく．すると ρ は連続，特に下半連続であり，

ρ(x) = 0 ⇐⇒ f(x) = c

である．

区間二分法により，閉区間列 {Cn}n を

Cn = [an, bn]

で定める．まず C1 = [a, b] とする．Cn = [an, bn] が

g(an) ≤ 0 ≤ g(bn)

を満たしているとする．中点 mn = (an + bn)/2 を取る．もし g(mn) = 0 ならば，そこで証明は

終わる．そうでない場合，
g(an) ≤ 0 ≤ g(mn)

または
g(mn) ≤ 0 ≤ g(bn)

のいずれかが成り立つので，対応する半分の区間を Cn+1 とする．この操作により，

g(an) ≤ 0 ≤ g(bn)

を満たす閉区間列で

bn − an =
b− a

2n−1
→ 0 (n → ∞)
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となるものが得られる．したがって {Cn}n は Cauchy 集合列である．

また，f はコンパクト区間上連続なので一様連続である．よって

|f(bn)− f(an)| → 0 (n → ∞).

一方，
g(an) ≤ 0 ≤ g(bn)

より
min{|g(an)|, |g(bn)|} ≤ |g(bn)− g(an)| = |f(bn)− f(an)| → 0 (n → ∞).

したがって
inf

x∈Cn

ρ(x) ≤ min{ρ(an), ρ(bn)} → 0 (n → ∞).

Cauchy 集合列型中間値原理を適用すると，ある p ∈ [a, b] が存在して

ρ(p) = 0

となる．ゆえに
f(p) = c

である．

4 応用：不動点定理と移動球型零点定理

4.1 不動点原理

写像 T : X → X に対して
ρT (x) = d(x, Tx)

とおく．ρT (x) = 0 は Tx = x と同値である．したがって，Cauchy 集合列型中間値原理から次が

従う．

系 4.1 (Cauchy 集合列型不動点原理). (X, d) を完備距離空間とし，T : X → X を写像とする．

残差関数
ρT (x) = d(x, Tx)

が下半連続であるとする．非空集合列 {Cn}n（Cn ⊂ X）が Cauchy 集合列であり，

inf
x∈Cn

d(x, Tx) → 0 (n → ∞)

を満たすならば，T は不動点を持つ．すなわち，ある p ∈ X が存在して

Tp = p

となる．
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Proof. 定理を ρ = ρT に適用すれば，ある p ∈ X が存在して

ρT (p) = 0

となる．すなわち
d(p, Tp) = 0.

距離の分離公理より p = Tp である．

4.2 Banach の縮小写像定理

定理 4.2 (Banach の縮小写像定理). (X, d) を完備距離空間とし，T : X → X が縮小写像である

とする．すなわち，ある q ∈ [0, 1) が存在して，任意の x, y ∈ X に対して

d(Tx, Ty) ≤ qd(x, y)

が成り立つとする．このとき，T はただ一つの不動点を持つ．

Proof. 任意に x0 ∈ X を取り，
xn+1 = Txn

で Picard 反復列を定める．縮小性より

d(xn+1, xn) ≤ qnd(x1, x0)

が成り立つ．したがって j > i ≥ n ならば

d(xi, xj) ≤
j−1∑
k=i

d(xk, xk+1) ≤
qn

1− q
d(x1, x0).

ここで集合列 {Cn}n を
Cn = {xk : k ≥ n}

で定める．m,n が十分大きければ，Cm と Cn の任意の点は Picard 列の十分後方の点である

から，
sup{d(u, v) : u ∈ Cm, v ∈ Cn} → 0 (m,n → ∞)

である．したがって {Cn}n は Cauchy 集合列である．

また

inf
x∈Cn

d(x, Tx) ≤ d(xn, Txn) = d(xn, xn+1) ≤ qnd(x1, x0) → 0 (n → ∞).

縮小写像は連続なので，ρT (x) = d(x, Tx) も連続，したがって下半連続である．よって Cauchy

集合列型不動点原理より，ある p ∈ X が存在して

Tp = p
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となる．

最後に一意性を示す．p, r がともに不動点ならば，

d(p, r) = d(Tp, Tr) ≤ qd(p, r).

q < 1 であるから d(p, r) = 0，すなわち p = r である．

4.3 不連続写像への応用

次の例は，写像 T 自体が不連続であっても，残差関数 ρT が下半連続であれば本原理が適用で

きることを示す．

例 4.3 (不連続写像の不動点). X = [0, 1] に通常の距離を入れる．写像 T : X → X を

T (0) = 0,

T (2−n) = 2−(n+1) (n = 1, 2, 3, . . . ),

それ以外の点 x では
T (x) = 0

と定める．このとき T は各点 2−n で不連続である．実際，2−n に通常の点 x を近づけると

T (x) = 0 であるが，
T (2−n) = 2−(n+1)

である．

残差関数
ρT (x) = |x− Tx|

は下半連続である．実際，x > 0 が 2−n 型でない点なら，その近傍には 2−n 型の点は存在せず，

局所的に ρT (x) = x である．また a = 2−n では

ρT (a) = 2−(n+1)

であり，近傍の通常点では ρT (x) = x だから，lim infx→a ρT (x) ≥ 2−(n+1) = ρT (a) である．さ

らに 0 では ρT (0) = 0 であり，下半連続性は明らかである．

いま集合列 {Cn}n を
Cn = {2−k : k ≥ n}

で定める．すると

sup{|x− y| : x ∈ Cm, y ∈ Cn} → 0 (m,n → ∞)

であるから，{Cn}n は Cauchy 集合列である．さらに

inf
x∈Cn

|x− Tx| = inf
k≥n

2−(k+1) = 0.

したがって Cauchy 集合列型不動点原理より，T は不動点を持つ．実際，その不動点は 0 である．
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4.4 移動球による零点存在定理

Cauchy 集合列型中間値原理は，入れ子でない近似集合にも適用できる．これは，近似解の中心

が動く状況で有用である．

命題 4.4 (移動球型零点定理). (X, d) を完備距離空間とし，ρ : X → [0,∞) を下半連続関数とす

る．点列 {an}n ⊂ X と正数列 {rn}n が

{an}n は Cauchy 列, rn → 0 (n → ∞)

を満たすとする．集合列 {Cn}n を

Cn = {x ∈ X : d(x, an) ≤ rn}

で定める．もし
inf

x∈Cn

ρ(x) → 0 (n → ∞)

ならば，ある p ∈ X が存在して
ρ(p) = 0

となる．

Proof. 任意に x ∈ Cm, y ∈ Cn を取る．すると

d(x, y) ≤ d(x, am) + d(am, an) + d(an, y) ≤ rm + d(am, an) + rn.

{an}n は Cauchy 列であり，rn → 0 (n → ∞) であるから，

sup{d(x, y) : x ∈ Cm, y ∈ Cn} → 0

である．したがって {Cn}n は Cauchy 集合列である．Cauchy 集合列型中間値原理を適用して結

論を得る．

註記 4.5. 旧来の入れ子閉集合型の定式化では，Cn+1 ⊂ Cn が必要である．しかし，移動球

Cn = B(an, rn) は一般には入れ子にならない．したがって，上の命題は Cauchy 集合列型の定式

化が持つ利点を示している．
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