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1 はじめに
第 130 回・132 回・134 回数実研で発表した

[1][2][3]の続きである. 本稿では, 筆者が札幌南
高校に勤務していた一昨年度までの 10年間で作
問したもののうち, 場合の数・確率を中心に前回
までで触れることのできなかった問題について,

出題意図を交えながら幾つか紹介してみたい.

2 実際の問題から
場合の数・確率は, 小問を適度に設定すること
によって難易度の調整がしやすい分野だと思う.

また, 他分野との融合問題とすることで, 生徒の
総合的な実力の判定に繋がる出題ができる.

ただ, 最初の設問で「ちょんぼ！」をしてしま
い,雪だるま式に間違えてしまう怖さも持ち合わ
せている. また, 問題文が長いことも多いので,

題意を正しく読み取る能力も要求される.

問 1　マ, タ, タ, ビ, ア, ビ, タ, タ, マの 9文字
を一列に並べる作業を行う.

(1) 9文字の並べ方は全部で何通りあるか.

(2) 「タ」の字がどれも隣り合わない並べ方は何
通りあるか.

(3) 「しんぶんし」のように, 右・左どちらから
読んでも同じになる文を「回文」という. こ
の 9文字を並べてできる回文は何通りある
か. なお, 日本語の文章として意味が無くて
もかまわない.

意図　「同じものを含む順列」「隣り合わない」
「順序指定がある」といった, 場合の数で定番の
出題であるが,難問が並ぶ出題の中で一服の清涼
剤として「問題文を読んだ時にクスッとして欲
しい」という思惑もあった.

(2)については, まず「タ」以外の 5文字の並
べ方を考えると

5C1 × 4C2 = 5× 6 = 30（通り）

ある. 次に,「タ」同士が隣り合わないように置
く場所を選ぶ.

◯□◯□◯□◯□◯□◯ ←□が「タ」以外

6箇所の◯から 4箇所選んで「タ」を置けば良い
ので, 求める場合の数は

30× 6C2 = 30× 15 = 450（通り）

(3)については,「ア」が 1個しかないので, 回
文にするためには「ア」が真ん中にくる. つま
り, 次のような並びになれば良い.

◯△□☆ア☆□△◯

「ア」より左側の◯△□☆の並びを考えれば
良く（右側は自動的に決まる）,そこにマ：1個,

タ：2個, ビ：1個を並べるから, 求める場合の
数は

4C1 × 3C1 = 4× 3 = 12（通り）

なお,「濁点を含む文字を並べる問題」は見か
けたことがないが, 慶應義塾大学 2018年度入試
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（総合政策学部）の第 1問で「『アブラカダブラ
（ABRACADABRA）』という文字列が何通りで
きるか」という出題があり, その印象が強かった
ことが作問のきっかけであった.

問 2　連立不等式
x2 + y2 − 8x− 4y + 11 < 0 · · ·À
x− y − 1 > 0 · · ·Á
x+ y − 3 > 0 · · ·Â

が表す領域をDとする.

また, 2個のさいころA, Bを投げ, Aの目の値
を a, Bの目の値を bとして点 P(a, b)を考える.

次の問いに答えよ.

(1) 領域Dを図示せよ.

(2) 点 Pが領域Dに含まれる確率を求めよ.

(3) kx− y − 5k + 2 ≦ 0 · · ·Ãを考え, À,Á,Â,Ã

を連立させた不等式が表す領域をD′とする.

点Pが領域D′に含まれる確率が 1

6
となる

ような実数 kの値の範囲を求めよ.

意図　「確率」「領域」の融合問題として出題
した. (1)で領域を雑に図示すると, (2)(3)で確
率があわない. また, (3)は「定点通過の直線」の
話である.

A B C D

E F G

H I

J

x

y

O

y = x− 1

y = 2x− 8 y = −x+ 3

(x− 4)2 + (y − 2)2 = 9

図 1: Dに含まれる点（赤と青）
　　 及び k = 2のときのD′に含まれる点（青）

(2)については, 次の 10個の点が領域Dに含
まれる.

A(3, 1),B(4, 1),C(5, 1),D(6, 1),E(4, 2)

F(5, 2),G(6, 2),H(5, 3), I(6, 3), J(6, 4)

目の出方は 62 = 36（通り）あるので, 求める
確率は

10

36
=

5

18

となる.

(3)について, まず領域D′を考えると, 領域D

において, 直線 y = k(x− 5) + 2及びその上側か
らなる領域である. 次に,

1

6
=

6

36

より, D′に点Pが 6個含まれる状況を考える. 直
線 y = k(x − 5) + 2 · · ·Äは定点 (5, 2)を通るの
で, 次の 4つの状況を考えればよい.

1. k = 0　※ E, F, G, H, I, Jが含まれる.

2. Äが直線 y = 1の 3 ≦ x < 4の部分と交わ
る（このとき, k > 0）　※A, E, F, H, I, J

が含まれる

3. Äが直線 y = 1の 5 < x ≦ 6の部分と交わ
る（このとき, k < 0）　※D, F, G, H, I, J

が含まれる

4. Äが直線 x = 6の 3 < y ≦ 4の部分と交わ
る（このとき, k > 0）　※A, B, E, F, H, J

が含まれる

それぞれで kの範囲を求め, その和集合を考え
ることによって, 求める kの値の範囲は,

k ≦ −1, k = 0,
1

2
≦ k < 1, 1 < k ≦ 2

となる.

• 領域D′に点が 6個入るケースを考える

• 直線 y = k(x− 5) + 2が定点 (5, 2)を通る
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ことに気づいていた生徒は多かったが,場合分け
して状況を記述するのに手間取り, 完答者は 1名
であった.

問 3　 3人でじゃんけんをし, 勝者が 1人になる
まで繰り返し行う. なお, 負けた人は次の回から
は参加できない. 次の事象の確率を求めよ.

(1) 1回じゃんけんをしたとき, あいこになる.

(2) ちょうど 4回じゃんけんをして, 勝者が 1人
に決まる.

(3) 5回以下で勝者が 1人に決まる.

意図 「あいこの状況」「残り人数が減ってい
く状況」を正しく把握できるかどうかを確認す
る目的で出題した.

(1)は授業でも触れた問題であったが,

• 「3人の手が同じ or バラバラ」の片方のみ

• 「3人の手がバラバラ」なのは 3通り

と考えてしまい, 本大問の得点が 0点の者も少な
からず存在した.

(2)は, 注意深く残り人数の推移を追う必要が
ある. あわせて,

• 「3人→ 1人」は確率 1

3

• 「2人→ 1人」は確率 2

3

であることを押さえておかないと, 正答に辿り
着けない.人数の推移とその確率は, 次の通りで
ある.

1. 「3人→ 3人→ 3人→ 3人→ 1人」は確率 1

81

2. 「3人→ 3人→ 3人→ 2人→ 1人」は確率 2

81

3. 「3人→ 3人→ 2人→ 2人→ 1人」は確率 2

81

4. 「3人→ 2人→ 2人→ 2人→ 1人」は確率 2

81

よって, 求める確率は 7

81
となる.

(3)は余事象, つまり「5回で終わらない」確率
を利用したい. それは,

1. 「ずっと 3人」の状況が続く

2. 「どこかで 2人」になりその状況が続く

のいずれかである. よって, 求める確率は

1−

{(
1

3

)5

+ 5C1 ·
1

3
·
(
1

3

)4
}

=
79

81

となる.

小問集合では,軽めの内容のものを何度か出題
している. いくつか問題だけ紹介しておく.

問 4　 2個のさいころA, Bを投げ, 出た目をそ
れぞれ a, bとする. そのとき, sin

b

a
πの値が有理

数となる確率を求めよ.

問 5　大小 2個のさいころを同時に投げ, 出る
目をそれぞれ b, cとする. そのとき, 2次方程式
x2 + bx+ c = 0が実数解をもつ確率を求めよ.

最後に, 集合の問題を一問取り上げたい.

問 6　通常の立方体のさいころ（Aとする）を
2個同時に投げるとき, 出る目の和X について
度数分布を調べると次のようになる.

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

度数 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

次に, Aとは異なるさいころとして, 各面の数
字が

B = {1, 3, 4, 5, 6, 8} C = {1, 2, 2, 3, 3, 4}

であるさいころB, Cを考える.

さいころB, Cを同時に投げるとき, 出る目の
和 Y について度数分布を調べると, 実はXと同
じ度数分布になることが,数え上げることによっ
て確認できる.

これと同じことが,正四面体のさいころについ
ても成り立つかどうか考察せよ.

つまり, 「1から 4までの数字を 1つずつ正四
面体の各面に割り当てたさいころD」に対し, D

とは異なるさいころ E, Fの組で, 次の条件を満
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たすものが存在すれば求めよ.

条件：「Dを 2個同時に投げるときの出る目の和
Zについての度数分布」と「EとFとを同時に投
げるときの出る目の和W についての度数分布」
が一致する.

なお, E, Fの面に割り当てる数字は正の整数
とする.

意図　西山豊先生（大阪経済大学名誉教授）の
Webページは他のレポートでも何回か紹介して
いるが, 記事 [4]を読んだ際に「理詰めで考えて
1組に定まるのが面白い」と感じたので, 正四面
体の場合について自分なりに解答を考え,出題し
た. ちなみに, 問題の前段にある立方体 B, Cの
さいころを「ジッヘルマン・ダイス」という.

まず, Dを 2個投げるとき, 出る目の和Zの度
数分布は次のようになる.

1 2 3 4

1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8

Z 2 3 4 5 6 7 8

度数 1 2 3 4 3 2 1

Zの最小値が 2で, その度数が 1だから, E , F

を次のようにおく.

E = {1, x1, x2, x3} 1 < x1 ≦ x2 ≦ x3

F = {1, y1, y2, y3} 1 < y1 ≦ y2 ≦ y3 x3 ≦ y3

Zの最大値が 8であるから,

(x3, y3) = (2, 6), (3, 5), (4, 4)

のいずれかである.

1. (x3, y3) = (2, 6)のとき
E = {1, 2, 2, 2},F = {1, y1, y2, 6}となり, 8

の度数が 2以上となるため不適.

2. (x3, y3) = (3, 5)のとき
E = {1, 2, 2, 3},F = {1, y1, y2, 5}となる.

（8の度数が 1だから, Eにおいて 3は 1個）
このとき, (y1, y2)について考える.

• 2が入ると, 3の度数が 3以上
• 4が入ると, 7の度数が 3以上
• 5が入ると, 8の度数が 2以上

となり, いずれも不適である.

(y1, y2) = (3, 3)のとき, F = {1, 3, 3, 5}とな
る. E = {1, 2, 2, 3}と同時に投げるとき, 出
る目の和W の度数分布を考えると,

1 3 3 5

1 2 4 4 6

2 3 5 5 7

2 3 5 5 7

3 4 6 6 8

W 2 3 4 5 6 7 8

度数 1 2 3 4 3 2 1

となり, 適している.

3. (x3, y3) = (4, 4)のとき
8の度数は 1なので, 他に 4は入らない.

E = {1, x1, x2, 4} F = {1, y1, y2, 4}

(x2, x3) = (2, 3)はDと同じになるので不適.

よって, (x1, x2), (y1, y2)ともに (2, 2), (3, 3)

のみである.

• E = {1, 2, 2, 4} F = {1, 2, 2, 4}
+4の度数が 4

• E = {1, 2, 2, 4} F = {1, 3, 3, 4}
+4の度数が 2

• E = {1, 3, 3, 4} F = {1, 3, 3, 4}
+4の度数が 4

となり, いずれも不適である.

以上より, Eと Fの組としては

{1, 2, 2, 3} {1, 3, 3, 5}

のみが適する.

「場合分けをしながら不適なものを除外して
いく」長い思考が要求される問いであり, 完答者
は多くなかった. そんな中, 数学が苦手だが一生
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懸命に思考し,良い線までいっていた生徒が居た
ことを覚えている.

[4]では, 素朴な解法の他に「プログラミング」
や「母関数」を用いた解法も紹介されており, 興
味深い. また, [5][6]では「百ます計算」への拡張
が紹介されている.

ここで,母関数を用いた別解を紹介しておきた
い. さいころDには 1～4の面が 1つずつあるこ
とから,

D(x) = x+ x2 + x3 + x4

とおく. xkの係数は「『数字が kの面』の個数」
に対応させている. (D(x))2を考えると,

(D(x))2 = (x+ x2 + x3 + x4)2

= x2 + x4 + x6 + x8 + 2x3 + 2x4

+ 2x5 + 2x5 + 2x6 + 2x7

= x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 + 3x6 + 2x7 + x8

となるが, (D(x))2の各項の係数はDを 2回投げ
るときの目の和Zの度数分布

Z 2 3 4 5 6 7 8

度数 1 2 3 4 3 2 1

に綺麗に対応している.

次に, (D(x))2 = E(x)F (x)を満たす, D(x)と
は異なる多項式E(x), F (x)を探してみる.

(D(x))2 = (x+ x2 + x3 + x4)2

= {x(1 + x) + x3(1 + x)}2

= {x(1 + x)(1 + x2)}2

= x2(1 + x)2(1 + x2)2

となるので,

E(x) = x(1 + x)2 F (x) = x(1 + x2)2

ととると,

E(x) = x+ 2x2 + x3

F (x) = x+ 2x3 + x5

となり, Eと Fの組

{1, 2, 2, 3} {1, 3, 3, 5}

が得られることが分かる.

3 終わりに
このシリーズでは常に述べてきたが, 生徒に

とって
• 解く価値がある

• 解いていて面白いと感じられる
ものを出題できるように心がけてきた.

現任校の室蘭栄高校では実力テストは実施し
ていないが, 定期考査において

• 複数の解法が考えられる問題で加点

• 満点+αのボーナス問題
といったものを入れることによって,生徒を刺激
することは継続して行っている.

問題 6では「母関数」を利用した別解も紹介
したが, その威力に筆者自身が感動した. 生徒に
は別解を紹介しなかったのだが,「答案返却時に
生徒に紹介しておけば・・・」と少し後悔して
いる.

また,元会員の加藤先生のレポート [7]にも「母
関数を利用した数え上げ」の話があり, 加藤先生
の在りし日の姿を思い出していた.

余談だが,「回文」は生徒の興味を惹いたよう
で,「回文を効率良く作る方法」を「総合的な探究
の時間」のテーマとして選んだ班が現れた. [8][9]

は馬鹿馬鹿しいが,知的好奇心をくすぐってくる
本である.

今後も, 授業を通して（数学との関係「有り」・
「無し」を問わず）生徒の知的好奇心を揺さぶっ
ていきたいと思う.
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