
【態度目標】しゃべる、質問する、説明する、動く、協力する、貢献する

【内容目標】性質を用いて、条件を満たす自然数の組を求めよう

   

　つの整数，をで割ったときの余りが，それぞれ，であるとき，，，をで割ったときの余

りは，それぞれ，， をで割ったときの余りに等しかった。

　一般に，を正の整数とし，つの整数，をで割ったときの余りを，それぞれ， とすると，次のことが成

り立つ。

１　 をで割った余りは，余りの和  をで割った余りに等しい。

２　 をで割った余りは，余りの差  をで割った余りに等しい。

３　をで割った余りは，余りの積 をで割った余りに等しい。

　更に，を正の整数とするとき，次のことが成り立つ。

４　  をで割った余りは，  をで割った余りに等しい。

　整数の割り算やその余りについて考察するとき， 合同式 を用いると，表記が簡潔になり，考察もしやすくなる。

　は正の整数とする。つの整数，についてをで割ったときの余りと， をで割ったときの余りが等しい

とき，余りの差  はであり， はの倍数である。

合同モッド ガウスが年歳のとき

「

ガウス整数論」にて発表

 がの倍数であるとき，とはを法として合同であるといい，式で

　　　　　　　　　　　　 

と表す。このような式を合同式という。とがを法として合同であるとは，

　『をで割った余りと，をで割った余りが等しい』

　    ①　とすると

    

  

    

    

    

   

  

    

 

      

      

    

    

  

 

　はラテン語で寸法あるいは標準を，英語では法や対数係数，絶対値を意

味するを略したものである。

  

  

   

    

 

  
     

       

       

       



ということと同じである。
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　以下では，，，，は整数，，は正の整数とする。

　合同式について，次のことが成り立つ。

まとめて同値律
　　　　  　【反射律】

　　　　   のとき　　  　【対称律】

　　　　   ，   のとき　　  　【推移律】

　【注意】   ，   を  と書いてもよい。

      

       

     

          

 

    

   

       

    

  

 

  



        

 

  

  

 

  

  

  



        

 

  

 



   



  

  

 

    

    

    





　　割り算について

　　　　　３でとしたもの逆演算を割り算とみることができるが，両辺をで割って良いのは

　　　　　と（割る数と法とする数）が互いに素であるときに限られるので注意が必要
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　合同式を利用して，整数の割り算の余りを求めてみよう。

例１）　　  をで割った余りを求める。

　　　　　　　　   であるから　　     

　　　　　　　　よって，  をで割った余りはである。

　　　　　  をで割った余りを求める。

　　　　　　　　  であるから　　   

　　　　　　　　よって　　　   
 
     

　　　　　　　　したがって，  をで割った余りはである。　　　

『』を作るのがポイント

　合同式を利用して，百五減算について考察してみよう。

    

 

　求める年齢を，，で割った余りがそれぞれ，，であるとき，

 とする。

　 ，  ，  であり

　　　　　　　　　  

　　　　　　　　　  

　　　　　　　　　  

　は，，で割り切れる，すなわち，，の最小公倍数で割り切れる。

となるから



よって　

とすると　

　よって，整数を用いてと表される。

　すなわち　　

　このがからを引く回数である。

は整数

とおいて代入してもよい

例）は整数とする。をで割った余りがであるとき，次のものを求めよ。

　　　　  をで割った余り　　　　　　　　　　　　　　  をで割った余り

　のとき

　　    

　　  ，より

　　  

よって，  をで割った余りはである。

　　のとき

　　　　　　  

　　　　　より

　　　　　　  

　　　　よって，  をで割った余りはである。
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補充問題）

１．は整数とする。をで割った余りがであるとき，  をで割った余りを求めよ。

　     

　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　よって，求める余りはである

　は整数とおくと

　  

　　 
     

　　    

　　    

と変形できるので，求める余りはである。

２．は整数とする。合同式を用いて，次のことを証明せよ。

　　　　「  をで割ったときの余りは，かである。」

　のとき　    

　　　　のとき　    

　　　　のそき　    

　　　よって，  をで割ったときの余りは，かである

　すべての整数は

　　，，　は整数

のいずれかの形で表される。
  

     

  
  

　　      

　　       

  
   

　　      

　　        

と変形できるので，
 をで割ったときの余りは，かである

３．は整数で      が成り立つとき，の少なくともつはの倍数であることを証明せよ。

　整数について，を法として

　のいずれかが成り立ち，

　のとき　  

　のとき　    

　のとき　    

　である。

　はともにの倍数でないと仮定する。

　上で調べたことから，を法として

　　    

　よって　    

　ところが   とはなり得ない。

　したがって，の少なくともつは

　３の倍数である。

　，はともにの倍数でないと仮定する。

の倍数でない整数は，  のどちらかで

表され

　　　　　 
     

  

　　　　　 
     

   

ゆえに，の倍数でない整数の乗をで割った余りはとなるか

ら，  ，  をで割った余りはともにとなる。

よって，    をで割った余りは　　　……①

一方，がの倍数のとき，  はで割り切れ，がの倍数

でないとき，  をで割った余りはとなる。

よって，  をで割った余りは　か　　……②

①，②は      であることに矛盾する。

したがって，，のうち少なくともつはの倍数である。
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