
【態度目標】しゃべる、質問する、説明する、動く、協力する、貢献する

【内容目標】五心の性質を使いこなそう

三角形の辺の垂直二等分線

　　定理　三角形の辺の垂直二等分線は点で交わる。

□外心（）

　　

　定理より，点はつの頂点から等距離にある。よって，点を中心として，つの頂点を通る円が存在する。

この円を三角形の外接円といい，外接円の中心を外心という。　三角形の外心は，辺の垂直二等分
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



三角形の内部 斜辺の中点 三角形の外部

線が交わる点である。鋭角三角形，直角三角形，鈍角三角形の外心は，それぞれ下の図のような位置にある。
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
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 
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



 










外心から各頂点への線を加えて、二等辺三角形を見つけよう。外接円を書き足すことも大事。



 












 

 



　点は の外心であるから

　　

よって， ， は

二等辺三角形である。

ゆえに　　

　　

であるから　　

の内角の和はであるから

　　よって　　

の内角の和もであるから　　   

　後半　は点を中心とし，半径の円に内接する。

　　　　　　　　　よって，円周角の定理により　　
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





　であるから，

　 は二等辺三角形である。

　よって

　

　

　であるから

　 ， ， 

　はいずれも二等辺三角形である。

　よって角の大きさは図のようになり

     

　　したがって　　





練習５改）下の図において，点は の外心である。を求めよ。


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三角形の内角の二等分線

　　定理　三角形のつの内角の二等分線は点で交わる。

□三角形の内心（）
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




　定理から，である。

よって，点を中心として， の辺に点，，で

接する円が存在する。この円を三角形の内接円といい，

内接円の中心を内心という。

　三角形の内心は，つの内角の二等分線が

　交わる点である。

練習７）下の図において，点は の内心である。を求めよ。
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



内心から各頂点への線（角の二等分線）を用いて、同じ角を見つけよう
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
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
 



 







　　

　　　

　　　

　　よって， において

　　

　これを解いて　　 

　　

　　　

　よって， において

　　

　これを解いて　　 

　

　　　　　　　　　　　　　　　

，

であるから　

　　　　　　　　 
  

　　　　　　　　 



　よって　
○○××なので

○×

○×より 


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□三角形の傍心（）
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

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練習６） において，頂点における外角の二等分線と

頂点における外角の二等分線の交点をとする。

はの二等分線上にあることを証明せよ。

　から辺，，またはその延⾧に，それぞれ

垂線，，を下ろす。

このとき　　，

よって　　

ゆえに，はの二等分線上にある。



 






　練習で証明したように，三角形のつの頂点における内角の二等分線と，他のつの頂点に

おける外角の二等分線は点で交わる。

　 において，この交点はつの頂角，，の

内部につずつある。これらを，それぞれ  ，  ，  とする。

　  を中心とし，  からに下ろした垂線を半径とする円は，

辺および辺，の延⾧に接する。この円を頂角

の内部の傍接円，  を傍心という。  ，  はそれぞれ頂角

，の内部の傍心である。

　傍接円と内接円に関連する定理として「フォイエルバッハの定理:九点円は

　内接円に内接し，傍接円に外接する」と言う平面幾何学の中で最も美しい定理

　の一つと評価されているものがある。（青チャート参照）

　（九点円:三角形の３辺の中点，３頂点から対辺に下ろした垂線の足，垂心

　と３頂点の中点を通る円のこと。オイラー円やフォイエルバッハ円などとも呼ばれる）

□三角形の重心（幾何中心）

三角形の中線

　定理　三角形のつの中線は点で交わり，

　　　　　　その点は各中線を　:に内分する。



 


②

② ②
①

① ①

　　　　（重心，質量重心）

　三角形の頂点とそれに向かい合う辺の中点を結ぶ線分を中線という。

　三角形のつの中線が交わる点を，三角形の重心という。
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

 







②

①

例題）右の図において，点はの重心である。

　　　　次の線分の⾧さを求めよ。

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　::　より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 










 



練習８）の重心をとし，点，から直線に下ろした

　垂線を，それぞれ，とする。

　　 を求めよ。

　　面積比:を求めよ。





 



②

①







①

③

 





 

③

①

△ 

  △ 


 

底辺が等しい三角形の

面積比は高さの比に等しい

高さが等しい三角形の

面積比は底辺の比に等しい

相似からでもよい



　辺の中点をとする。

　であるから

　　  

　は の重心であるから

　　  

　よって　　  

　ゆえに　　  

　 と において，

　　辺を共通の底辺とみると，

　　面積比は高さの比に等しい。

　　高さはそれぞれ，である。

　　したがって，面積比  は，

　　高さの比 に等しく

　　　　　　   

　△:△

　　 

 : 


 

　　::
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

 





 



  

  



   

   

点が上にある

 



 

 



  

  

 



 

 



 



 






 

 



 

 

 

  

  



   



  

 

  

  

   

  

  

   

平行線と

線分の比

  

   

  

となる点をとり，中点連結定

理からなの

で四角形は平行四辺形

である。そこからもを通る中

線でありに内分することを示

す。

   

   

     

   

  

   

 

    

   

  

 
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

 

仮定 結論

□正三角形の重心，外心，内心

　 が正三角形であるとき，頂点と辺の中点を

結んでできる中線は，辺の垂直二等分線であり，また，

の二等分線でもある。

　したがって，正三角形の重心，外心，内心は一致する。

（正三角形は内心、外心、垂心、重心が全て一点に集まっている

　唯一の三角形であり、どれか２つが一致する三角形は正三角形である）

応用例題１）

　　「重心と外心が一致する三角形」は，「正三角形」である。このことを証明せよ。

　　　三角形が正三角形であることを示すには，辺が等しいこと，またはつの角が等しいことを

　　　　　　示せばよい。下の証明では， においてであることを示している。



 





　 の重心と外心が，点で一致したとする。

　　　　との交点をとすると，は重心であるから

　　　　　　　　　　

　　　ここで，は外心であるから，は辺の垂直二等分線上にある。

　　　は辺の中点であるから

　　　　　　　　　　

　　　よって，は辺の垂直二等分線であり

　　　　　　　　　　　　　……①

　　　同様にして　　　　　……②

　　　①，②から　　　　

　　　ゆえに，重心と外心が一致する三角形は，正三角形である。

練習９）重心と内心が一致する三角形は，正三角形である。このことを証明せよ。



の重心と内心が，点で一致したとする。

との交点をとすると，は重心であるから

　　　　

ここで，は内心であるから，はの二等分線で

ある。

よって　　　　   

ゆえに　　　　　……①

同様にして　　　……②

①，②から　　

ゆえに，重心と内心が一致する三角形は，正三角形である。



 




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□三角形の垂心

定理　三角形のつの頂点から，向かい合う辺またはその延⾧に下ろした垂線は

　　　　点で交わる。

　三角形について，次の定理が成り立つ。



 




 





 　鋭角三角形・直角三

角形・鈍角三角形それぞれにお

いて，垂心はどこに存在するか考

えてみよう。

　 のつの頂点から向かい合う辺または

　その延⾧に下ろした本の垂線を，，とする。

　また， のつの頂点を通り，それぞれの向かい合う

　辺に平行な直線の交点を，右の図のように，，とする。

　このとき，四角形，は，組の向かい合う辺が

　それぞれ平行であるから，ともに平行四辺形である。

　よって　　，

　　　　　　ゆえに　　

　また，，であるから

　　　　　　　　　　　　

　よって，は の辺の垂直二等分線である。

　同様に，は辺の，は辺の垂直二等分線であるから，

　，，は， の外心において点で交わる。　　　

　三角形のつの頂点から，向かい合う辺またはその延⾧に下ろした垂線が交わる点を，三角形の

※それぞれの性質を別紙の

まとめのプリントで確認しよう。

垂心という。

　三角形の外心，内心，重心，垂心，傍心を三角形の五心という。

練習１）内心と垂心が一致する三角形は，正三角形である。このことを証明せよ。



 



　 の内心と垂心が，点で一致したとする。

　　との交点をとすると，は内心であるから

　　　　　

　　また，は垂心であるから　　

　　よって，  であるから

　　　　　　　　　　　……①

　　同様にして　　　……②

　　①，②から　　

　　ゆえに，内心と垂心が一致する三角形は，正三角形である。
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

 

 










② ①

 







② ①

























底辺が等しい三角形の

面積比は高さの比に等しい

高さが等しい三角形の

面積比は底辺の比に等しい





基準を決める

（最も大きいものか

　最も小さいものを）

練習）     



   

  



　は△の重心であるから　　  

　△と△は底辺をそれぞれ，とすると，

　高さが等しいから

　　　　　　    

　△の面積をとする。

　であるから

　　　　　　  

　より  であるから

　　　　　　　 

　よって

　　　    

　　　　　　　　　　　　　　……①

　また　　　　  

　　　　　　　  であるから

　　 　……②

　①，②から

　　四角形:△ 

　　　　　　　　　　　　　　　　　 



 




 




 



 

高さが等しい 底辺が等しい

角が等しい

面積比は底辺の比と等しい 面積比は高さの比と等しい




 

 


























挟む辺の積の比と等しい
面積比は

　三角形の面積比
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