
【態度目標】しゃべる、質問する、説明する、動く、協力する、貢献する

【内容目標】 数学的帰納法 について理解し，活用することができる。

 



 

 

 

 

 



 

 

 

  

  

     

※ドミノ倒しにたとえると

，からすべてのドミノが倒れる。

□等式の証明

例題１３）数学的帰納法を用いて，次の等式を証明せよ。

　　　　　　 



 

　この等式を  とする。

　のとき

　　　　左辺，　右辺 

   

厳密さをもつ体系的な形についてはペアノなどによる。

古代ギリシアの時代から使われていた形跡はあるが，
明確に原理として活用したのはパスカルであった（
にて）。その後フェ
ルマーやベルヌーイによって使われ普及していった。現代的な

　よって，のとき，  が成り立つ。

　のとき  が成り立つ，すなわち

　　　 



 

 



   でくくる



 



 

   

    

   

     

    

   



   

   

 

　が成り立つと仮定すると，

　　のとき

　　   


     …

　　が成り立つことを示せばよい

のときの  の左辺は

　（の左辺）   

　　　　　　　　 

   

　　　　　　　　 

  



   

　　　　　　　　 
    

　　　　　　　　   

　　よって，のときもが成り立つ。

　，から，すべての自然数について

　　　　　　　  が成り立つ。
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□数学的帰納法による命題の証明

　次に，自然数に関する命題を，数学的帰納法によって証明してみよう。

例題１４）は自然数とする。  はの倍数であることを，数学的帰納法によって証明せよ。

  

  

　  はの倍数である をとする。

　　　　のとき　　     

　　　　よって，のとき，は成り立つ。

　　　　のときが成り立つ，すなわち  はの倍




         

    

 

　　　　数であると仮定すると，ある整数を用いて

　　　　　　　　　　　　　　  

　　　　と表される。

　　　　のときを考えると

   



　　　　　　　 
     

      

　　　　　　　　　　　　　　
  

  

　　　　　　　　　　　　　　   

　　　　　　　　　　　　　　   

　　　　  は整数であるから， 
     はの

　　　　倍数である。よって，のときにもは成り立つ。

　　　，から，すべての自然数については成り立つ。

　          と変形できる。

　　　    は連続整数であるから，の倍数である。

　　　したがって，     もの倍数である。
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□数学的帰納法による不等式の証明

応用例題７）は以上の自然数とする。

　　　　　　　　不等式  を，数学的帰納法によって証明せよ。

　　　　であるから，次のことを示せばよい。

　　　　　のとき，不等式が成り立つ。

　　　　　として，のとき不等式が成り立つと仮定すると，

　　　　　のときにも不等式が成り立つ。

　この不等式を①とする。

　　　　のとき　　   ，　  

　　　　よって，のとき，①は成り立つ。

 

両辺倍すると

　　　　   

両辺   して

      

が成り立つことが使える

　　　　として，のとき①が成り立つ，すなわち

　　　　　　　　　　　　  　……②

　　　　と仮定する。

　　　　　　のとき

　　　　　　　　　　　　     　

　　　　　　が成り立つことを証明する

　　　　両辺の差を考えると

　　　　　　　　　         

　　　　②から　　       

　　　　　　　　　　    

　　　　ここでより　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　∴　　

　　　　よって　　　　　　      

　　　　すなわち　　　　　     

　　　　よって，のときにも①は成り立つ。

　　　，から，以上のすべての自然数について①は成り立つ。　　　

　 
   


  


   


     


     

 
   


  

　であるから　 
   


  


   


   

　とすると　     



のとき　


   より　   


 　したがって  
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以下は数学Ａのおさらいです 

　「例題１４）は自然数とする。   はの倍数であることを，数学的帰納法によって証明せよ。」では，

数学的帰納法を用いて次の命題を証明した。

 

   

 

　この命題は，が整数の場合にも成り立つ。すなわち，次の命題が成り立つ。

　　　　　は整数とする。このとき，   はの倍数である。……①

　整数を，で割ったときの余 で分類することで，命題①を証明してみよう。

　整数をで割ったときの余りは，，，のいずれかである。

　　　よって，すべての整数は，整数を用いて

　　　　　　　，　，　

　　　のいずれかの形に表される。

　のとき

　　  

　　　 
   

　　　    

　　　   

　のとき

　　  

 
    

    

    


     

　のとき

　　  

　　　 
    

　　　    

　　　    

　　　      

　　　よって，いずれの場合も，   はの倍数である。　　

　一般に，整数と正の整数に対して，， を満たす整数とはただ通りに定まり，を，をで

　　割ったときの商，を余りという。

　　自然数をで割ったときの余りは，，，のいずれかであるが，負の整数をで割ったときの余りも，，，のいずれかである。

　　例えばであれば　   と表せるので，をで割ったときの余りはである。

　一般に，正の整数が与えられると，すべての整数は

　　　，，，……，  　は整数

のいずれかの形で表される。

　整数についての事柄を証明するとき，整数をある正の整数で割ったときの余りで分類して考えるとよいことがある。

　また，連続する個の整数には，必ずの倍数が含まれる。このことから，前ページの命題①を次のように証明

することもできる。

　  
 

　　　　　　
   

　　　　　　     

　　　，，は連続する個の整数であるから，その中にの倍数が含まれる。

　　　よって，その積    はの倍数である。

　　　ゆえに，      はの倍数であるから，   はの倍数である。　

　このように，自然数や整数に関わる命題は，数学的帰納法も含めて，いろいろな方法で考察することができる。
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