
【態度目標】しゃべる、質問する、説明する、動く、協力する、貢献する

【内容目標】 数学的帰納法 について理解し，活用することができる。

【青チャート例題５８】□漸化式と数学的帰納法

分数形なので

両辺の逆数をとって

解くこともできるが…

応用例題８）次の条件によって定められる数列  の一般項を求めよ。

　　　　　　　  ，　   


 
　   

　　条件により　　  ，  



，  




，  




，……

　　　よって，  の一般項は次のようになることが推測される。

　　　　　　　　　　　　  


 
　……①

　　　この推測が正しいことを，数学的帰納法によって証明する。

　　　　のとき　　①の右辺は　 

  


　　　　初項は  なので，のとき，①は成り立つ。

　　　　のとき①が成り立つ，すなわち

　　　　　　　　　　　　  


 
　……②

　　　　と仮定する。のときを考えると，②から

　　　　　   


 




 




 




 




   

　　　　よって，のときにも①は成り立つ。

　　　，から，すべての自然数について①は成り立つ。

　　　したがって，求める一般項は　　  


 
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レオナルド＝フィボナッチ



　中世ヨーロッパの数学者にレオナルド フィボナッチ年頃～年頃

がいます。イタリアのピサに生まれたフィボナッチは，父親が貿易商であったので，

当時科学技術が発達したイスラム文化に触れることができました。そして，現在

のアラビア数字の体系をヨーロッパに導入したことで有名です。アラビア数字を紹

介した『算盤の書』で，フィボナッチは次の問題を取り上げました。

 

 

 

 

 

 





　 ある月に生まれた対のウサギは，生まれた月の

翌々月から毎月対の子どもを産み，新たに生まれ

た対のウサギも同様であるとする。このように増えていく

とき，月に生まれたばかりの対のウサギから始めて，

翌年の月末には何対のウサギになっているだろうか。

　月には，最初の対が子どもを産み，対のウサギになります。月には，最初の対だけが子ども

を産み，対になります。月には，月までに生まれた対のウサギが対ずつ産み，合計対に

なります。このようにして，数列

　　，，，，，，，，，，，，，，…

が得られます。

　この数列を フィボナッチ数列 といいます。フィボナッチ数列は，自然界の現象にも数多く見つけること

ができます。この数列は数多くの魅力的な性質をもっており，昔から多くの人々によって研究されてきま

した。現在でも，世界中に多くのフィボナッチ数列の愛好者がおり，フィボナッチ協会などといった団体を

設けて，研究交流をしています。

　フィボナッチ数列に関する問題の中でも，次の問題は有名です。いまフィボナッチ数列の各項を，例え

ばで割った余りで考えてみると

　　　　　　　，，，，，，，，，，，，……

となり， ，，，，，，， という数列が繰り返されます。これはだけでなく，どんな以

上の整数で割った余りで考えても同様であり，必ずある⾧さの数列が繰り返される形になります。こ

の繰り返される数列の最小の⾧さが何か，というのが問題です。例えばで割った余りで考えた場合，

この⾧さはです。しかし，一般のについて， この⾧さを与える式があるかどうかは，いまだにわかっ

ていません。フィボナッチ数列をめぐっては，この他にもさまざまな問題があり，多くの人々の興味をかき

立てています。これらの問題の中には，上で述べた問題のように，現在でも解明されていないものもあり

ます。このように，フィボナッチ数列は多くの興味深い謎をはらんでいます。
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【練習】　フィボナッチ数列の項にはどのような規則があるといえるだろうか。また，フィボナッチ数列がもつ

性質を見つけたり，フィボナッチ数列に関係する事柄を調べてみよう。









  

第項以降の項は，つ前の項とつ前の項の和になっている。

　　　例えば，フィボナッチ数列には次のような性質がある。

　　　　・第項が偶数になるのはがの倍数のときのみである。

　　　　・第項がの倍数になるのはがの倍数のときのみである。

【ここからはもう少し詳しく。習っていないところはまた後で読み直してみよう。】

〇　フィボナッチ数列を与える漸化式は

　　　　            　……　①

　　である。そこで，ここから一般項を求めてみる。

　　　     　より　  を解くと　  




　　よって，  



 


とおくと，          より

　　①は次のように変形できる。

　　　           　……　②

　　　           　……　③

　　②から　                  
    

　　ここでなので　 　　したがって　     
 　……　④

　　③から同様にして　     
 　……　⑤

一般項に を含んでいるがこれは見かけ上のもので

あり，（整数）＋（整数）＝（整数）になることから

も，すべての項は整数となる

　　④ー⑤　から　    
   

　　 であるから　

　　　　　　　　  


 


 
 
 



 
 



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次方程式  　  の解のうち，となるものは黄金比と呼ばれる（はギリシャ文字であ

り，ファイと読む）。

ちなみに　
 


 であり，:を黄金比としてこれを活用した黄金螺旋や黄金⾧

方形などとともに，古代ギリシャから自然、美術、建築、デザインなど幅広く使われていおり、現代でもロゴや

サイトのデザインで頻繁に使用されています。

また，はフィボナッチ数列の「隣り合う項の比」ののときの極限

になってる。つまり

　　
 

  

  


   

 


 




 

 







 






ここで　





 


　より　 


であるから

　　
 

  




 


 


 

このことは

ケプラーが発見した

フィボナッチ数列を与える漸化式は「            」で定義される。

「カッシーニ・シムソンの公式」とも呼ばれる
例題１）このフィボナッチ数列  において

　　　　    


    
  　 

であることを証明せよ。

　　のとき

　　　　　　　　　　 左辺    

    

　　　　　　　　　　 右辺  
  

　　　　　　よって，のとき，が成り立つ。

　　　のときが成り立つ，すなわち

　　　　　　    


    
  

　　　　　であると仮定すると，のとき

　　　　　　      
    

  

       

仮定より

　　　　　であることを示す。

　　　　　　      
           

 

　　　　　　　　　　　　　　　　　      
   

  

　　　　　　　　　　　　　　　　　         
 

   
  

       　　　　　　　　　　　　　　　　　             
  

  数列【数学的帰納法の応用】



　　　　　　　　　　　　　　　　　     
  

　　　　　　　　　　　　　　　　　  
  

　　　　よって，のときもが成り立つ。

　　から，すべての自然数についてが成り立つ。

例題２）このフィボナッチ数列  において

　　　　 
  

   
     　 

であることを証明せよ。

　　のとき

　　　　　　　　　　 左辺  
   

　　　　　　　　　　 右辺     

　　　　　　よって，のとき，が成り立つ。

　　　のときが成り立つ，すなわち

　　　　　　 
  

   
     

　　　　　であると仮定すると，のとき

　　　　　　 
  

   
  

       

　　　　　であることを示す。

　　　　　　 
  

   
  

       
  

       
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　        

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　     

　　　　よって，のときもが成り立つ。

　　から，すべての自然数についてが成り立つ。
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